
単体的凸多面体とLe勧et塞の強定理

東北大理　小田忠雄

　r次元実ベクトル空間W内のア次元単体的凸多面体Qを考える、0≦ゴ≦r－1に対し，Q

のゴ次元面の個数を力としたとき，∫＝∫（Q）：＝（ん＿，五＿1）のことをQの∫ベクトルと

呼ぶ．さらに∫＿1：＝勾五：＝1とするといろいろ好都合である．

　　　　　　　　　ん1彙（1：；）（－1戸お　（・≦1≦り

としたとき，んベクトル九＝ん（Q）：＝（んo，＿，缶）は明かに∫ベクトルと同値な情報を与え

る．両者の関係を毒変数の母関数の言葉で表せばもっと簡潔に

　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　　　　Σ九，9ξ＃Σゐ一、（㌔1）ず一」

　　　　　　　　　　　　　　‘＝o　　　j＝0

となる、

　ん＝1（＝んo）｛まEulerの関係式の言い替えであるが，もっと一般にDehn－SommervHle

の等式

　　　　　　　　　　　　缶＝九テ＿ξ　　　　μエ0，1，＿，r）

が成立する．

　1971年にMcMuUen［4］は次のような予想をたてた．すなわち，与えられた整数列

　　　　　　　　　　　　　　　　　（九◎，．．．，九ザ）

があるr次元単体的凸多面体のんベクトルとなるための必要十分条件は，上記のDehn－
s・㎜・滅・の等式をみた∪さらにある体娃の次鮒き多元環廷Φ盟刀‘であ・て，

盈O＝夫をみたし，かっ兎上R1で生成されるものが存在して

　　　　　　　　　　九～一陪んオ＿1＝：dimAぜ　　　　　　　　（0≦’≦｛r／2D
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をみたすことである．ただし，ん＿1：＝0とし，レ／2］はア／2以下の最大の整数である．特に，ん

ベクトルは単峠的（unimod垣）である．すなわち

1＝九〇≦九1≦…≦九【．／2】＝九【（．＋1）12】≧…≧1㌔一・1≧九．＝1

をみたす．

　1980年｛こ，B鐵eΣ蚤Lee国，【2］が十分性を，　St証1ey〔7］が必要性を証明した．

　後者の証明は，トーリック多様体の理論を通して代数幾何におけるLefSchetzの強定理を

使用している．もっと初等的な証明があるはずとのMcM磁e放の挑戦を受けて試み始めた

のが［5］である・まだ未完成であるが，この方針で証明できるものと期待している．

　単体的とは限らない凸多面体の場合には，頂点がすべて有理点なら，九ベクトルはトーリッ

ク多様体の交叉コホモロジー群の次元として定義するのが正しいということをStanley固

が示している．

　単体的な場合の初等的証明の問題は，トーリック多様体の交叉コホモロジー群の初等的

計算や，Gdfand，　Kap臓ロov，　Zelevinsk亘の最近の結果とも関連が深い（詳細については｛6｝

参照）．

1　　マーク付き単体的完傭凸多面推分割　　　一

　トーリック多様体の理論に現れる扇の概念から格子の情報や有理性の条件を取り除いた

ものを考える．

　以後，ア次元実ベクトル空間W窪R’を固定する．W内の凸多面錐とは，あるωい．．，ω、∈

Wの非負一次結合全体，すなわち

σ：＝R＞0ω1十…　→－R＞oU3

と表せる部分集合のことである．ただし，R＞パま非負実数の全体を意味する．σの次元由mσ

とは3σの張る最小のR部分空聞Rσ＝σ÷（一σ）の次元を意味する．｛徽，．．．，尾｝として

一次独立なものが選べるとき，σは単体的であるという，

　じγの双対空間をZ：＝HomR（慨R）とし，双対双一次形式を〈，〉：Z×W→Rとす
る・アがσの面である（ア・くσと表記する）とは，ある20∈2rが〈Zo，ω〉≧0，∀ω∈σかっ

ア＝σ∩｛Zo｝⊥をみたすことである．

　Wの凸多面錐分割とは，W内の凸多面錐の有限集合Hであって，次のような性質をみたす

ものである．

●すべてのσ∈Hlま強凸，すなわ，ちσひ（一の＝｛0｝をみたす．

●σ∈互のすべての面プはまた宜に属する．

●σ，〆∈口の共通集合σ∩σ’はσおよびσ’の面である．
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　nの台をln1：＝Uσ∈ロσと定義し，lr【1＝wをみたす∬を完備という．また，各σ∈nが単

体的であるとき，nを単体的という．

　0≦ゴ≦rに対し，H（力：＃｛σ∈Hl（Umσ＝ゴ｝とする．∬のマーク付けとは，各ρ∈n（1）

内に原点0と異なるt〃ρ∈ρを指定することである．このとき，ρ＝R≧oωρとなる．

　我々にとって重要なのは次の例である。W内のア次元凸多面体Qを考える．適当な平行移

動により，原点0がgの内点であると仮定しても一般性を失わない．原点0を頂点として

gの各面が張る凸多面鑑の全体宜｛ま明かにWの完備凸多面錐分割であり，Qの頂点全体の

集合｛ψρ｛ρξ豆（1）｝がそのマーク付けを与える．9が単体的凸多面体なら，Hは単体的で

ある．Qの凸性により，我々は∬に関して区分的に線形かつ強凸であって，各ρ∈H（1）に対

しη（ωρ）：＝1をみたす実数値関数η：W→Rを得る．すなわち，各σ∈Hに対して2σ∈Z

が存在し，

　　　　　　　　　　　　　η（ψ）≧〈zσ，ω〉，　　　　　　　∀uノ《…σ

かつ等号が成立するにはt〃∈σが必要十分である．簡単のためηのことをゲージ関数と呼ぶ

ことにしよう．

2　　Ch◎w環　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　・

　HをWのマーク付き単体的完備凸多面錐分割とする．各ρ∈∬（1）に対する文字％を変数

とする多項式環5：＝R［％1ρ∈H（1）］を通常の次数付きで考えよう．squar←freeな単項式

の集合

｛¢ρ1エρ2…　¢ρ」ρ1，，．．，ρぷ∈H（1）は相異なりかつρ1＋…＋ρ．¢H｝

で生成されるSのイデアルを∫とし，一次形式の集合

｛θ②ご息、輻略・・2

で生成されるイデアルを」としたとき，A：＝S／（1十J）をr【のChow環と呼ぶ．ちなみに，S／∫

はStanley－Reisner環と呼ばれる．

λぱ∠40㊥∠41㊥…㊥、41㊥…Φ、49

となることが判る．r【が単体的であるから，任意のσ∈∬（りは相異なるρ1，ρ2＿，ρ～∈n（1）

によりσ＝ρ1十ρ2十…十ρ1と一通りに書ける．そこで，単項式¢ρ1輪…エρ～のが1こおける

像をu（σ）と書く．特に〃（｛0｝）＝1∈、40である．定義により次のことが判る．

●・4＝Σσξロ｛弩Rガ（σ）．

●各z∈Zに対し一次関係式£ρ∈n（1）〈2，ωρ〉η（ρ）＝0が成立する．
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●σ，σ’∈II‘こ対し

｛i⑭i織㌘　♂＝｛・L

　Hに関し区分的に線形な関数η：W→Rが与えられたとき、41の元万叉Σρξロ（1）η（ωρ）パρ）

が決まる．上記の一次関係式によりすべてのz∈Zに封しη十z＝万となる．この事実を使
うと，1≦1≦rに対し万倍写像、4－1→力は，ア∈∬（～－1）に対するu（づ∈、4∫－1を

痴（7）＝Σ（η（ぴρ）一〈・。汚〉）・｛ρ÷ア）

　　　ρξ狂（1），ρ十■嘩口（り

に写すことが判る．ただしzアはすべてのω∈アに対してη（切＝〈zず，叫をみたす2の適当

な元である．特にηが狂に関して強凸であるとき，上記の係数（η（⇒）一〈2わ惣ρ〉）は正とでき

ることに注目して頂きたい．

3　　石田複体のコホモロジー

　完備トーリック多様体Xの場合に正則微分形式の層のコホモロジー∬」（X，Ω㌦）を記述す

るのに威力を発揮した石田複体の類似を考える．

　豆をWのマーク付き単体的完備凸多面錐分割とする．各◎≦1≦rに対し，石田複体
0ヂ （H，9ε），5を

　　　…　　→crフ（田、）・ニ㊥〈1　3♂ム巳÷1鰯、）：＝　　∈E）　　〈ξ子戊一1ξ」一→…

　　　　　　　　　　　σξ…口（フ）　．　　　　　　　　　　　　　　　　ξξn（3十1）

とする．ただし，σ∈n（力，ξ∈n（」＋1）に対して，コバウンダリー写像5の（σ，ξ）成分は，σ

がξの面でないとき0写像とし，一方σべξのときξこは，ξ⊥：＝｛z∈Zパろω〉＝O，∀初∈ξ｝

がσ⊥：＃｛z∈2コ〈z，ω〉＝0，∀ω∈σ｝の余次元1の部分空間となり，かつあるρ∈n（1）

によりξ＝ρ＋σとなるため，Z1∈σ⊥⊃ξ⊥∋Z2，＿，ZI＿」に対してZ1〈Z2〈一・〈ZI＿コを

〈z1，％〉勾∧…∧Zlっに写す写像と定義する・

　ことのき，MayeレViet◎r捻の定理の一般化および二重複体のスペクトル列により，消滅お

よび双対に関する次の結果を得る．

定理1各O＜ξ＜アに対して

研（H，9・）一
｛：弓；；

が成立する．さらに，任意の」および／に対して双対性

　　　　　　　　　　H・（∬，9ξ）の＝（パじγ）⑧R∬’－」（H，9・一↓）・

も成立する．ただし＊は双対空間を意味する．
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　この定理により完全列

　0→從（H，9鍵）⊥・01（H，9の一ち…⊥03（H，9の」㌧…⊥・ぴ（H，9∫）→A’→0

を得る．定義により

　　　　　　　　d㎞Rσ（H，9・）一（に；）IH（ゴ）（・≦」≦～）

であるから，

　　　　　んご⊇一富（「－3’一ゴ）（－1戸IH（ゴ）（・≦1≦り

となる．また双対性によりん‘＝ん＿～を得る．Hが単体的凸多面体Qから得られているとき

にはII（D＝ゐ一1であり，∫ベクトルdベクトルとの関係式およびDehn－So㎜ervileの

等式が得られることになる．

　さて，Hに関して区分的に線形かつ強凸な関数η：W→Rも与えられているとしよう．

（第1節の最後に述べた例のように，Hがア次元単体的凸多面体0から得られている場合の

ゲージ関数が重要な例である．）このときr＋1次元ベクトル空間　　　　　　　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　W：＝W×R，

を考える．σ∈Hに対して∂：＝｛（ω，η（ω））1ω∈σ｝はWの凸多面錐でありdim∂＝dimσ

が成り立つ．Wの不完備な単体的凸多面錐分割

　　　　　　　　　　　　　　　　II：＝｛∂1σ∈II｝

はηのグラフともいうべきものである．台lnl：＝Uσ∈n∂がηの通常の意味でのグラフである．

各ρ∈H（1）に対し，るρ：＝（ωρ，η（ωρ））を戸のマークと考えることができる．ηがnに関して区

分的に線形かっ強凸1であるからηのepigraph

　　　　　　　　　　　　epi（η）：＝｛（ω，λ）∈ワ1／1λ≧η（ω）｝

はWのr＋1次元凸多面錐であり，しかもepi（η）自身以外のepi（η）の面の全体はHと一致す
る．

　このHに対しても石田複体を同様に定義すると，次のことが判る．

定理2各0＜／＜ア＋1に対して

　　　　　　　　　　　ゴ≠～－1，」なら　　　 ∬」（H，9，）＝0

が成立する．また，任意の」，～に対して双対性

∬・（丘，助’一（〈’＋1荷）⑧R∬アー・（丘，¢．・一・）

も成立する．
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さらに，簡単な計算によって次のことが判る．

命題3任意の1＜（＜アに対して

　　　　　　　　　o→が一・（茸動→A匡一1」璽A∫→君ξ砥蚕）→o

は完金列である．

　この命題および双対性により，Lef江hetzの強定理の我々が必要とする帰結に関しで次の

ことが判る．

系4次は同値である．

●∫＜ア／2十1ならη倍：、41－1→A’は単射．

●～＜r／2十1なら』fl－1（H，91）＝0．

　◆～〉ア／2ならη倍：ノ1～－1→ノ1ξは全射．

　●／＞r／2なら∬「（H，91）＝0．

　∬ア（H，9．）＝0は比較的容易に証明できる、従って∬o（H，91）＝0でもあり，毎＿1≧んお

よび妬≦九1が判る、

　今のところ，さらに∬’－1（Σ【，露＿1）た0も証明でき，従って∬1（口，ρ2）＝Oも判る．その結

果として，九＿2≧ん式およびん1≦ん2も判ったことになる．この証明には，3次元単体的凸

多面体の辺からなる枠組（framework）の剛性に関するCauchy，　Deh澱，　Weyl，　Alexandτovの

定理の証明に対するGluck［3］のアイデアを使う．

　アフィン・トージック多様体σが孤立特異点のみを持っとき，その交叉コホモロジー群

に関して

　　　　　　　　　　　　iが奇数なら　　　　頂‘（〔ろR）＝0

という既知の事実の初等的証明が得られれば，類似の方法で上記系4における同値な性質が

実際にみたされることを初等的に証明できるはずである．
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