
高次微分の応用

飯高茂学習院大学理学部

　O．ここではいささか旧聞に属することであるが，対称微分と微分不変式にっいて

述べる．

目的は，微分1形式を微分π一形式のように，積極的に用いて幾何をすることにある．

微分π一形式は必然的にm重形式を考えることになるが，これは，いってみれば，対

称テンソル積であり，これだけで完結する．しかし，微分1形式を多重に扱うと，話が

複雑に混乱してきて，計算力灘しい．そこで計算機でも使おうということになる．な

お，この話は大分以前に森川寿先生に教えて頂いたことに多くを依存しているので，

特に記して感謝申し上げる．

§L

頁／左を関数体の拡大とする．標数は◎で夫は代数的閉体とする．

微分の概念は古く，微分学の発生の時に遡る．微分の微分は0とおくのが普通である

が，微分の微分は代数的に独立な元であるとすると，対称微分の概念が生まれる．た

とえば

　　　　　　　　　　　　4∫（コ㍉y）＝∫エ4エ＋九吻・

　　　　d2∫（・，の＝∫傭ゆ）2＋2∫。，4鋤＋∫，，（吻）2＋ム4㌔＋∫，42y．

　これを続けて書くのは根気がいる話であるが，原理的には簡単なことであり計算機

に安心して任すことができる．例えば，高級言語Prd◇gを用いると鮮やかにプログ

ラムすることが出来る、これは後にふれる．

対称微分の定義は簡単であり，それを具体的に書き下すのも単純である，

K／kの超越次数をηとし1っの超越基底を（ω1，…　，∬π）とすると次のようになる．

5F＝K』，∂エ・，…，d⑳。，ぬ1，……，d2エ。，＿，4’¢1，パ

5Fの商体を（25Fとかく．この元を高次（対称）微分形式という．

頁の元から見上げればQ5Fの元は別世界のようなものであるが，四則演算以外

にdの演算ができるというだけのことである．

κ上の多項式の類似として，∂一多項式を考えることが出来る．

　K上の超越的な元y1，ψ2，＿，y，のあるとき，これらを頁に付加した拡大体Lを

とる．その超越基底を（ぽ1，‥・，苫π，yl，y2，…　　，yア）とすると，L／〃の5Fの元は微分
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多項式（略して4一多項式）と見なされる．そしてLμのQ5Fはの元は微分有理式

（略して4一有理式）となる．

3Fの元は
φ＝Σ∫α1（4τ）1，∬＝【∫1，．．．，1π】，（（1エ）1＝（dエ1）∫1＿．（∂¢篤）∫礼，

とかかれる．そこでπニ1のときを考える．ぽ1＝¢として
∫＝1・、，・、，＿，・。】，（吻）1＝（吻）α・（42¢）α・＿（4’σ）α・

とおいたのである．∬＝1α1，α2，＿，α．1はPrd・gでいうところの整数リストである．

で〃（∫）＝α1＋2α2＋…＋8α．を∫のweightといい，

deg（∫）＝α1＋α2＋…十α。を∫の次数（degree）という．

また，α‘が0でない‘の最大数を∫のIengthという．これは，Prologでのリスト

の長さと異なる．

リスト同士に，順序をつける．まつlengthで順序を考え，1engthが等しいとき，右か

ら見て辞書式順序を入れる．

例

　　　　　　　　　　　【0，31＜　【0，0，1】，｛3，0，31＜［0，1，31

　これらのweightはそれぞれ，6，3，12，11である．

与えれたweight　mをもつリストをかきあげることはmの加法的分割を与えること

に他ならない．後でPr・1・gによる簡単な与え方を説明する．

2重リスト∬＝｛∫1，＿，1。1のweightと次数は普通のリスト1∫のそれらの和とする．

一般に，weightが等しいリストを指数にもっ項の和の形にかけるとき，斉重形式と

いう．

　§2．

基本となる補題は，微分すればoになる（25Fの元は定数という至極当然のもので

あり，証明も自明である．

補題∫を高次微分形式とする．

4∫＝0なら∫∈友

証明は後にまわす．

∫＝砦とすると，ガ＝　2d（鏡）1妨なのでこの分子を一般に捉えなおし，

Wronskianを定義する．

∫1，∫2，＿，∫mをQ5Fの元とし，G，」）一成分（1≦ら」≦m）を4‘－1∫」とする

行列を考えこれを，∫1，∫2，．．．，∫mのWro籠M行列と言う．また，その行列式を

W∫1，∫2，＿，∫m）とかき，これを∫1，∫2，＿，∫mのWronskianという．

行列式は，外積で自然に構成される．

γ＝（25Fm（m個の直和）とし，これらの底をe1，＿，emとし，γの元F；
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∫1e1十∫2e2＋…十∫memについてその外積

G。（F）ニF〈4F∧＿A4’－1Fを考える．

もしパニmならG。（F）の係数がW’（力，万，＿，∫m）である．

さてd（gF）＝吻F＋g己Fであり，

ρF∧∂（ρF）＝ρ2F∧㎡Fなどからわかるように硫（ロF）＝ブ窃（F）である．

これから，W（g∫1，g∫2，＿，g∫m）＝gmw（∫1，∫2，＿，∫m）

がわかる．また，カ，ゾ2，＿．ふにたいして髭係数の1次変換Aをすれば，その

Wron8kia皿にはAの行列式がかけられる．これを簡単にW（A∫）＝det（A）W（∫）と

書き表す．

さらに∫1＝1のときには，1っサイズが下がる．すなわち，

↓γ（1，∫1，∫2，＿，∫仇一・）＝W（ガ1，ガ2，…，輪一・）・

　補題の証明
W｛φ，ψ）＝0としφニΣ万α」（4¢）㌧ψ＝Σ」カ」（6露）」

とおく．便宜上，π＝1とする．φ＝Σα1（4灘）∫の0でない係数をもっ項の最高のリ

スト∫をφの最高順位といい，九（φ）とかく．

∫＝ん（φ），」＝ん（ψ）とするとき，∫＜」なら九（W（φ，ψ）））＝ん（W（（∂り∫，（4¢）∫）））

であることがわかる．

実際にw（α（吻）∫，6（∂勾∫）＝α2じγ（（∂澱）∫，6／α（∂司」）

だから4ニ1としてよい．リスト1，」で共通の成分があればそれを取り出し，1と

」の同一番目の成分はどちらかが0，にしておく．そこで

∫＝iら，．．．，‘σ1，輌，≠0，」＝伍，＿，川，」‘≠0，とおけば，∫＜」の仮定ににより

5＜《．

W（＠）∫，b（ば¢）∫）の最高の項はb（∂¢）∬（吻）」0．ここに」0＝レ1，＿，5《－1，11

そこで，1ニ」とする．

w（（4エ）1，b（d虚）」）＝（4露）2146．

ここに，2∬＝｛2‘1，＿，2‘ダ1とした．

それゆえ，w（φ，ψ）＝oを仮定すると，ん（φ）＝ん（ψ）であり，その係数は定数倍にな

る．それをcとして．φ1＝φ一Cψとおくと，

φ1≠0ならば九（φ1）〈ん（φ）．よって，Ψγ（φ1，ψ）≠0．

しかし，

　　　　　　W（φ1，ψ）＝Pγ（φ一cψ，ψ）＝W（φ，ψ）－c仰γ（ψ，ψ）ニ0・

ゆえにφ＝cψ
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　§3．

これから次の結果が直ちに従う．

命題Q5Fの元了1，∫2，．．．，ふが与えられたとき，

W（∫1，∫2，＿，∫m）＝0となる必要十分条件は∫1，∫2，＿，∫mが先上1次従属なるこ

とである．

証明mにっいての帰納法．

ノ1，ノ2，＿，了mがえ上に1次従属ならば，皆（ム，万，＿，了悟）＝◎はあきらかだから，

逆を示す．すなわち，W（タ1，カ，＿，呈パ＝◎とするとき，ノ1，ゐ，＿，ノ仇が夫上1

次従属になることをいう．

m＝1の場合は補題で済んでいるからm＞1とする．m－1の場合を仮定しよう．
五＝◎なら，従属は明らカΣそこでム≠0とし，ρド勢とおくと，

　　　　　　　　W∫1，∫2，…，∫m）＝∫㍗W（1，91，．．．，9豹戊＿1）＝

　　　　　　　　　　　　　w（吻1，＿，49炉1）

から

　　　　　　　　　　　　w（dg1，＿．，｛9ヨ7π一w1）ぱ◎．

ゆえに帰納法の仮定により，

dg1，＿，49m＿1は1次従属．よって，すべては0でない定数c2，＿，c仇があり，

c黛491十…十Cm49炉1＝o．ゆえに

d（c291十…十輪9m＿1）＝O．補題によって，

c291＋…＋輪g伽1は定数だから，－c1とおく．

すると，

c1∫1＋…＋Cm∫。、＝0．証明終わり

これは通鴬の場合，すなわち，1次元で関数の場合によくしられた五，∫2，＿，ふ

のWronski　anによる従属性の判定法の自然な→投化である．

さて，W（∫1，ゐ，＿，∫m）≠0となるム，∫2，＿，ノmを固定して考える．

W（∫1＄ヌ2サ．．．＄ノ柳y）＝0となる式をyの方程式とみれば，これはγがヌ1，∫2，＿，ノ麟

の1次結合となるとき満たされる．そこでyを独立な元とみて，

W（∫1，∫2，．．．，ノm，γ）をylこっいいて展開する．これらの係数を明・とおいて，次

の式をえる．

　　　　　　　　　　　　w（∫1，∫2，＿，タm，y＞＝

wO（∫1，ノ2，…，ノ仇）4my＋呪（ん∫2，＿，∫m）∂∩1γ＋…＋w仇（ん∫2，＿，∫m）ピ
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定義から

　　　　　　　　　W（∫、，∫2，＿，∫m）＝Wb（∫・，∫2，…，∫m），

　　　　　　　臨（∫、，∫2，．・．，∫m）ニ（－1）mlγ（・ザ・，ガ2，…，ガm）・

　さらに重要なことは，

4wp（∫1，∫2，＿，∫m）＝－W1（∫1，∫2，…，∫m）

が成立することである．

W（∫1，∫2，＿，∫…γ）＝0となる式をyの方程式とするとyの解が

∫1，∫2，＿，∫mの一次結合である．そこで，首項をはらい，

　　　　　A（∫b∫2，＿，∫m）＝叱（∫1，∫2，…，∫m）！W（∫1，∫2，…，∫m）

とおくと，次の命題をえる．

命題（根と係数の関係）

∫1，∫2，．．．，∫mとg1，＿，9mがあたえられたとき

　　　　　　・4‘（∫1，∫2，…，∫m）＝・4‘（91，…，9m），（‘＝1，2，…，肌）

が成立するとき，g1，＿，9mはGL。（た）で∫1，∫2，＿ぱmを移したものになる．

したがって，A（∫1，∫2，＿，∫m）（‘＝1，2，．．．，m）をGL不変式という．

これに加え，w（∫1，∫2，＿，∫m）もいれると，これは行列式も不変にするから，これ

らはSL不変式になる．だから，

命題∫1，∫2，．．．，∫mと91，．．．，9mがあたえられたとき

　　　　　　Wん∫2，＿，∫m）＝W9・，…，9m）（輌＝0，2，…，7π）

が成立するとき，g1，＿，9mはSLπ（兎）で∫1，∫2，＿，∫mを移したものになる．

ここで，4脇二一W1だから，わざと1をとばしたのである．

SL以外の代数群の例として直交行列群を考えてみよう．

例えば正則行列」を固定し0（」）ニ｛C；0’」0＝」｝とおく．

ここで，0’は0の転置行列とした．そこで，〈〉を通常の内積とし，∫＝（ノ1，ノ2，＿，∫m）’

とおいて，

　　　　　　　　　　　　　耳輌（∫）＝〈∫，」∂」∫〉
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　とすると，Cが0（」）の元なら

巧・（0∫）＝」馬・（∫）となる．また　4Ho（∫）＝2H1（∫）である．

さて，由，＿，Amの他にHo（∫），＿，1垢一1（∫）も不変になるとしよう．すなわち

　　　　　　　　　　　・4‘（∫）＝・4輌（9），（‘＝1，2，…，m）

H｝・（∫）＝」馬・（9），（」＝0，2，…，m－1）

とする．

gニσ∫とするとき，

〈C’」’0あ〔ガ∫〉＝〈あ∂ゴ∫〉（」＝0，2，＿，m－1）．

そこで，ん＝C’J’C∫一∫とおけばく九，∂」∫〉＝0だから，これらを（」＝

0，1，＿，m－1）にっいて考えると，その係数行列式＝Pγ（∫）≠0によって，ん＝0

をえる．したがって，A（∫），11｝（∫）らが0（」）不変式になる．

　§4．

もっと興味のあるのは，PGL不変式である．

W（∫1，∫2，＿，∫m，γ）をyについてのm次方程式のようなものとみなす．そこで，

首項の次の項を消すこと（一般の平方完成）の類似をしてみよう．方程式の場合には

y＋αであったが，ここでは，関数倍を考える．yにρZをいれてみよう．

w（∫、，∫2，．．．，∫…ρ・）＝ρm＋1ルγ（∫、／ρ，＿，∫m／ρ，・）

であり，ここでのWの首項を計算する．

　　　　　　　　ル｝7（∫1／ρ，・◆◆，∫m／ρ）ニW（∫1，∫2，…　　，∫m）／ρm．

したがって，Q5Fの代数的閉包からw（∫1，∫2，＿，∫m）のm乗根をとり，これをρ

とおく．

W∫1／ρ，＿，∫m／ρ，z）の係数を．80，Bl，．．．，Bmとおく．すると，Bo＝1であり，そ

の微分であるB1は0になる．

B2，＿，B冊をPGL不変式という．

さて，

命題B2，．．．，・θ肌はρ5、Fの元になる．

証明1の原始m乗根をζとするとき，G訓＠5F（ρ）／（25F）はm次巡回群でその

生成元σはρをζρに移す．さて，σB2＝B2などをみればよい．

σ（凸＋B、4仇一2・＋…＋B仇・）＝・w（∫、／ρ，＿，∫m／ρ，・）＝
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w（∫1／（ζρ），＿，∫m／（ζρ），z）＝w（∫1／ρ，…，∫仇！ρ，ζ勾！ζ＝

　　　　　　d㌧＋B24m－2z＋…＋万m2．

　っぎのことは明白である．

命題∫1，∫2，．．．，∫mと窟x，＿，ρmがあたえられたとき

B2，．．．，Bmが等しければ，（25Fの元ωおよび，GL。（丘）の元Aがあり，ノニωAg

とかける．

最も簡単な場合を考えよう．すなわち，m＝2とする．

B2（∫h∫2）を計算するのであるが，∫＝会とし

8（ノ）二浮B2（∫1，ノ2）を計算する．すなわち，

8（ノ）ニ82（1，ノ）である・

ψ＝w（1，ノ）二可であり，ρ＝v后とおく．さらに，

B（∫）＝微￥）＝叩！，∂∠）ニw（1，！，ξ）畿w（ρ，1，∫）／ρ1＝

　　　　　ρ　ρ　　　　　ρ　ρ　　　　　ρ　ρ

W（⑭！・多＝W（碍）／・多二W（が醐／μ∂3∫撒）2／2

8（ノ）一萌3∫議タ）2／2

命題了，夕が定数α，b，¢，己の1次分数式i鵠とかける必要十分条件は8（タ）＝8（g）

である．

∫が1変数zの関数であれば，通常のSchw訂tz微分の式ぷ．（∫）を用いて，B（∫）＝

5。（∫）（∂2）2＋8（2）

とかける．これから，S（克wartz微分の合成公式がでる．また，Schwartz微分5、（∫）＝0

なら，∫は定数α，b，C，dの一次分数式瓢であることがわかる．これらは，19世

紀にわかったことの書き換えである．そこで，2変数z，初のときにB（∫）を計算して

みよう．これがすでに面倒で計算機の助けを借りることになる．

2変数の8（ノ）の展開

（2∫：畝3・－3∫3（42・）2十2∫2∫：zz（42）4十6∫x∫累2Ψ（dz）34ω十
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　　　　　　6〃。w㈲2輌）2－6∫。∫ξ。㈹242・＋6〃麗（4・）2ぱ2昧

6〃，。（42）242ψ＋2∫，ん4・43ω＋2〃＿4・（4ω）3－10∫占却ω古＋

　　6〃w∂・鋤2ψ＋2∫。ん4ωd3・－6∫。んd2・42い6〃：諸・輌）2

一
3∫：。④バ2ん∫22z（♂・）3∂祖一12了《。∫斑㈲34初＋6ん∫。鋤㈲2幽）2

　　　　　－6ん∫多。㈲2d2惣一6∫《。∫2轡④2脚）2－12∫《紺（4・）2価）’＋

　　　　　　　6∫。∫＿4・（4ω）3＋6〃。。4・42・4ω一6〃珊4・42唖ω一

　　　12∫。。∫：w∂・幽）3＋2∫：∂ω43ω一3∫：（∂2切2＋2んん。w（4切4＋

2んノ、。42・働）2－6ん∫5Ψ（ば⑳）242時6んん。（鋤242ψ一3∫：。（4ψ）4）／

　　　　　　　　　　　　　　（4（∫：＠）2÷2ヌ，んd汕＋∫：（嫡2））

もちろんこんな計算をしても，無益なだけである．
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　§5．

さて憤Lelb立の微分の法員llによれば

　　　　　　　　　　　　　　♂n（之ψ）＿Σm＝P＋ロdち（19ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　ηじ！　　　　　P1¢！

である．そこで，森川先生に従い，無限級数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dmz
　　　　　　　　　　　　　　　　・≠）ニΣ鴛一・m！

を考えると，

　　　　　　　　　　　　　e¢ρ（z士w）＝ε劣ρ（z）土ロρ（ψ），

　　　　　　　　　　　　　εエρ（宕xψ）＝e噺之）×e¢カ（祖）

がでる．とくに

1＝eエρ（z×Vz）＝ezρ（勾×e苫ρ（1μ）

したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　¢灘P（1／z）＝1！e¢P（り

であり，右辺の計算から4脇（ψ）がもとめられることになる．

　　　　　　　　　　　　　一；（。）弓（1＋Σ一・纂…）－1＝

　　　　　　　；（Σに§（－1）・（Σm昧igii）・＝Σ3た。（こ1）8（熟・牛）二

　　　　÷（Σ㌫・凸）・＝Σ…，…，・。・・一．）克、占，，＠）洗・…（…）鳶・・

そこで，整数ジストκ＝仇，＿，克，1にたいして

　　　　　　　　　　　　K！＝夫1！＿んγ1，1κ＝（2！）洗2＿（ア！）先’

とおく．

，。表。）ニΣ鴫ξ（Σ，一・g・，，是，（硝
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一方1／zをzの関数として8回微分した導関数を（1μ）ωとすれば

　　　　　　　　　　　　　　（芸13－（・μ）〈司．

そこで，両辺を比較して

4づ＝Σ，＿，命．、。g。，m！艮隻1句血・・

さらに，2変数にっいても

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　唾蒜）二唾。）唾ψ）

　　　　　・㌫卿（・。。、。g－。g、，嘉蕊，κ㌫（虚）・（・ω）・）

などがごく機械的にできるわけである．ところで，一般に

　　　　　　認㎜∫＝Σ（＿（κ），　d，gκ）（coe∫∫垣eπ）（∫）（8）（d・）κ

とかけることは，自明なことであり，∫ニ｝の場合が分かれば自動的に係数がもとま

る．

こうして，合成関数の微分公式を，対称微分式に書いたものができる．

　　　　　　　　　・・∫＝Σ，＿，ぽ。g。，鵠）（4z）・・

2変数であれば，

dm∫＝・・一内・蒜Σ＿，一，、，⌒⌒、。，，。鑑，＠）w

これらの式から，偏微分係数相互の関係もただちに出る。

　§6．

これまで，見てきたように対称微分では，長さが確定できない添え字の順序集合が大

切である．そのようなものを計算機で扱うには，リストを用いる。リスト処理の言語

としてはLi8pまたはPrologがある．

一 20i一
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以下では　Prolog　の　Programの例を示す．

／棘一般的＊＊／

append（レ［］凡）．

append（［A　IL］灘〔A　lH］＋N）　：－　append（L＝H＋N）、

姐e曲e士（A，［ム｜幻）．

灘領beΣ（A，しW）：一痙e阻be驚（A，L）．

／＃forO（最小ぼ最大，K）杜！

まorO（1　＝〈　」，王）　：－　1＝《　J弁

forO（1　＝く　J，K）：－　1　＝《　J，XI　i8　1＋1，foτ0（工1　＝〈　」，K）．

／＊＊リストの重み＊＊ノ

weight（［］，1）．

weight（L，W）　：知　αeight（L，1，W）・

weight（［H］，SgW）　：－　W　i8　｝4＊S・

官eig為t（［翼lL］ヵs，w）　：一　§1　まg　s＋1，宴eigh七（Lヵsち曾1），w　ま8　H糟・s÷Wi・

甘幽1i8t（0，［0］）．

鷲縞1igt（N，L）　：－　N＞0，甘eight＿：Li8t（N，L，1）・

weig泣ユi8t（N“伍LT）：－Hま8　N〃T，N苦：塁H＊T．

weig泣ユiBも（欝，［A反8宅LT）：－Tl　i8　T＋1，王。∫◎（◎＝〈貰，A），

NI　i8　N－A＊Tヵ

M＞＝T1，M》0，

w⑧ight＿1i8t（N1，Li8t，T1）．

！柱使い方は　？一　甘ユi8七（5ヵL）．

などとするのでありこれから，重さ5のリストのが自然にできる．口／

／林二個リストによる整数の分割＊＊ノ

dユi就（N、L，H）：一

王。虻o（03〈Nの，3i8蓬一工，

甘＿1i8t（1，L），甘轍1i8t（」，H）．

d聯1i8t（N，工，L，」，M）　：－

forO（0＝く蔦，工），J　i8　H　－　X，

甘＿1ig彰（Σ，L），甘一ユis七（」，H）．
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！＊＊榊杜轄＊演算子宣言　　＊ぷ＊杜材＊杜！

：－　op（700，xf】【，i8d）．

－ 1i8df（1）：－1．

F　i8d　f（N）　：一　五皿b像文（N）ヵN1　まs　H蝋13FI　i8d　f（N1）．

F　i8　（－F1）＊N，aθ8eτta（（F‘i8d　f（N）　：一　！））．

ghift（［AlL］，0，tAIlL］，1）　：－　A＞0，Al　i8　A－1カL

8hift（［A1，A21L〕，1，［A11，A211L】，A11）　：－　A2＞0，All　i8　A1＋1，A21　i8　A2－1，！．

8滋iまt（tAIL〕，R，［AIL1〕ヵX）　：一　〕し＞1，R1　工白　R一董ヵ！，8hえft（L，頁1ヵL1，X）．

fac（0，1）：一！．

丘c（ち1）：－i．

fac（N，F）　：－　NI　i8　N－1，fac（N1，F1），F　i8　N＊F1，

u8erta（（fac（驚，F）：・・！））．

fac2（0，1）　：一　1．

fac2（1，1）：一㌧

まac2（NヵF）　：－　N1　ま8　N－2βまac2（N1，F1），董「　i8　欝＊F1，

a題erta（（fac2（N，F）：一！））．

／口＊　1／zの高階微分　軸＊1

1i§di（【03）：一！．

－ 11　i8d　i（〔1］）　：一　！．

一
戊　i8《ま　i（t◎，1］）　：一　！．

pi8di（L）：一琴pe砿（L吐0＋［OD，1，Pi8di（LO）．

HI　igd　i（［H］）　：ひnu血beτ（M），MI　i8d　f（N），　！．

蕊2　i8《ま　i（tH，1］）　：一　簸u垣ber〈H），套｛〔O　i8　H・昏1，HI　i8d　f（H◎），

H2i8H1柑0＊α0＋1）／2、！．

g汲（こALA）：一！．

8u皿（［AlL］，S）　：－　8u孤（L，S1），　s　i8　S1＋A．

Pエ8dエω：－Xe盈g品（L、旬，　Rl　i8　R－1，

8u姐（L，S）．

FΣ【o　i8d　f（S），

Fx　i8－ab8（Fxの，

aboli8h（甘ノ1），
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a88erta（甘（0）），

forO（O＝くR1，1），

8hift（L，1，Li，XO），

ifthene18e（工＝＝0，X＝Fx，X＝XO），

retract（甘（PO）），

Pi　i8d　i（Li），PP　i8　X＊Pi　＋　PO，

a88erta（冒（PP）），

fai1．

P　i8d　i（L）　：－　　retract（甘（P）），a日8erta（（P　i8d　i（L）　：一　！））．

声轄　合成轄＊／

1　i8d　der（［0］）　：一　！．

1i8d　der（［1］）：一！．

1i8d　der（［0，1］）：一！．

P　i8d　der（L）　：－　apPend（L＝LO＋［0］），P　i8d　der（LO），！．

1　i8d　der（［M］）　：－　nu皿ber（H），！．

H1」　i8d　der（［M，1］）　：－　MI　i8　（M＋1）　＊　（M＋2）／2，！．

P　i8d　der（L）　：－　1ength（L，R），　RI　i8　R－1，

aboli8h（甘／1），

a88erta（冒（0）），

forO（0＝くR1，1），

8hift（L，1，Li，X），

τetract（甘（PO）），

Pi　i8d　der（Li），PP　i8　X＊Pi　＋　PO，

a8日erta（鷺（PP）），

fai1．

P　i8d　der（L）　：－　retract（甘（P）），！，a88erta（（P　i8d　deヱ（L）　：一　！））．

／＊　合成の高階微分＊／

diff（N）　：一　甘，1i8t（N，L），P　i8d　der（L），

甘rite（P），甘rite（，＊，），Hrite（L），

n1，fai1．

1＊　逆の高階微分＊／

inv（N）　：一　冒一li8t（N，L），　P　i8d　i（L），write（P），甘rite（，＊，），甘rite（L），n1，fai1．

1＊　商の高階微分訂
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，f！g，（N）　：“forO（0　＝く　N，M）夕MI　i8　N－｝｛，

冒＿1i鯵t（H，1冶），

　Pl　i8d　i（L），comb＿a（N，H，P2），p　i8　P1＊P2，

冒τまち硲（P），wxi宅e（，＊3），甘τit6（（［H幻＊乙）），江ユ，

fai1．

3まプ9，（N）．

d＿diまf（N）　：－　d＿1i8t（N，L1，L2），

鷲eight（uヵ取），びeまght（L2，W2），

Pl　i8dder（L1），　P2　i8dder（L2），

c。瓜b－a（N，阻，Q1），KiBP1＊P2＊Q1，

驚工ite（K　＊　L1　＊　Σ、2），n1，

fai1．

d＿ξ至ままま（w）．

comb＿a（N，0，1）　：一　，．

combひa〈N，1，N）　：一　！．

comb＿a（N，P，q）　：－　Pl　i8　P－1，Nl　i8　N－1，1，comb＿a（N1，P1，q1），

Q　i8　N／P＊q1，a88erta（　（co皿b＿a（N，P，Q）：一　1）　）．

　§7、

ここではなにかと役たっ（例えば試験問題にだすとき）出力結果をならべておく．こ

こでの係数は，前の節で求めた公式を使うと簡単であるが，ここでは帰納的にすべて

を計算している．

2変数のd3∫の展開始めの数は係数，次の∬は（∂zソに対応

して，次の」は（ゴψプの」である．たとえば11，項1パまd蜴2ば祖などと読む．

　　　　　　　　　　1＊何＊｛3レ←1＊｛0｝＊｛0ヌ0，η十3．◎＊｛◎1＊｛1，11÷

　　　　　　　　　　　　3＊【11＊｛21十3＊国＊【0，1｝十3．0＊【21＊国十

　　　　　　　　　3．◎＊1◎，11＊｛11十LO＊｛31＊101－←L（｝＊1◎，0，11＊｛◎1十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．0＊【1，11＊【Ol

2変数の44ノの展開

i＊10｝＊【41－十3．0＊【Ol＊｛0，21一ト1＊101＊｛0，0，0，11十

4．0＊｛Ol＊11，◎，11十6。0＊｛0｝＊｛2，11一ト・4＊｛11＊【31十
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　　　　　　　　　4＊【1】＊【0，0，1】十12．0＊【11＊｛1，11十6．0＊121＊【21十

　　　　　　　　6．◎＊121＊｛◎，11一ト6．◎＊【［），11＊【21－←6・｛｝＊1｛｝，11＊｛0，1】一←

　　　　　　　　4．0＊13｜＊｛11十4．0＊10，0，1」＊｛11十12．0＊｛1，11＊｛11十

　　　　　　　　1．0＊【41＊【Ol十3．0＊｛0，2】＊【0】十LO＊【0，0，0，1】＊10】十

　　　　　　　　　　　　　4◎＊｛1，0，1国ol＋6．◎＊｛2，11＊｛ol

2変数のd5∫の展開

　　　　　　　　1＊101＊【5】十1＊【Oi＊【0，0，0，0，1】十10．0＊【Ol＊｛0，1，11十

　　　　　　15．O＊｛Ol＊｛1，21－十…～◆◎＊｛◎1＊｛1，◎，◎，11－←1◎・0＊｛Ol＊【2，0，11十

　　　　　　　　　10．◎＊｛◎1＊｛3，11－←5＊111＊｛41→－15．0＊｛1】＊｛◎，2t←

　　　　　　　5＊111＊｛0，0，0，11十20．0＊11】＊【1，0，11十30．0＊11】＊【2，1】十

　　　　　　　　10．0＊｛21＊｛31－←10頃0＊｛21＊【0，0，11→－30．0＊【21＊｛1，1｝十

　　　　　　1（L◎＊｛◎，11＊｛31十1◎．0＊｛0，1］＊｛◎，◎，11÷3（L◎＊1◎，11＊｛1，11十

　　　　　　　　10．0＊［3】＊121十10LO＊131＊｛0，11十1α0＊【0，0，11＊121十

　　　　　　10．0＊【0，0，11＊｛0，11十30．0＊［1，11＊｛21十30．0＊【1，11＊｛0，11十

　　　　　　　　5．e＊【4】＊【11十1｛5．0＊1（），2］＊01－〆5・O＊1ξ｝，　O，｛｝婁11＊｛11十

　　　　　　　　20．0＊｛1，0，1】＊【1】＋30．0＊【2，1】＊111＋1．0＊同＊10】＋

　　　　　　1．0＊【0，0，0，0，11＊【0】十10．0＊【0，1，11＊【0】十15．0＊11，2】＊101十

　　　　　　5．o＊【1，0，0，1ト何十拍．o＊【2＄o＄11＊桐十10．o＊【3，1同阜

漉（∫／9）の展開

　　　　　　　1＊｛51＊何一5＊｛41＊【1ト20．◎＊｛31＊｛21－1◎．o＊【31＊｛o，11

　　－60．0＊12｝＊｛31－iO．0＊｛21＊1◎，0，1】十60．◎＊｛21＊｛1，11十120．0＊11】＊｛4】十

　　　　　　　30．0＊エ11＊10，2】－5．0＊【1】＊10，0，0，ll十40．0＊11】＊11，0，1】

　　　　　　一一18◎．0＊｛11＊12，11－12◎－0＊101＊｛51－LO＊｛0｝＊｛◎，◎，0，0憤11『｛」

　　　　　　20．o＊｛◎1・lo，1，1仁日＆o＊｛q・｛1，21÷1立o＊何・11，◎，　o，11
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　1注意書き】

今回は，　斑翻（　で原稿を清書しましたが，案外面倒でしたので，一太郎でまず

通常のように気軽に文書を作り，それを自動的に醐CXの文書に直すためのプログ

ラムを作りました．このために，気安くB恥（の文書が作成できました．

前と後に空白で区切られた英数文字列は自動的に数式とみなす，という大胆？な思想

で作っています．自動変換した後は　斑已X　の文法に従い微調整するのです．す

なわち，日本語の数学文書にしか使えません．希望者には差しあげます．
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