
トーリック多様体の交叉コホモロジー

東北大理　小田忠雄

　トーリック多様体が与えられたとき，その交叉コホモロジーを，扇を使って組合せ論的に

記述すべく石田正典，朴恵淑両氏と共同研究中であり，本稿はその中間報告である．簡単の

ため，複素数体C上の有限型のトーリック多様体に話題を限定する．

　階数rの自由Z加群Nによって決る代数的トーラスを石：＝N⑧zC牢完（C）アとしたとき，

C上のトーリック多様体とは，C上の正規代数多様体Xであって，7痴が代数的に作用し，しか

も石自身を開軌道として含むものである．一般論（［26］参照）によれば，X＝7W　emb（△）と

組合せ論的に記述できる．ここに△は1Vに関する扇と呼ばれるものであり，1VR：＝1V⑧zR

内の有理強凸多面錐の有限集合であって，σ∈△ならσのすべての面も△に含まれ，また

σ，σ’∈△なら共通集合σ∩σ’はσおよびσ’の面であるようなものである．

　一般にこのようなXは特異点を持ち，Xが非特異であるか否かを△の言葉で記述できる．

例えば，△が単体的であることと，Xが高々商特異点しか持たないこととは同値である．一

方，代数多様体Xから自然に得られる複素解析空間オ：＝xanがコンパクトであることと

△が完備であること，すなわち△の台1△1：＝Uσ∈△σが」VRに一致することとが同値である．

Xが射影的であるか，あるいはアフィンであるか否かも△の言葉で記述することができる．

　解析空間κのコホモロジー群∬’（疋，C），疋（κ，C）は，Xが非特異，あるいは高々商特異点

のみを持つ場合はともかく，一般には良いコホモロジーとは限らない．その代りに，Goresky－

MacPhersonによって導入されDe∬gneによって大幅に改良された（middle　perversityに対
応する）交叉コホモロジー群（Goresky－MacPherson［15］，［17］，［16］，　Deligne［11］，　Beilinson－

Bernstei吐Deligne［1］，　Bolel　et　a1．［41，　Brylinski［6］，　Kirwan［24］等参照）

丑「’ （λ1，C）　および　　頂二（κ，C）

を考察するのが適当である．Xが高々商特異点しか持たない場合には通常のコホモロジー

群に一致する．

　我々の課題は次の通りである．

○頂’ （κ，C），刀7二（κ，C）を扇△を使って組合せ論的に記述する．
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●交叉コホモロジー群の基本的性質を，トーリック多様体の場合に初等的に証明する．

●特に，Xがアフィンまたは射影的トーリック多様体であるとき

／が奇数なら　　∫∬～（λ7，C）＝0

であることを初等的に証明する．現在既知の証明は，（i）特異点解消およびdecomposi－

tion　theoremを使うか，あるいは（ii）有限体上のWeil予想を使用する．Dene£Loeser

［12］，Fieseler［13］がその例である．（Joshua［22］，［23］も参照．）

●上記の課題が解決できれば，組合せ論への応用が期待できる．例えば，単体的凸多面

　体の面の個数に関するMcMullen［25］の“g一予想”の必要性を証明する際にStanley

　［33］が使用した射影的トーリック多様体での強Lefschetz定理が初等的に証明できる

　ことになる（［27］，［28］参照）．もっとも，この点に関しては，最近Kalaiが，より一般

　の球面の三角形分割の場合に代数幾何を使用しない証明を与えた由である．しかし，

　Stanley［34］によれば，単体的とは限らない凸多面体の頂点がすべて有理点であると

　き，それに対応して自然に得られる射影的トーリック多様体の交叉コホモロジー群の

　次元が，その凸多面体の“ん一vector，’の定義としてふさわしいようであり，この方面で

　の代数幾何学的視点の重要性が失われた訳ではない．尚，McMullenの予想の十分性

　はBillera－Lee［2］，［3］によって別途示されたが，代数幾何とは無関係のようである．

●青本一Gelfand超幾何級数への応用も期待したい．

1　　対数的二重複体

　N竺Zγに関する有限扇△に対応するC上のトーリック多様体をX：＝7W　emb（△）とす

る．補集合D：ニX＼τ㌦はXのWeil因子であるがCartier因子とは限らない．1Vの双対Z

加群をM：＝Homz（凡Z）とし，双対双線形写像を〈，〉：MxIV→Zとする．Mは代数

的トーラスコ～の指標群である．各m∈ルrに対応する指標をグ：TN→C＊と書くこととし，

MのC上の群環をC［M］：＝㊤m∈MC‡mと同一視する．従って烏＝Spec（C［．MDである．

　各π∈1Vに対してC［M］のC上の微分δ．が5π（者m）：＝〈m，η〉グによって決まり，瓦のリー

環への同型

　　　　　　　　　　C⑧Z／V二→Lie（7）v），　　　　　　1⑧ηト→δπ

が得られ，更にOx同型Ox⑧z　N一二→θx（－log　D）が得られる．ただし，右辺はWeil因子

Dに沿って対数的零を持っ接ベクトルの層である．その双対Ω長（log　D）はDに沿って対数

的極を持つ1形式の層であり，Ox同型

Ox⑧zM一二Ωし（1・gD），　　1⑧m｛ゴ舌m／τm

を得る．外積を取れば，Ox同型Ox⑭z〈’」14∴Ω元（log　D）カζ成立する．右辺の外微分d

に対応する左辺の作用素は，p形式Z”3⑧m1〈…〈mクを（ρ十1）形式‡m⑧m〈m1〈…〈mp

に写す（｛26，Chap．3］参照）．
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命題12Wからトーリック多様体Xへの開埋め込み写像を」とし，対応する解析空間の開埋

め込みを戸㌧（烏）醐→x頭とすれば，

　　　　　　　　　　Rゴこnc（TN）一一（卿・gD））an（擬同型）

であり，更に

　　　　　　　　∬’（（窩）組，C）＝H“（X，ΩX（log　1）））＝CΦz〈M

も成立する．ただし，H◇ （X，ΩX（log　Z）））はOx加群の複体の超コホモロジー群である，

　上記の擬同型は，非特異X上の正規交叉を持つ因子Dに関するDeligne［8，1，§3，§6］の結

果のトーリック多様体への一般化である．Xがアフィンの場合に帰着して証明する．この擬

同型により，命題後半の最左辺と真中の超コホモロジーとの同型がまず得られる．この超コ

ホモロジ～は代数的に定義されたものであるから，職が代数的に作用する．従って，各指標

m∈Mに対する固有空間の直和に分解する．m≠0に対する成分が0であること，および

m＝0に対する成分がC⑭Z〈∵Mであることが比較的容易に判る（後述の定理6および定

理7の証明参照）．最左辺と最右辺との同型は既知の結果∬’（（鞠）ユn，Z）＝八Mからも半‖る．

　次に，命題1をX＝職emb（△）の各W軌道に適用する．　Xの万軌道の集合と△とが1

対1に対応することが知られている．σ∈△に対応する職軌道は

・・b（・）＝Sp・c（C［M∩σ⊥］）＝窩1Z（N。。）

である．軌道鍵b（σ）のXにお1ナる閉包をV（σ）とすると，2V／Z（Nひσ）に関する適当な扇

に対応したトーリック多様体となることも知られている．D（σ）：＝γ（σ）＼orb（σ）はγ（σ）

の上のWei1因子である．特に，｛0｝∈△に対しては，　orb（｛0｝）＝隅，　D（｛0｝）＝Dおよび

γ（｛δ｝）黛xである．

　各0≦g≦rに対して△（q）：灘｛σ∈△ldimσ＝g｝とする．整数ρ，gに対し

　　　　　　£良q・＝㊤Ω㍍：）（1・gD（・））＝㊤o・（の㊧・バq（ぬσ⊥）

　　　　　　　　　σξ△〈奪）　　　　　　　　　　　　　　　　σ∈△（仔）

とし，dl：乙㍗→C穿1’qを各σ蔓△（g）に対する外微分の直和とする．一方，φ1：乙㍗一・畷q＋1

は次のように定義する．σ∈△（の，ア∈△（窪÷1）に対して，娠の（σ，ア）成分は，まずσがアの

面でないとき◎とする．もしσが7の面であれば，ある原始元n∈Nが2V∩Rσを法として

唯一っ決り，ア十（一σ）＝R≧on十Rσと表せる．ここでRσ＝σ十（一σ）は，」VRにおいてσを

含む最小のR部分空間である．M∩ア⊥はM∩σ⊥のcorank　1の部分Z加群となる．この

とき娠の（σ，ア）成分は，制限写像σγ〈⇒→σγ〈ア）と箕による内部積とのテンソル積である．

すなわち，£叉のσ成分の

㌍⑧殉∧m、∧…恒〔，　m∈M∩σ⊥，m、∈M∩σ⊥ヲm、，＿乃．パ品・⊥

の形をした元は，もしmlZM∩ア⊥なら0に写り，さもなければ，

がπ㊦〈殉，n＞m2∧…∧吟＿9
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に写る．411は実はPoixlcar6の留数写像である．

　dl◎dl＝◎であることは自明であり，dll　o　dl1＝◎は石田［20，　Le㎜a　1．4，　Prop．1．6］にょ

り示された．dl　o晦十砺O碕＝Oであることが定義から容易1こ判るので，　Ox加群の二重複

体cyを得る．これをトーリック多様体Xの対数的二重複体と呼ぶことにする．それに付

随するOx加群の（一重）対数的複体をCンと書くことにする．

　命題1を，各σ∈△に対する埋め込み写像ゴσ：orb（σ）→Xに適用すれば次の結果を得る．

系2¢を固定したとき，

　　　　　　　　　　　　囲a㌧ΦR（ゴ。）：nc．，ぴ。）［一σ］．

　　　　　　　　　　　　　　　　σξ△（q）

　簡単のため｝前述のようにκ：＝x孤と書くことにする．

定理3扇△が単体的であれば，擬同型Cκ＝（ら）品が成立する，

証明　Xがアフィンの場合に証明すれば十分であり，直接証明も比較的容易であるが，次の

ようにして一般のXでも証明できる．

　X上のZaぎiski微分形式のOx複体Ωンを便用する．　Xの非特異部分の開埋め込みをわ

σ→Xとすれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ωン：＝」奉Ω∪

である．DaniovのPoincarξle㎜a［7］（石田［21，　Prop．2．1］も参照）によれば，聴の扇△

に対し

　　　　　　　　　　　　　　Cκ灘（ΩX）舗　　（擬同型）

である．一方，△が単体的扇であるとき，各ρに対して

　　　　　　　　　　　　　　Ω裂＝£誓“　（擬同型）

が成立する（［26，Thm　3．6］参照）．

　単体的とは限らない～般の場合，次のような驚くぺきことが成立する．

定理4（石田）単体的とは限らない任意の扇△に対して，（£云）翻｛2ア］はVロdieΣの意味での

大域的に正規化された双対化C卍複体Z）をと擬同型である，

注　代数的かっ連接なOx加群を成分とする複体によって表現できることが我々にとって

重要である．類似の結果として，£冥何が大域的に正規化された双対化Ox複体に擬同型で

あることも石田［20妻Thm．3．3］および｛21，丁地L　5．41によって証明された．
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2　　扇に関する石田のコホモロジー

　△をノV竺Zアの扇としたとき，前節と同様に各0≦4≦アに対して△（の：＝｛σ∈△　i

dimσ＝g｝とする．整数0≦ρ≦’rに対し，石田のZ複体0’（△，AP）を次のように定義する．

び（△，Aつ：＝㊥パ〔♀（Mひσ⊥），　　　o≦9≦ρ．

　　　　　　σ∈△（q）

コバウンダリー写像

δ・o・（△，A・）＃㊥〈P□q（M∩σ⊥）－c・・1（△，A・）＝㊤バー璽一1（M∩・⊥）

　　　　　　　σ∈△（q）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア∈△（q十1）

の（σ，ア）成分は，σがプの苗iでないとき0，またもし面であれば，ある原始元抱∈】Vが2V∩Rσを

法として唯一つ決りγ＋（一σ）＝R≧oη＋Rσと表せる．（σ，ア）成分はこのηによる内部積であ

る．すなわち，m1∈M∩σ⊥およびm2，＿，mρ＿q∈M∩ア⊥であるようなm1〈m2〈…〈mρ＿勾

を｛m1，⇒m2∧・一〈mp＿♂こ写す．50δ＝0であることが容易に判り（｛20，1＞◎p．　L　6］参照），

C’ （△，Aρ）はZ複体となる．そのコホモロジー群を∬’（△，Aρ）と書き，石田のコホモロジー

群と呼ぶことにする．

注定義から明らかなように，0≦g≦p以外では五¢（⇒Aρ）＝0である．石田12酩ある

いはC’ （△；ρ）とする［26，§3．2］との表記法の違iいに注意されたい．

　［27］にあるように，扇とは限らない単体的凸多面錐分割∬および各1次元錐のmarking

にっいてもき類似のR複体C万 （n，9ρ）が定義できる．しかしながら，扇の場合のように格子

Nが与えられていない場合，非単体的凸多面錐分割nに対しては，たとえmarkingを与えて

もコバウンダリー写像がうまく定義できないことに注意が肝要である、上記では，σ，アの形

状にかかわりなく，ぐ÷（一σ）＝R≧榔十Rσとなる原始元抱∈Nが潔∩Rσを法として唯一

っ決ることが決定的である．

石田のコホモロジーに関する次の結果を度々使用する．

命題5（126，Le㎜a　3．7］および127，　Proposition　3．5］参照）聯的姫多醗π唖全体の

なす扇rwおよびすべてのo≦P≦アに対し，次のことが成り立っ’ただしルfQ：＝．M⑧z　Q

である．

　　　　　　　　阻（rπ，Aρ）⑭・Q＝｛r（MQ∩π⊥）；；3

扇△に対応するトーリック多様体X：＝2ぷemb（△）の対数的Ox複体乙をの超コホモロ

ジー群をH’ （x，脳）と書く．

定理6完備とも単体的とも限らない任意の扇△，および各～に対しヌ次のような直和分解が

存在する．

　　　　　　　　　　　　H’（x，£｝∂＝　（iE）∬9（△，Aρ）⑧zc．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ十q＝ξ
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証明　超コホモロジー群H’（x，ら）は，アフィン開被覆μ：＝｛σσ1σ∈△｝に関するCech

二重複体

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（μ，蚕）

に付随した一重複体のコホモロジー群と一致することが知られている．

σ0，σ1．．．，σq∈△　に対して　　σσ。∩σσ1∩…∩σσ¢＝σσ。∩σ1∩＿σ9

も成立する．

　0’（〃，乙）（）には石が代数的に作用し，指標m∈Mに関する固有空間分解

　　δ’（μ，ら）＝e（ラ’（μ，乙を）m，　従って　　H“（X，£X）＝（DH∋（X，乙X）m

　　　　　　　　7π∈M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m∈M

を得る．各m∈Mに対して三重複体を

　　　　　　　　　δ二∵：＝（ラ’（〃，乙y）m　　　（糎，q：＝び（μ，壊q）m

と定義する．ただし～，ρ，gに関する微分は，それぞれ，　Cechコバウンダリーδのm成分δm，

および£元の微分から導かれるもののm成分（dl）m，（∂II）mである．

　m≠0のとき，任意の1，4に対し，（dl）mから導かれる列C無qが完全であることは，（dl）m

が外積m〈であることから明かである．従って，m≠0なら0よ∵に付随した一重複体0㌫

のコホモロジー群∬◆ （0の＝0となることが容易に判り，結局

　　　　　　　　　　　　　　H（X，£ン）＝H’（X，ら）o，

すなわちH’ （x，ら）は恥不変となる．

　一方，m＝0のとき，明かに（dI）oニ0であるから，C6”は，各pに対する二重複体σo’ρ’の

直和となる．

　さて，一般のトーリック多様体y上の可逆層のコホモロジー群はDemazure－Danilovの方

法により計算できる（例えば，［26，Thm．2．6］参照）．その特別な場合として，自明な可逆層

のコホモロジー群のW不変成分に関し

　　　　　　　　　　　　　　蜘・炉｛㍍；1

が成り立つ．£裂qは0γ（のの形の層の直和であるから，各ρに対し，二重複体Oo’ρ’に付随し

た一重複体のコホモロジー群は，丑o（X，段’）o＝0’（△，Aρ）⑧zCのコホモロジー群と一致

することになる．従って，求めるH’（X，£元）oは，丑q（△，AP）⑧zCの直和となる。

定理7完備とは限らない単体的扇△，および各／に対し，次が成立する，

　　　　　Hど（λ！，C）＝H’（κ，（C元）an）＝H∫（X，ら）＝Φ∬q（△，Aρ）⑧zC．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ十qニ］
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証明　Hodge－Atiyah［19］およびGrothendieck｛18］によるde　Rham複体の場合の証明を

真似て行う．

　定理3により，擬同型Cκ＝（壕）Mがある．従って，超コホモロジー1こ関する一般論によ

り，解析的にスペクトル列

　　　　　　　慨’q：芯∬q（卍，（乙隻）an）⇒HP＋q（κ，¢を）an）＝∬ρ＋9（卍，　C）

を得る．一方，代数的にもスペクトル列

　　　　　　　　　　　　Eぞ’9：＝∬禦（x，畷）⇒Hρ＋4（x，£ン）

を得る．

　自然な準同型H’（x，ら）→H°（卍）（£三）an）が同型であることを示すためには，Xがアフィ

ンであると仮定しても～般性を失わない．なぜなら，定理§の証明でも述べた通り，超コホ

モロジ～は，アフィン開被覆〃：＝｛び．iσ∈△｝に関するCech二重複体C‘（仏£）（）に付随

した一重複体，およびその解析的類似物，のコホモロジー群として計算できるからである．

‥ンでX＝びπ：＝Spec（C［M∩πvDの形をしてし・るとき，Danilov［7，　Le㎜a　12．3］

により

　　　　　　　　　　　　　蒙（忍c）＝c㊦z〈ρ（ぬ・⊥）．

一方，今の場合△＝rwであるから，命題5により，この式の右辺は∬o（△，Aρ）⑧zCと等し

く，またg≠0なら∬9（△，AP）⑧zC＝0である．従って，定理6により証明が完了する．

注完備かつ単体的な場合の代数幾何学的証明はD澱i1◎v［7］および［26，　Thm．3．11］にあ

る．

注　△を，単体的とは限らない任意の扇としたとき，Verdierの双対定理および石田の定理

4により，すべての整数1に対して

　　　　　　　　　　　Hξ（㍗（乙）a頁）＝HomC（∬2プ榊ξ（κ，　C），C）

である．ただし，右辺はコンパクトな台を持つコホモロジー群の双対Cベクトル空間であ

る．一方，定理6により，直和分解

　　　　　　　　　　　　II三（X，£）ζ）＝　（王）．憂9（△，AP）⑭z　C

　　　　　　　　　　　　　　　　　　茎）÷9＝ξ

が存在する．もし単体的とは限らないπに対し，△＝rπ従ってX＝〔㌦となるアフィンの場

合に，自然な直和分解

　　　　　　　　H◎mc（瑳『（〈びπ）ぴn，C），C）＝Φぽ（rπ，AP）⑧z　C

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ十《オ泣幽

の存在が示せれば，定理7が任意の扇，および各1に対して

　　H・mcぽ一’（κ，　C），C）＝H’（κμン）a“）＝HI（X，ら）＝Φ∬q（△，　Aり⑭z　C

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P十q＝1
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という形に一般化できることになる．

　定理7により，石田のコホモロジー群の計算が重要と判明したが，それに関しては命題5

以外に，次のことも判っている．まずpぱアの場合には，次の補題のおかげで単体性の仮定

が不要となる．

補題8（石田［20，Prop．2．3］および［26，　p．120，　Remark］参照）ρ＝rのとき，各gに対し

て，∬q（△，Aア）は，球面（1VR＼｛0｝）／R＞oの部分集合（1△1＼｛0｝）／R＞oの被約コホモロジー群

欝　三（（G△1＼｛｛｝｝）／R＞の，Z）と一致する。ただし，R＞。iま正の実数のなす乗法群である，

系9ρ＝rのとき，任意の完備な扇△およびすべてのq≠rに対し，∬4（△，Aり＝0が成り立

つ．

系10（石田［20，Prop．2．3］．［26，　Le㎜a　3．8］も参照）有醗凸多面』面全体のなす扇

をrπとすれば，ρ＝rに対し，g＝0かっπ＝｛0｝の場合以外には∬q（Fw，Aっ＝0である．

　一般の0≦p≦rの場合，単体的なら次のように基本的な結果を示すことができる．

定理11（消滅定理）　完備とは限らない単体的扇△の台1△1がr次元でありかっ凸多面錐で

あれば，

　　　　　　　　　　　　9≠ρなら　　∬留（△，AP）⑧zQ＝o，

が成立する，従って，卍：＝Xa“，　X：＝Wemb（△）｛こ対して

　　　　　　　　　∬・（κ，C）－／W2）⑧zC鴎．

尚，石田正典氏によれば，もう少し条件を緩めても上記の消滅定理が成立する．

系12（｛26，Thm　3」1］，［27，　Thm．4。1］参照）単体的かつ完備な扇△およびすぺての0≦

ρ≦アに対して，

　　　　　　　　　　　　9≠ρなら　　∬4（△，AP）⑧zQ瀧o

が成立する．従って，λi：＝♪（醐，X：＝Wemb（△）に対して

昨，c）一
｛1fξ！2（△，A取0）⑧zc；翼．

注　［27，The◎民m　4．3］の証明の類似を使うと，更に次のことも示せる．　wを単体的と1ま限ら

ないr次元有理強凸多面錐とする．πの自分自身以外の面全体のなす扇を△：＝r介＼｛π｝と

する．もしこの△が単体的であれば，

　　　　　　　　　　H9（△，Aρ畑zQづ，　　9≠ρ一1，P’
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3　交叉複体

　C上の一般のア次元正規代数多様体Xに対応する複素解析空間も前述の通りλ’：＝xan

と書くことにする．簡単のため，C卍上の交叉複体のみを考察する．基本的文献GOIesky－
MacPherson［15］，［ユ7］，［16］，　Deligne［11］，　Beilinson－Bernstein－Deligne［1］，　Borel　et　aL［4］，

Byylinski［6］，　Kirwan［24］等で慣習がまちまちであるが，ここではmiddle　perversityに対応

する交叉Cκ複体ZCをとして，そのコホモロジー層が

　　　　　　　　　　一2ア≦1≦0でなければ　　κ～（ZCを）＝0

を満たすものを選ぶことにする．従って，卍の交叉コホモロジー群は超コホモロジーにより

頂’ （κ，C）：＝H’（κ，ZCを［－2r〕）

と表せる．

　zero　perversityに対応する交叉複体はCκ〔2ア］と擬同型であり，一方top　perversityに対

応する交叉複体は，Verdierの意味での大域的に正規化された双対化Cκ複体Z）をに擬同型

であることが知られている．

　定理3により，次が判る．高々商特異点しか持たない多様体の混合Hodge構造が非特異な

場合と本質的に同じであるとするSteenbrink［35］の結果の特別な場合である．

系13扇△が単体的であれば，

　　　　　　C・［2・］－zcx＝の元一（倶）an［2・］一（£ン）an［2・］（擬同型）

が成立する，特に，∬’ （κ，C）＝∫H◆（κ，C）＝Homc（∬2アー’（形C），C）．

　非常に簡単な代数的連接Ox加群を成分とする複体でZC元を表現できることが我々にとっ

て重要である．

4　　孤立非商特異点の交叉コホモロジー

　単体的でない最も簡単な場合を考える．

　7rをNR竺Rγ内のア次元有理強凸多面錐であって，π自身は単体的ではないがπの自分

目身以外のすべての面は単体的であると仮定する．このときorb（π）は一点となり，びオ：＝

Spec（C［M∩πv］）の商特異点ではない孤立特異点である．

　πの微小な単体的細分となる扇△’をひとっ選び固定する．すなわち，

　（i）△’は単体的扇．

　（u）1△’1＝π．

　（Ui）π自身以外のπの面はすべて△’に属する．

　（iv）σ’∈△’がπの内部と交わればdim♂〉ア／2．
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Gelfand－Kapranov－Zelevinskij分割に関する結果の副産物（［29］参照）によれば，（i），（ii），（iii）

を満たし更に

　（v）△’の1次元面の全体△’（1）がπの1次元面の全体F」1）と一致．（すなわち，πの内部と

交わるσ’∈△’はdimσ’＞1．）

を満たす細分△’が必ず存在し，しかも（少なくとも準射影的なものに限定すれば）相異なる

ものは有限回の且opの合成で互いに移りうることが判っている．それらの内で，（iv）を満た

すものが存在するか否か，および存在するときのそれらの間の関係，については今のところ

不明である．

　（i），（i），（iii），（iv）を満たす細分△’に対応する同変正則写像

ψ：X’・＝恥・mb（△’）一→σπ

は微小な双有理写像である（Goresky－MacPherson［17，§6．2］参照）．すなわち，点orb（π）上

のψのファイバーは
　　　　　　　　　　　　　　　占m・・－1（・・b（・））〈；

を満たし，一方び．＼｛orb（π）｝上ではψは同型である．

　Xに対応する複素解析空間をκ’：＝（X’）anとすれば，△’が単体的であることから，定理3

により擬同型
　　　　　　　　　　　　　Zら’－C・・［2・］一（ら・）an［2・］

を得る．

　ψが微小であることから，Beilinson－Bernstein－Deligne－Gabberのdecomposition　theorem

（［1］，［16］，［17］，［24］等参照）によって，擬同型

　　　Z輪・－Rψ：nz6晃’－Rρ：nc澗一Rψ：n（ら’）an［2・］一（Rμを’）an｛2d

を得る．最後の等式は，超順像R（ρ．と順像Rψ．に関するスペクトル列，および固有写像ψに

関するGAGAの定理から判る．特に，∫∬’ （（σπ）an，　C）＝∬傷（κ～C）である．

　DeligneによるZC（〃．）。。の特徴付けにより次の（1），（2），（3），（4）が成立する．

（1）（R！ρ．乙元，）anは擬同型を除き，微小な単体的細分△’の選び方によらない．

（2）（σπ＼｛orb（π）｝）an上では（R《ρ．£三，）anはC〃と擬同型である．ψがσπ＼orb（π）上同型で

　　　あるからこれは明らかである．

（3）（R（ρ．∠X，）anは自己双対，すなわちRπom～〕（u，）。。（（Rψ．£ン，）an［2r］，の1σ．）。。）と擬同型であ

　　　る．これは，固有写像（ρに対するVerdierの双対定理から別途証明できる。石田［21，

　　Prop．2．5］は，この事実のもっと直接的な証明と見なすことができる．

（4）（Rψ．£ン，）anのコホモロジー層

　　　輪nc・’一蹴n（ら’）an一冗～（（Rψ．£ン’）an）一（R∫・．£を’）an一冗～（（輪’）an）
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の台に関して
　　　　　　　　／・・なら　d輌m…PP（R～硲£ン，）an＜・一ま

が成立する．特に，ξ≧デならRξ砕乙云＝0である．

　上記の（4）中の最後の同型は，次の補題による．

補題14（石田［21，Coτ．3．3］）扇△’が扇△の細分であるとする．σ’∈△’に対応するX’の軌

道の閉包をV’（σりとすればヌ♂を含む最小のσ∈△に対してチ擬同型

　　　　　　　　　　　　　　　　助．0γ’（。’）＝0γ（り

が成立する．

我々の今の場合，△＝r晋であり，従って，

　　　　　　　　　　・一｛：1；㌶㌫墓㍑1時

（4’）　　ま二言己の（4）　は

　　　　　　　　　　　P≧・／2なら　登ρ（△㌧AP）⑭zc＝o

と同値である．実際，スペクトル列

　　　　　　　　　　ぱ・1：＝∬k（（〃。）却，R～げcκ’）・⇒∬k＋～（κ’，c）

｛こおいて，ザcκ’＝鴛゜（（留。蚕，）翻）＝c鞠・・である瀬定1こより〆＝摺であるから，

再びD斑・v［7，L・㎜・12．3］1・より，b◎ならE；・°＝懐（σ。）・・，C（。．）一）＝◎となる．

一
方1＞0なら，Rf（ρ．CX，は［1π＼orb（π）上で0となり，従ってsupp（RIρ．乙を，）は一点集合

｛orb（w）｝に含まれることになり，丘＞0，」＞0ならEξ’1＝0．よって，1△’1＝πを満たす△’

に定理11を適用すれば，

　　　時L♂（（蛭げC離団夙C）一｛rξタ2ぽ2）⑧zC驚．

注　（4’）は，既知である次の結果とも同値である．

　　　　　　醐ぽ・c）一｛『1（（ぴπ＼｛◎エb（w）｝）ぴn，C）　㌫

　従って，πの微小な単体的細分△’の存在，（1）および（4’）を別途証明できれば，decomposition

癒eo総mを使用せずに（汀τ）組の交叉複体が記述でき，交叉コホモロジー群が

　　　　　　　蜘）一，C）一｛r↓／2（△’，A～／2）⑧zC㍑㌫～「

と記述できることになる．
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