
カスプ特異点の双対性

東北大学理学部　石田正典　（Masanori　Ishida）

1　T複体

　まずトーリック多様体の理論で出てくる完備扇の拡張であるT複体について説明

する。［Od］にある「石田の複体」とは関係なく単体的複体に近いものです。

　rを正の整数としN：＝Z「とする。実空間1VR：＝」V⑧Rの部分集合5が任意

の正の実数cに対してc5＝5となるとき5を錐体という。錐体σが非特異錐体で

あるとはNのある基底｛¢1，…，¢，｝と0≦d≦rがあってσ＝Ro¢1十…＋Ro勾

となることとする。ここでRoは負でない実数全体である。集合｛¢1，…，¢d｝はσ

に対して一意的に定まるので、これをgenσと書くことにする。2っの非特異錐体

σ，τがgenア⊂genσを満たすときτはσの面であると云いアーくσと書く。

　MをNの双対加群Hom（」V，Z）とし、MR：＝M⑧Rとすると自然な完全双線

形写像〈，〉：．MR×1VR－→Rが得られる。1VRの非特異錐体σに対して双対錐体

σvが

　　　　　　　　　　σv・＝｛・∈MR；〈・，・〉≧0，∀・∈σ｝

で定義される。

　さて先を任意標数の体とする。単位元を持っ可換半群M∩σvから作られた半

群環何M∩σVlはた上有限生成の正規環であり商体は群環ん［ルflのそれと等しい。

アフィンスキームSpecん［M∩σv］をσ（σ）と置く。

　」VRの錐体の空でない集合△が非特異扇であるとは条件

　（1）σ∈△かっアくσならばτ∈△である。

　（2）σ，ア∈△に対しσ∩τはσとアの両方の面である。

を満たすこととする。1っの非特異錐体πに対し、その面全体の集合∬（π）は非特

異扇である。
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　Gmをんの乗法群とし、代数的トFラス2W：涙Gm⑧」Vを考える。窩をトー

ラスとするトーリック多様体とはゐ上定義された代数的正規スキームで職を開部

分スキームとして含み、しかもWのそれ自身への作用が全｛本に正則に延びている

ものとする。ただし、’準コンパクト性は仮定せず局所有限生成でよいことにする。

W＝Spec　qM］であることに注意すればアフィンスキームσ（σ）はトーリック多様

体であることがわかる。また、△を非特異扇とすると

x（△）：＝u〃（σ）

　　　　σ∈△

は特異点を持たないトーリック多様体となる。

　ρがNRの非特異錐体であるとき、2V詞：＝2V／（2V∩ぴ十（二ρ）））と置き、《↑胡R：＝

2Vレ］⑭Rとする。ρを含む非特異錐体σに対し、その1V｛ρIRへの像をσ［ρ1と書き、ま

たρが非特異扇△に含まれるとき、△のρでのリンクを△［ρ】：＝｛σ｛ρ】；σ∈△（ρメ）｝

と定義する。ここで△（ρく）：＝｛σ∈△；ρくσ｝である。△［ρ】はデーdimρ次元空

間N｛司Rの非特異扇となる。これから作られるトーリック多様体はX（△）のある

アー（狙nρ次元のW軌道の閉包γ（ρ）と自然に同型である。｛Od，　CoL　L71参照）

　次の事実がトーリック多様体の理論の基本定理である。

定理1ユ　1対1対応

｛非特異扇△｝←→｛非特異トーリック多様体X（△）｝

が存在する。

　　さら1こ、トーリック多様体の様々な性質が非特異扇｛こより記述出来る。例えば、

X（△）が準コンパクトとなる必要十分条件は△が有限集合となることである。また、

X（△）が完備代数多様体となるのは△が有限かっ1△1：＝Uσ∈△σ品ハrRとなること

である。このような扇を非特異完備扇という。

　複素領域に離散群が自由に作用していて、その商空問がコンパクト複素多様体と

なることはよくあるが、非特異扇を領域のように考え、次のような非特異完備扇の

類似物を考えることが出来る。

　凸とは限らない開錐体C⊂2VRとNRの扇△及び群r⊂Aut（N）＝GL（ア，　Z）

の組（c，△，T）で条件

　（1）△は0で局所有限で1△1エOU｛0｝．

　（2）rは0に自由に作用しムへの作用を引き起こす。
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　（3）（△＼｛0｝）／rは有限。

を満たすとする。このとき△：＝（△＼｛0｝）／rがそれである。ここで△には扇の要

にあたる0：＝｛0｝が含まれていないことに注意して欲しい。

　このような対象を多様体の定義と同じように局所的な扇の貼り合わせとして定義

し直したのが次に述べるT複体である［11】。

　階数有限の自由加群N（α）と実空間N（α）Rの中の非特異錐体c（α）の組α＝

（N（α）＄c（⇒）を非特異自由錐体と呼び、そのカテゴリーをεM・とする。ここで自由

錐体の射u：α→βとは自由加群の同型UZ：N（α）→N（β）でUR：＝UZ⑧1R：

2v（⇒R→N（β）RによりUR（c（α））がc（β）の面となるものからなるとする。

　カテゴリーC貼の有限部分カテゴリーを錐体グラフと呼ぷことにする。錐体グ

ラブΣの射全体をmoτΣと書く。これは定義により有限集合である。

　例1．2ΦをNR，の非特異扇としΣをその有限部分集合とする。Σの各元αに

対しN（α）：＝ハrか？c（α）：＝αと定めu：α→βはα，β∈ΦかっUZ＝1Nのとき

に限りぴξm碇Σと定義すればΣは錐体グラフとなる。

　Σ〕を錐体グラッとする。Σの元ρに対し、Σ（ρく）でβ∈Σと射U：ρ→βの組

β’＝（β，u）からなる錐体グラフを表す。ここでN（β’）：＝ノV（β），c（β’）：＝c（β）と定め

るものとする。また同様にΣでのρへめ射全体から作られる錐体グラフをΣ（くρ）

と書く。

　錐体グラフΣのρ∈ΣでのリンクΣ同は次のように定義される。各β’＝（β，の∈

Σ（ρべ）に対しβ’｛ρ】をN（β’［ρD：＝」V（β）［UR（C（ρ））］及びC（β’｛ρD：C　C（β）［UR（C（ρ））］と

し、Σ【司：＝｛β’｛ρ1；β’∈Σ（ρ・く）｝と置く。これにm碇Σ【司を自然に定義すれば

£（ρく）とカテゴジーとして同値でΣ（ρ一く）の各元とは、それぞれ占mρ次元低い自由

錐体の錐体グラフΣ【ρ］が得られる。

定義1．3錐体グラフΣが次の条件を満たすときT複体と呼ぶ。

（1）Σは空でなく連結である。

（2）各ρ∈Σに対してΣ（一くρ）はF（ρ）＼｛0｝と錐体グラフとして同型であるρ

（3）各ρ∈Σに対してΣ回はN［ρ］Rのある完金扇と同型である。

　先に挙げた△叉（△＼｛0｝）／r’は、次のように考えれば丁複体であることがわかる。

　△をまず右辺のある完全代表系とし、α，βε△に対して射μ：α→βはuz∈r

であるときに限りμ∈mor△と定める。
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　すぺての丁複体がこのように非特異扇の商として書けるわけではない。例えば、

丁度多価関数V夕から複素平面の2重分岐被覆を作るように、ある2次元非特異完

全扇から0を除いたもののコど一を2っ用意して、その1つの1次元錐体のところ

で互い違いに張り合わせたものもT複体である。

　T複体の定義は一見抽象的に見えるが、実際には非特異錐体の生成元と写像を表
　　　　　　　　　へ
す行列の集まりを指定すれば良いので整数のデータのみで記述出来る対象である。

従って、後で述べるようにT複体の不変量の具体的な計算にコンピューターを用い

ることも司能である。

　ここで主に考えるのは土橋による一般次元のカスプ特異点の構成｛T］から得られ

るT複体である。このカスプ特異点とは、組（0，△，r）で先の条件に加えて、0が

凸でかっ閉包Cが2VRの直線を含まない場合に構成された正規孤立特異点である。

このような（0，△，r）から作られたT複体を双曲型T複体と呼ぶことにする。特異

点自体は（C，宮）のみによって定まるのでγ（C，r）と書く。△はその非特異化及びそ

の例外因子を表現している。例としてはヒルベルトモジュラーカスプ特異点などの

数論的なものやそうでないものもあるが、まだ見付かっていないものが沢山あると

思われる。

2　算術種数とゼータ零値

　まず、r次元非特異完備トーリック多様体のトッド種数について考える。

　△が非特異完全扇の場合、各1次元錐体7∈△（玉）に対しトーリック多様体

X：＝X（△）の既約因子γ（7）が定まる［Od，　CoLL7］。△（1）＝｛71，…，7、｝とし、

D、：＝γ6），‘＝1，…，5と置くとD：＃X＼兜v＝1）1U…UDぷである。

　exをXの接ベクトル束とすると、連接層の完全列

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　0→Ox⑧N→Ox→㊥0ρ、（Dξ）→0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

が存在する。ODξ（D↓）の金チャーン類が因子類【Dξ｝により1＋【Ddとなることから

Xのトッド種数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　1仁・xp（一四），

となる。ここで右辺は彩武的に展開した因子類のべき級数のア次斉次部分について

の交点数を表す。

　しかし、ヒルツェプルフ・り一マン・ロッホの定理によりXのトッド種数はそ

の算術種数に等しく、さらにXは有理多様体であることからこのトッド種数は1と

領牛（x）＝貞　囲
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なる。ここに現れる交点数は非特異扇△から計算出来る値なのでこれは非特異完

全扇にっいての等式と考えられる。この等式の直接証明については［12】を参照され

たい。

　r次元のT複体△にっいてもトッド種数と同様のものが定義出来る。話を簡単に

するため、基礎体は複素数体Cとし、△：＝（△＼｛0｝）／rとする。非特異扇△から

定義されるトーリック多様体X（△）を考えるとD：＝X（△）＼刀vは一般には無限個

の既約因子を持つ余次元1の部分多様体であるが、Dの通常位相でのある開近傍［1

を取れば、rがσに自由に作用しD：＝D／rがコンパクトとは限らない複素多様

体σ：＝σ／rコンパクト因子となる。完全扇の時と同様に△（1）＝｛勺1，・・㍉73｝と

置くと、各丁に対応するDの既約因子D輌があってD＝DIU…UD、と書ける。

そこで

　　　　　　　　　　　　　　　　、1－・xp（一［D・D．

と定義する。交点数が扇の局所的な配置から計算出来ることにより、この定義は一

般のT複体についても拡張出来る［12】。各交点数は当然整数であるが係数は一般に

有理数であるから、X。。（△）は有理数となる。これをT複体△の算術種数と呼ぶこ

とにする。

x．．（△）、一□　囲

　さて次にゼータ零値の定義を与える。

　組（0，△，r）が双曲型T複体△を与えるとする。開凸錐体0の特性関数φ：0→

R＋を
　　　　　　　　　　　　φ（・）・一ム・xp（一〈♂，・〉）d♂

と定義する。ここで、ぴ⊂MRは0の双対開錐体でルfRには格子点集合Mに関

する単位立方体の体積が1となるように測度が入っているとする。φ（¢）の持つ重要

な性質は、それがrの作用で不変なC°°級関数であってφ（cz）＝c－’φ（司，　c∈R＋

を満たすことである。カスプ特異点γ（0，r）のゼータ関数は尾形により

　　　　　　　　　　　　z（o，r；・）・＝Σφω3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ∈（Arnσ）／r

と定義され、これが全複素平面に有理型関数として解析接続されることが示された

［Og］。また、それが’5＝0で正則であることが示され、その値Z（0，　r；0）を積分で

表す公式も与えられた［Og］。

　これは数論的なカスプ特異点の場合にノルム関数を使って定義されたものの拡張

になっているが、0が等質錐体でない場合は定義に使われた特性関数と共にさほど

自然なものとは言えない。
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　しかし、その零での値Z（0）（△）：rZ（0，r；0）は次に述べるようにT複体△を

記述する整数データから計算出来る値である。

　自由錐体α＝（N（α），c（α））に対してd（α）：＝dim　c（α）及び¢（α）：＝nエ∈g．nα¢と

定義する。¢（α）はN（α）Qの対称べきsd（α）（N（α）Q）の元である。カテゴリーC肌

からQベクトル空間のカテゴリーへのファンクターDoを

D°（α）・＝｛∫／・（α）；∫∈sd（α）（N（α）Q）｝

で定義する。射U：α→βに対する1）0（U）：DO（α）→1）0（β）は同型UZ：N（α）＝

N（β）から得られる単射準同型とする。同じくファンクターQ～をすべてのαに対

しQ～（α）：＝Qかつすべてのuに対しQ～（u）が恒等写像と定義する。

　任意のαについてQ⊂Do（α）であることから目然なファンクターの準同型

6：Q～→DOが得られる。これをT複体△に制限したものをε△：QZ→1）2とす

る。こ．れから帰納極限の写像

Q＝ind　lim　Q；一→ind　lim　D2

が得られる。この写像は単射であること［11，Lem．3．1］が示されるのでind　lim　D2は

Qを含んでいると考える。

　各α∈△に対して

　　　　　　　　　ω（・）・一・（・）弓L蕊。exp（…）－1］如，

と置く。

　ind　lim　Dλでの（ω（α））α∈△の類をω（△）と書く。

　次の定理が［11］の主要な結果である。

　定理2．1ω（△）∈ind　Um　1）λはQに含まれ、この有理数はz（o）（o，　r）に等

しい。

　一般に任意のT複体△に対してもω（△）∈ind　limD2は有理数となりこれを

Z（0）（△）と書くことにする。Φを非特異完備扇とすると△：＝Φ＼｛0｝はT複体で

あるがZ（0）（△）＝－1となることも判る。

　位相多様体のオイラー数が凸多面体の面の数に関するオイラーの定理から生まれ

たとすれば、T複体の不変量X。。及びZ（0）は、それぞれ非特異完備扇についての
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等式Todd，＝1及びZ（0）＝－1から得られたオイラー数的な値と考えることが出

来る。

　以上でT複体△に対する算術種数とゼータ零値の定義及び公式を与えたが、こ

れらは△の具体的な例に対して計算可能である。

　まず算術種数の方は交点数を求めれば良いが、局所的な問題なので」VRの非特異

扇Φについて説明する。Φ（1）の元71，勺2に対応するX（Φ）の因子γ（71）とγ（72）

が交わるの1まw÷万∈Φのときに限る。また、各m∈Mlこ対して

Σ〈m，α．）γ（7）

7ξ◇（1）

は零に線形同値である。ここでα7はgenγ＝｛⇒｝なる元である。これを使えば

各交点数はすべて異なる既約因子の交点数の計算に還元される。これは相異なる

γ1，…，7，∈Φ（めにっいて、交点数γ（勺1）…γ（マ，）は的十…＋v，∈Φ（ア）のとき

1、それ以外は零であることから計算出来る。丁複体の場合は局所的に非特異扇に

置き換えることにより同様に計算出来る。．

　ゼータ零値の方はQベクトル空間のシステムD2を各ベクトル空間の基底を

取って写像を行列で表し、（ω（α））αε△を帰納極限の中で同値なものと取り代えながら

ゴ（α）の大きい順にαの要素を零にしていって、同値な（鬼）唾△で鬼＝O，（剛⇒＞1）

とできる。このとき、各7∈△（1）にっいて馬∈Qとなり、これらの和がゼ～タ零

値である。

　但し、奇数次元の場合は計算はもっと簡単で丁複体△のオイラー数を6（△）：ニ

Σ⊃1＝1（－1）‥堵△（‘）と定義するとX。。（△）＝－Z（0）（△）＝¢（△）／2となることが佐武及

び尾形により得られている。明らかなように、このオイラー数は偶数次元の場合は

常に零である。

　　2次元の場合はカスプ特異点の非特異化の例外因子は非特異有理曲線の輪となる。

既約因子は2っ以上あるとしてそれらの自己交点数をα葦，…，窪、とするとX。。（△）ニ

ー
Z（0）（△）＝ぽ；＝1α‘＋38）／12が成り立っ。

　今までの例にっいてはX。。（△）＝－Z（0）（△）という関係があるがrが4以上の偶

数の時は全く成り立たないようである。実際｛瑚に於いてある星形化可能な14面

体の面にっいての鏡映から生成される群により作られた丁複体について計算した結

果を紹介する。

　　これらは使っている0とrは同じものであるが格子点集合1Vを取り代えるこ

とにより29種類のカスプ特異点を得ている。詳しい説明は省略するが左の欄のe‘
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Nを拡大させる元 z（o） x。。

元の格子 1／12 1／6

eo 1／6 1／12

eo十e2 19／96 1／12

eo十e3 1／24 1／12

eo十e2十e3 一
5／96 7／12

e2 一
5／96

一
5／12

e2十e3 19／96 1／12

ε3 1／24 1／3

ε0．ε1 1／3 1／24

ε0十ε2，e1 19／48 1／24

eo十ε3，　e1 1／12 1／24

eo十e2十e3，e1 一
5／48 13／24

ε0＋e3，　e1＋e2 1／48 7／24

eo十ε2＋θ3，　e1十θ2 1／48 7／24

ε0．e2 7／48
一
5／24

εo十63，ε2 一
11／48 1／24

eo，　e2＋ε3 7／48 7／24

eo＋e3，e2十e3 13／48 1／24

eo，　e3 1／12 1／6

eo十θ2，　e3 1／48 5／12

e2．¢3 1／48
一
1／12

eo，ε1．e2 13／24
一
5／48

eo十ε3，e1，ε2 一
5／24 7／48

eo，e1，e2十e3 1／24 19／48

eo＋e3，e1，e2十ε3 7／24 7／48

eo，　e1，¢3 1／6 1／12

eo十ε2，e1，e3 1／24 1／3

eo，e2，　e3 1／24 1／12

表1：ある4次元の例にっいてのゼータ零値と算術種数
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は

　　εo＝：（1／2，0，0，0），e1篇＃（0，1／2，0，0），　e2＝＝（0，0，1／2，0），　e3＝：（0，0，0，1／2）

である。実はここでば△を余り大きくしないためにぞはCに不動点を持っものを

考えている。正確には欝を指数有限の適当な部分群で取り換え不変量もその指数倍

する必要がある。それでも△は数百から数千の錐体からなり計算にはパソコンを用

いた。（X68000だよ。）

　これらは作り方から丁複体を単体的複体と見たときの底空間は同位相である。従っ

てこれらの不変量は底空間のべッチ数等の不変量で記述出来るものでもないことが

判る。

　さて、γ（C，r）に対して、その双対カスプ特異点を次のように定義する。すで

にCの特性関数の定義の中に出てきたが、Cの双対錐体ひ⊂轟fRを

　　　　　　　　　9導：＝｛欝∈2ば1ζ；｛エ，の＞o，∀αξ…c＼｛o｝｝

と定義する。ぴは凸な開錐体でその閉包は直線を含まない。またrを転置した群

r＊：＝trがぴに自由に作用している［T］。組（ぴ，rりから定まるカスプ特異点

γ（0㍉P）がy（0，r）の双対カスプ特異点である。γ（ぴ，r申）の双対カスプ特異点は

元のγ（0，F）となる。

　定理2．2△及びムオをそれぞれ互い｛こ双対なカスヅ特異点を定φる丁複体とす

ると等式

　　　　　　　　　　　　x。。（△）：＝〈－1）7z（o）（△’）

及び

　　　　　　　　　　　　Z（0）（△）：＝（－1）γX。。（△’）

が成立する［15］。

　これは｛SO］にある予想（C3）が一般の（土橋）カスプ特異点について正しいこと

を示している。

　この定理は中村｛こよる2次元カスプ特異点の双対性についての結果但］の拡張

とも考えられる。実際、前に述べた非特異化での例外有理曲線の自己交点数の列を

α1，…，α．とすると、その双対カスプ特異点に対する列b1，…，b‘との間に

（α1一ト…　　十α3十33）＝一（b1→一…　　十あ，十3‡）
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という関係がある。これは等式

12）（。。（△）：＝12Z（0）（△’）

に外ならない。

　この定理2．2の証明には｛B］及び｛S2」の結果を用いた。（｛12】、［15】参照）

　結果論でいえばカスプ特異点γ（0，r）のゼータ関数は双対開錐体ぴで定義す

るべきであったとも言えるが、算術種数及びゼータ零値が0の分割から得られたT

複体から自然にに計算出来るオイラー数的な値であることからT複体の不変量とし

てはこのままの定義が良いことになる。従ってこの定理は、幾何学的対象としての

双曲型T複体の双対性を示すものと考えるのが適当と思われ．る。

3　T複体の交点理論

　ここではT複体のチャウ環を考えトーリック多様体の交点理論との関連で今後の

問題となりそうなことにっいて述べる。

　△をr次元のT複体とする。各0＜た≦rに対してZ友（△）を｛［α】；α∈△（ゐ）｝

を基底とするQベクトル空間とする。deg：z’（△）→Qをdeg（Σασ［σ】）：＝Σασ

と定義して．4「（△）：＝Z’（△）／ker　degと置く。また各0＜たくrに対して双線形写

像z㌣△）×z「－k（△）→Qを）（。。の計算のなかで行ったトーリック多様体での交点

数により定義する。そしてこれが完全になるように各z夫（△）を割って出来たQベ

クトル空間を泌（△）と書くことにする。・40（△）：＝Qと置きA寧（△）：＝㊥£＝o・挙（△）

とすると、4’（△）は自然に次数付き可換環となる。これをT複体△のチャウ環と呼

ぶことにする。

　A1（△）の元を因子類または単に因子と呼ぶが、因子類ξのアンプル性を、任意

のア∈△（r－1）に対し〈ξ，同＞＞0と定義する。

　2次元のT複体は必ずアンプルな因子類を持つが、3次元以上では射影トーリッ

ク多様体を定義する非特異完備扇の有限群による商か、または双曲型T複体の一部

に限り存在する様である。

　ξ∈、41（△）がアンプルとするとき、各んについてL（ξ）：、宇（△）→、歴＋1（△）をξ

をかける線形写像と定義する。このときレフシェッツ型の定理、つまり各0＜たくr／2

に対して

　　　　　　　　　　　　1i（ξ）γ一2友：ノ1島（△）→ノ1「一夫（△）
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が同型となることが予想される。これは非特異完備扇の場合はレフシェッッの定理

をトーリック多様体に適用することにより正しいことが判るが、扇を直接使った組

み合わせ論的な証明が期待されている。

　またrが偶数23のとき、宇（△）に自然にはいる2次形式の符号数は幾っかとい

う問題もある。卜㌣リック多様体の場合はホッジの指数定理により、対応する非特
　　　　　　　　へ
異完備扇をΦとすると符号数はぶ＝o（－2）’一酵Φ（ゐ）となることが知られている。

　これら1ま言い換えると丁複体についてグロタンディエックのスタンダード予想は

どうかということになる。

　ここで定義した丁複体は、底空間が位相多様体であるような単体的複体の各隣接

する単体同士にそれらの位置関係を与えたようなもので、有限な整数のデータで記

述出来るものである。それでも非特異代数多様体と似た扱いが出来るところに興味

が持たれる。
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