
非可換ゲージ対称性を持つ
　　　　2次元共形場理論

名大理　浪川　幸彦（Yukihiko　Na皿ikawa）

§0．序

　　　　場の理論と代数幾何学、特に2次元共形場理論とリーマン面のモジュラス理論と

の関連については、近年ほぼその構造が明らかになった。それについては以前報告したこ

ともあり［N2］、また本号でも清水勇二氏の報告がある筈なので、詳細はそちらに譲り、こ

こではその大要のみを記しておく。

　　　　学問の歴史において、全く場を異にした二つの大きな流れの間に、突如として太

い通路（channe1）が開け、深い相互関係が生じて、全体としてより大きな新しい流れの始

まることがある。これもその典型といえよう。2次元共形場理論は元来2次元統計力学の

相転移点に現われるものとして生まれた（［BPZ］）。一方リーマン面のモジュラス多様体の

幾何学についてはHumford，　Harrisらによって、同じ頃研究が始められた（［M2］，［HH］）。

　　　　これら元来は二つの別の流れを結び付けたのは弦模型理論である。Polyakovに始

まるボゾン弦模型理論がリーマン面のモジュラス理論と関連を持つことが示され（［BK］）、

次いで弦模型理論がモジュラス空間場のD一加群の理論として定式化されて（［FS］）、両者

を結ぶチャンネルが確立された。

　　　　これによれば、場の理論の基本方程式が、モジュラス空間上の可積分系として表

現される。この時作用する基本対称性によって対応するモジュラス空間が異なる：

　　　　　座標変換　　　　　Virasoro代数　　　　リーマン面のモジュラス空間

　　　　　可換ゲージ．変換　　Heisenberg代数　　　リーマン面上の直線束のモジュラス

　　　　　　　　　　　　　　（無限次元）　　　　　空間

　　　　　非可換ゲージ変換　アフィン・リー代数　リーマン面上の主束のモジュラス空

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　間。

　　　　場の理論としては通常、座標変換と（ある群を定めた）ゲージ変換とを併せたも

のを考える（［KZ］Wess－Zuninoモデル、あるいは脚ess・Zumino・Witten、　Wess－Zumi　no・
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Novikov－Wittenモデルと呼ばれる）。

　　　　理論としては物質場を基本粒子に当たる頂点作用素を用いて構成し、期待値関数

を求めることが中心になる。土屋昭博氏は、この頂点作用素を厳密に定義することで共形

場理論の数学的構成への道を麗き（［α］）、特に非可換ゲージ対称性の下でのそれ（可積分

表現に従う）を厳密に構戒してみせた（［刊￥］）。

　　　　本稿では上記［TKYコに完全に含まれていないゲージ理論、すなわちリーマン面上

の主束モジュラス理論を取り扱う。ただし本稿を纏める段階では、まだ本論文が未完成な

ため、　「定理」といっても証明の全てを書き下していないものがあることをお断りしてお

く。

§1．り一マン面上の枠付主束のモジュラス空題

（1．1）以下次のようなデータを逡んで固定する：

　　　　　　　＾　＾　　＾　　　　（。。）
X＝（R，Q，　t：OQ⇒0）　∈　M◎，】

　R：種数gのリーマン面、

　Q　＜　R　（簡単のため1点のみを考える）

　ハ　　　　　ベ　　　　　　　　ふ

　t：仇偽o＝c［［ζ刀：形式座標、

G：．C上の半単純（必要なときは単純）代数群

　≒　複素連結半単純リー群（必要なときは、単純、単連結）、

g：Gの複素リー代数。

（1．2）以下R上のG一主束のモジュラス理論を考えたいのであるが、正則な理論と代

数的な理論との同値性（GAGAの原理）を保証するのが次の定理である。

　　　　定璽｛［R2］告op．4．3）．り一マン面上の正則G一主束は（ジーマン面をC上の代数

曲線とみたときの）z欲1sM位相で局所自明である。

　　　　（実はGは連結かつ簡約可能でよい。）

これと標準的な議論から、正則束と代数的束との同値性が分かる。
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　定義（1．3）．PをR上のG一主束とする。

　i）Qでの形式的G一枠とは、G一同変な同型

　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　σ＾：　PQ　　　⇒　G×Spf（0）

　　　　　　　　　　　　↓　　　o　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　t＾：　Spf（（）9）　巳今　　 Spf（（））

をいう。

　ii）Qでのn次無限小G一枠とは、　G一同変な同型

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　σ（n》：P×Spec（OQ／mの　⇒　G×Spec（○／m）
　　　　　　　　　　　　　R

　　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　○　　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　t（n）：　　Spec（OQ／mQ）　⇒　　　Spec（0／m）

をいう。

　　　　明らかに、形式的枠を与えることは、無限小枠の射影的系を与えることと同値で

ある：

　　　　　　　　σ＾　＝　1im　9σ（n）。
　　　　　　　　　　　　　　←
　　　　　　　　　　　　　　n

（1．4）以下これら枠付主束の変形理論を考える。一般論から容易に次のことが分かる。

　　　　　　　　T　Def（主束）　　　　　　　　⇒　H1（R，　ad（P））
　　　　　　　　　P

　　　　　　　　T　　　　　Def（n次枠付主束）⇒　H1（R，　ad（P）（nQ）），
　　　　　　　　　（P，　σ（n｝）

ここでad（P）は、　Pに随伴した91一束　P×g。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G

（1．5）随伴東の自明化を考えるため、次の定義を準備する。

定義．　EをR上のリー代数g一束とする。

　　i）Qでの形式的g一枠とは、リー代数としての同型（tと両立）
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一 ベクトル束の変形としてとらえる。　（gを随伴表現によるG一束と考えてもよい。）し

かしその分記述が面倒になるので、ここでは以下その違いを無視することにする。

　　　　上で述べたことを要約すれば、Gが単純な場合は、変形に関する限り、主束の変

形とg卜束のそれとに違いは無く、大域的モジュラス空間としても有限的な違いが生じる

のみである。

　定義（1．11）．次のようなモジュラス関手を考える：

　　　　　　　フ）　　＝　少（G，R）；

　　　　　　　ア）（n）＝　了）（n｝（G，R，　Q，　t《n｝）

　　　　　　　フ）＾　＝　フ）＾（G，X）．

ア（川は自然に射影系をなし、ア＾．はその射影的極限と考えられる。

　　　変形理論から次の事実が導かれる。

　定璽（1．12）．無限小変形空間（モジュラス関手の接空間）は次のように表わされ

る：

　　i）　T　夕）　＝　H1（R，　ad（P））；

　　　　　　P

　　ii）　T　　　　　フ）〈n）　＝　H1（R，　ad（P）（－nQ））；
　　　　　　（P，　σ（n））

　　iii）　T　　　　　　ア＾　＝　（9㊦C［［ζ］］）／W，
　　　　　　（P，σ＾）

　　　　　　　W＝σ＾（HO（R，　ad（P）（＊Q）））

　　　　　　　　　（＝｛Qにのみ極を持ち得る有理型切断の、枠σ＾を用いたローラン

　　　　　　　　　　　展開｝）．

　　　証明．最初の二つの式は良く知られている。

　　　　iii）は、　Qを中心とする小円板DとR°＝R－｛O｝による被覆｛R°，D｝で

ii）のCechコホモロジーを計算すれば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HO（D°，　ad（P））
H1（R，　ad（P）（－nQ））＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　HO（D，　ad（P）（－nQ））＋HO（R°，　ad（P））

となることから分かる。ただしこうしたコホモロジーの計算で、Qでの切断の特異性を有

理型のものに限っても結果が同じになる←一種のGAGA）事実を用いる。
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　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

　　　　　　　　s＾：EQ　勢91⑧o

をいう。

　　i川Qでのn次無限小G一枠と｝ま、ジー代数としての同型くt（wと両立）

　　　　　　　　　　　　　　　べ
s｛n）　：EQ／mnEQ　三今　9⑭（（）／mn）

をいう。

ここでも明らかにSはS｛n｝の射影的極限である。

　壷題（1．6）．PをR上のG一束とする。　PのQでの形式的G一枠は、　Pの随伴東

ad（P）＝P×gのQでの形武的g一枠を導く。
　　　　　G

　　　　逆にGが連結なら、a武P）の形式的枠はGのそれを導く。

　　　　n次無限小枠についても同様である。

（1．7）我々は主束のかわりに9一束（およびその枠構造）を考える。この両者には多

少ずれがあるので、それを明確にしておかねばならない。このずれはg一束⇔Ad（G）一束

θG一束と2段階に表わされる。

　定璽（1．8）．gを単純とする。　g一束Eに対し、次の条件は同値である：

　　　　1）Eはg一束としてZa亘s已位相で局所自明である；

　　　　2）EはあるM（G）一束撫（G）＝G／Z（G））の随伴東である；

　　　　3）Eの構造群がAd（G）＝Aut（g）°に帰着できる。

特に条件3）から、これが位相的条件であることが分かり、従ってこれは変形によって保

たれる。

　壷題（1．9）．Gを単純と仮定する（Gの申心Zは有限群）。G’二妃｛G）と表わす。

G一束と、ぴ一束との関係は、次の完全列によって表わされる：

　　　　◎　→　｝11（R，Z）一》　｝1茎（R，　G）→　｝1｛（R，　G，）　→　H2（R，　Z）．

特にその違いは有限であり、変形によって不変である。

注童（1．10）．後者の差を復活させるためには、Gの忠実な表現を考えて、そのG
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（1．13）モジュラス空間の存在については、次の事実がある：

　蔓裏．i）口主束にも安定性の概念が存在し、安定な主束のモジュラス空閲｛非特異、

準射影的）が存在する；・

　　　　‖）∀Pに対し、ヨNs．t．∀n≧Nに対し、ア（n｝のモジュラス空間が（P，

σ《n》）の近傍で存在する；

　　　　ili）夕＾の精密モジュラス空間が存在する．ただし㌘＾は可算型の概型（有限型

概型の可算射影極限）になる（厳密に言うと、ア＾の代数性は、後に述べるグラスマン多

様体を用いて初めて証明される）。

　　　　短）G（0＾）は枠の変換として少＾に作用する。安定主束のモジュラス空闇鈴s

に制限すれば、ρ＾：？＾→？はG（0＾）一束になっている。　（G（◎＾）は可算型C一

群概型と考える。）

§2．普遍グラスマン多様体とKric畑ver写像

　　　　　　
（2．1）K＝C（（ζ））に次のよラな（減少）フィルター構造を入れる：

　　　　　　　　　　べ
　　　　　　　　FひK＝ζ夢C江ζ刀．
　　　　　　　　　　　　　　ベ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ベ　　　　　　　　　　　　　　べ

特に　FOK＝（）＃C［［ζ］］，FIK＝m（のの極大イデアル）。

　　　　より一般に、Vを有限次元C一ベクトル空聞とすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

VぱV⑭Kには
　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み

　　　　　　　　FPV＝V㊦FPK
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
により、フィルター構造が入る。KのVへの作用はフィルター構造を保つ：

　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

　　　　　　　　FPK×FPV一ウFPバV．
　　　　以下これらめ記号は断わり無しに用いる。

　　　　　　　　べ
鐙（2．2）．Vの部分空間Wが半無頗｛se懸iinfinite）であるとは、自然な写像

　　　　　　　　　　　　　ベ　　　　　　　　　　　　ノら　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　」：W→V→V／FOV
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のKerおよびCokerがC上有限次元にな〃ることをいう。

　　　　このとき　c（W）＝dim　Ker　j－dim　Coker　jをWの指数（index）という。幾

何ではEuler指標、物理ではchargeといわれることが多い。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　定義（2．3）（佐藤幹夫［SN］）．Vの半無限部分空聞全体に、自然にく無限次元）複

素多様体の構造が入り、これを普遍グラスマン多様体と呼ぶ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　べ
　　　　　　　　UGM　＝　｛W　ご　V；半無限部分空間｝；

　　　　　　　　UGMc＝　｛w　ξ　UGM；c（w）＝c｝．

　　　　UGMCは連結戒分になる。

　　　　普遍グラスマン多様体に対しては、有限次元の場合と平行した理論が展開され、

特にP拍ck書座標による無限次元射影空間への埋め込みがある。詳しくは［S鴫，［栖刊］を

参照。

　　　　また自然に可算型C一概型の構造が入る（柏原伍s刀。

（2．4）理論の鍵になるアイデアは　いわゆるKrichever写像により、先の枠付モジュ

ラス空聞をUGMに埋め込むことである。次の再構成定理がその根拠を与える。

　定理（2。5）．　〈1．12）の記号を用いる。

　　　　　　　　　　　　　（1－9）dim　g　　　　　＾

　　　　i）W　∈　UGM　　　　　（9◎K）．

　　　　（P，σ＾）ξ・？＾にWを対応させる写像rをKrichever写像と呼ぶ。これは

正則写像になる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぽ
　　　　ii）rの像は、　Wがフィルター付A一リー代数の意味でg⑧Kの部分代数になる

ものと一致する（Aは（1．1）参照）。

　　　　iiD　Wにより・（ad（P），　ad（σ＾））を再構成することができる。

　　　　したがって、　（Ad（P），σ＾）までは再構成できる。

証明．i）RについてのRiemann・Rochの定理により容易に示される。
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　　　　ii）この特徴付けの証明は、難’しくはないが、やや面倒であるので略す。

　　　　iii）Spec（A）＝R°に注意すれば、　A一加群Wに対応するR°上の層W一はR°

上のg一束になる（こζでgのパgidityが用いられる）。Qでのg一束の構造は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ
　　　　　　　　OQ（ad（P））＝　K（R）W∩F自（9⑭K）

により定まる。　（K｛R）はR上の有理型関数のなす代数関数体を表わす。）

　捷率（2．6）．先に（1．10）で述べたように、さらにGの忠実な表現をとってそ

の随伴ベクトル束に対するKrichever写像を考えることにより、　（P，σ＾）は完全に再

構成される。

　　　再構成定理の証明をさらに精密にすることにより、次の系が得られる。

重（2．7）．針i《由e聡r写像は閉埋め込みである。

注意（2．8）．グラスマン多様体の普遍族をKrichever写像の像に制限することによ

り、ア＾の接束の分解が得られる：

　　　　・→W→・タ．⑳9・パTアー・．

§3．可積分表現に伴うゲージ理論

　定義（3．1）．gを（有限次元）複素リー代数とするとき、　gに対応するアフィンリ

　　　ベ
ー代数gを次のように定義する：

　　　　9　 ＝　 9（き）C（（ζ））　（D　 Cc，

　　　　　［・⑭f・b㊧田＝［・・b］◎f・＋（（・・b）・Resζ＝O・df）・

　　　　　ただし、｛a，b）◇は、最大ルートθの長さを2に正規化したキリング彩式。

　定璽二定義（3．2），さらに⑱を半単純とする。gの支配的ウェイトの集合をP・で

表わす。するとウェイトA＝（9．λ）　（9∈Z用，λ己P．）の唖萱分壼璽と呼ば

れる最高ウェイト既約表現VAが存在する。
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　　　　これが0でない必要十分条件は

　　　　　　　　0　≦　（9，θ）。≦　9．

（従って、2を固定したとき、そこに現われるウェイトの集合P2⊂P・は有限集合であ

ることに注意。）

　　　　この2をレペルと呼び、これは中心cの作用が2砧となることで特徴付けられ

る。

　　　　これについての詳しい話は［Kc］参照。

（3．3）理論の基礎になるのは次の事実の成立である。証明は本質的にR上の留数定理

による。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ
　食題．　（1．12）におけるW⊂（g◎C（（ζ））⊂）　g　は部分代数である。　《W

の元の闘では、積をとったとき中心が出ない。）

　定義（3．4）．　（3．2）の記号を用いる。P＾ξP＾をとる。

　　　　D　VA（P＾）＃VA／WVA

をP＾に対応し、表現Aに従う一と呼ぶ。

　　　　　）　V㌔（P＾）＝｛v†∈V㌔；v†X＝0・∀X∈W｝

を（P＾・A）に対応する＝と呼ぶ。ただしVXはVAの双対表現。

鋼（3・5）・V∧（P＾）とVX（P＾）とは互い｝こ双対罐聞である・

　　　証明．本質的にRie㎜加n－Rochの定理と留数定理。

（3．6）［刊￥］における証明をそのまま用いることが出来て、次の定理が得られる。

　定璽（3．7）．定義（3．4）の記号を用いる。

　　　　　　　㌍P・2夕・v5（P＾）

は連接層になる。
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特にv5（P＾）は有鰍元になる・

｛3．8）さらに重要なのは次の定理である：

鯉・関手の意味抄雄疏束LAが存在し（艇・巫娠b頑1・）・自然に

　　　　　　　　VX（P＾）＝“鰍9・LA）”

となる。

　　　　この対応は㌢｝㌦に平坦な接続を導く。

定理（3．9）．上記の接続はP《D上の可積分平坦接続に下降する。

（3．1◎）これらの証明は最も核心部分であって、D一加群の理論が用いられる。

それらについてここで詳しく述べる余裕はない。

（3．11）さらに［TUY］により、自明な束の所に制限すると、リーマン面のモジュラス

Xを動かす方向へも可積分系が出来（Virasoro代数の作月］）、従って特に真空の空間の次

元はXにも依らないことが分かる。

（3．12）UGMへの埋め込みから導かれる怜ck表現は上記の可積分表現の特殊な場合

になる。この時真空の空閲は本質的にテータ関数を用いて書かれる。

　閲題（3．13）．i）　HitchinのHiggs場の理論［HL2］によれば、アはアーベル多様

体を有限被覆に持つ。これが我々の理論でどの様に見えるか？

　　　　ii）もう一つFeigin－Frenke1によって導入された脇本表現と呼ばれる重要な表現

があるが［FF1，2］、そのモジュラス幾何学的意味は何か？一この理論の一般種数版。

　　　　lii）この理論のアデール的展開と数論との関係？

一 126一

10



References

［BK］Belavin，A．A．，　Knizhnik，V．G．：Complex　geo血etry　and　the　theory　of　quantuロ

　　　string§，　S◇響．　Phys．」鴉智，64（2）（1986），214－228

　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

［BPZ］Belavin，A．A．，　Polyakov，A．H．，　Za阻010dchikov，A．B．：lnfinite　conformal

　　　sy拍姐etry　in　t騨o－dimensiQnal　quantu皿　theory，　Nuc1．　Phys．，　B241（1984），　333－380

［FF戊．］Feigin，B．L．，臼enke1，E．V．：Represenもations　of　affine　Kac・鰭oody　algebras

　　　and　bosonization，　Physics　and　Matheoatics　of　Strings，　Knizhnjk　vol．，　1990，

　　　2？1－3輌6

［FF2］Feigin，B．L．，　Frenkel，E．V．：Affine　Ka¢・Moody　algebras　and　semi－infinite

　　　flag卿輌f。］ds，　Co脇Hath．Phys．パ28白990），1§］－189

［FSコFriedan，D．，　Shenker，S．：The加alytic　geometry　of　two－di鵬nsional　conform－

　　　al　fjeld　theory，　Nuc1．Phys．，　B281（1987），　509－545

［1｛M］　Haτ丁三s，3り　Hu碩f◎r｛圭，i｝．：◎n　the　l＜＜）daira　（銭爵ension　〈）1『　the　姐《×‖uli　s…）ace　◎f

　　　curves，　Invent．　math魯，　67（1982），　23－86

［H口8i靴chin，N．：Stab］e　bu頑es　a吋1ntegぬ1e　sぎst銀s．蹴e舞a繍．」つ

　　　54（1987），　91必114

［H2コHitchin，N．：Flat　connections　and　geo鵬tric　quanUzatio馬preprint

［Kc〕Xac，V．：品i眺e　D皇田ensi㈱1　Lie　A］減ras，2品ed．，　Ca醗bridge　Univ．Press，

　　　1985

［Ksパashi舅a品，H．：The《1ag咀翻劔Ωf　Xa◇一錘◇。dパ短algebぎa，　Algeぬic　Ana－

　　　1ysis，　Geo姐etry　and　Number　Theory，　Proc．JAHI，　Johns　Hopkins，　1989，　161－］90

［KNTY］Kawam。t。，NりNa田1kaりa，Y．，　Ts凶iya，A．，　ya却a，Y．：Geo田etric　realiza－

　　　ti◎n　of　conξ◇r阻al　field　theory　on　Rie醗ann　surfaces，　Co狐m．Hath．Phys．，　116

　　　（1988），　247．308

［KZ］Xnizhnik，￥遺．，　Za田◇10dc挺細》，A．8．：Curぞent　alg由ぞa　aM　Wess－Zu苗in◇齢dels

　　　in　two　dimensions，　Nuc1・P卜yS・，　｝｝247（1984），　83－103

［Kr］κrichev¢r，L紅Heぴ・ds。f　algebraic　ge・鍵etry　in　aeぴe◇ry。h。n－1inear

　　equations，　Ru8s．Hath．Surveys，　32（1977），　185－213

一 127一

11



［Mm1］Humford，D．：An　algebro－geometric　construction　of　commuting　operators

　　and　of　solutions　to　the　Toda　lattice　equation，　Korteweg－de－Vries　equation

　　and　related　non－1inear　equations，　Intern．Symp．on　A19．Geom．，Kyoto，1977，　115－

　　　153

［Mm2］Humford，D．：Towards　an　enu皿erative　geo皿etry　of　the　ooduli　space　of

　　curves，　Progress　in　Hath．，　36（1983），　271－328

［N1］Na皿ikawa，Y．：A　conformal　field　theory　on　Riemann　surfaces　realized　as

　　quantized　moduli　theory　of　Riemann　surfaces，　Proc．Symp．Pure　Hath．，　49（1989），

　　　PartI，　413－443

［N2］2次元場の量子論の最近の発展、1988代数幾何学シンポジューム記録

　　（城崎），173－187，1989

［R1］Ramanathan，A．．：Stable　principal　bundles　on　a　compact　Riemann　surface，

　　’Hath．Ann，，　213（1975），　129－152

［R2］Ramanathan，A．：Deformation　of　principal　bundles　on　the　projective　line，

　　　Invent．　math．，　71（1983），　165－191

［SN］佐藤幹夫、野海正俊：ソリトン方程式と不変グラスマン多様体、上智大学講究録

　　　18，1984

［TK］Tsuchiyta，A．，　Kanie，Y．：Vertex　operators　in　conformal　field　theory　on　P＾1

　　　and　monodromy　representations　of　braid　group，　Adv．in　pure　Math，，　玉6（1988），

　　　297－372

［TUY］Tsuchiya，A．，　Ueno，K．，　Ya姐ada，Y．：Conforl皿al　field　theory　on　universal

　　　fa皿ily　of　stable　curves　with　gauge　symmetries，　Adv．in　Pure　Hath．，　19（1989），

　　　459－566

［W］Uitten，E．：On　quantu皿gauge　theories　in　two　dimensions，　Comm．Hath．Phys．，

　　　141（1991），　153－209

［Y］山田泰彦、コンフォーマルフィールド、数理科学1990年7月号

一 128一

12


