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1　序

　この∂・文ではC上定義されたの非特異な準射影的代数多様体S」ゴ）偏極アーベル

多様体の《ami▲y（正確にはS上の誌遠an　sぬeme）で、　n◎n－rigidな（Sを固定したまま

自明でない変形を許す）ものの分類を報告する。この研究の動機は，R・」tingsのアーベ

ル多様体に対する、Arakelov型定理【1983，　Fa11である。　Faltingsの定Plを述べる前に、

まずその源となったArakelovの結果を述べておこう。

定理1．1（【AD　8をC上の非特異完備代数曲線、Σを8の有限個の溺点の集合、

gを非負整数とする。Cg（B，Σ）を力上の種数gの安定曲線の族∫lX－→βで、

8一Σ上8moo仇なものの同形類の集合とする。さらに、尺C　g（万，Σ）⊂Cg（B，Σ）を、

ηo触50加吻～な1族からなる部分集合とする。g≧2の時、次が成立する。

　（i）Cg（8，Σ）は、有界。　（即ち、　Cg（8，Σ）は8cheme◎f§nite敏pe。1

　（ii）∫：X－→8ξ尺Cg（8，Σ）ならば、∫はら（8，Σ）の元として裡鋪（即ち、8

とΣを固定した時非自明な変形を持たない）。

　特にπCg（B謁）は有限集合。

　この定理は、1962年のSt◎ckholmのICMに於いて、　Sl〕afarevicl1が提出した次の

予想の闘数体類似である。

予想1．1（＝Faltings　theoreln｛Fa2D　1ζを代数体、Σを．κの無∴〔からなる有限

集合とする。Cg（κ，Σ）をκ上定義された種数gの代数曲線で、Σ以外ではgoo∂re－

dμ¢加ηを持つもの同形類のなす集合とする。g≧2とすればCg〈κ，Σ）は有限集合。

　この予想は良く知られているように，1983年にFaltingsl☆2｝に．←り解決され，ま

たいわゆる“Parshin　trick”からMordell予想はこの定理に帰着され証明された。この

　1∫がisotrivia1とは、適当な有限底変換π：β’一→Bにより∫’：Xxββ’一→θ’が自明な族と双

有理同値となるときに言う。
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定理はトレリの定理より対応する主偏極アーベル多様体の有限性定理ピ帰着されFalt－

ingSはそれを示した訳であるが、彼はそれより少し前に関数体上の偏極アーベル多様体

に対するA臓kel《）v型定理IF砿〕を証明している。

定理1．2（【］Fa　1　D（B，Σ））はTλ．1．1の通りとする。。4、（8，別をB一Σ上のg次元

主偏極アーベリアンスキームの同形類のなす集合、ん（．8，Σ）＊を§2のiZ1ノの条件r＊ノ

を満たすものからなる．4g（B，Σ）の部分集合とする。　この時次が成り立つ。

　（∋（有界性）．4女（刀，Σ）は、3戯εmεo了動祇ε鯉ε。

　（2）（Rigidity）1∫1：＝（∫：X－→β，λ）がrig：4⇔【∫】が条件（＊）を満たす。

　特にノ19（8，Σ）＊は有限集合・

　　この定理はArakelovの定理1．1同様、有界性2はそのまま成立するカ「、　rigidityにつ

いて1まより複雑な条件（＊）が必要十分に成っていること示している。実襟Faltingsは同

論文に於て条件（＊）を満たさずisotrivial　partを持たない例を構成している。これは、

8茨元のアーベル多様体のファミリーで実2次体上の四元数体から構成される久賀一佐

武一志村ファーバー空間として与えられる。　∫一方Deiigneは｛1）11で、　g≦3の時ファ

ミリーがisotrivial　partを持たなければ、条件（＊）を（正確には、（＊）より強い条件（T））

を満たすことを示している。　〈§2を見よ。）

　　このような結果から、例えば4≦g≦7の時、相対次元gのnon－rifid　abelian　scheme

が存在するか、またnon泊gid　abel輌an　8chemeの例はどのように構成されるか等の問題

が自然に現われてくる。

　　この報告では、｛Sa1】のnon－rigid　abelian　schemeのほぼ完全な分煩結果を紹介す

る。結論から言うとg≦7ならば、iso垣vlal　pぴを持たないぬell翻・｛cllemeはΣlgid

であることが示され、Faltingsの例がnon－rigidな例の相対次元最小のものとなってい

る事が解かる。また、分類結果から特に一般ファイバーの準同形環に著しい制限がある

こと解かりその帰結として相対次元gの制限が得られる。　また、証明の副産物として

興味深いモノドロミー表現によるrigidityの十分条件も得られる。詳し1・証明等は｛Sall

を見ていただきたい。またK3曲面に対する同様の結果は齋藤一ZuckeTISa－Z｝に有る。

2条件（＊）

　本節では条件（＊）を説明し、rigidityとの関係を述べる。

2有界性については野口輿η、De目gne｛◎21も別証を与えている。これについて｛ニピを参照のこと。
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2．1　Abelian　schemleとVHS

　最初に記号等の準備をする。

　以下SはC上定義された非特異連結準射影多様体とする。

　｛∫1：＝（∫：X－→3，λ）を5上の偏極abell砿8chemeとする。すなっち、

　（i）∫：．X－→5：smooth，　proper　group　scheme　over　8　with　conmcted　geometric

§bersプ

　（ii）λ：X－一→xv：＝P‘cp（X／5）polarization，

の対とする。κ¢rλは5上の丘nite　gmup　schemeで、閉点3∈5について、ファイ
バ＿は（Z／δ1ZθZ／δ2Zθ．。．鐙Z／らZ）㊤2，（δざ｛δ《＋1）と同型となる。三の時λはtyひe

δ＝（δ1，…　　，δレ）と呼ばれる・

メ9，δ（5）

一

｛（τ：X→5，λ）偏極abdian　scheme◎v在Sohel．　dim＝g，　with　the　polarization　of　typeδ｝』

次に偏極VHS（P◇laΣ輌zed　V砿三at三◎n　o凪◎dge　St織ctU民）の定義をする、

定義2．1三つ組（Wz，｛夕｝，Q）が3上の重さ一1存e5ρ．ηの偏極γ〃泊・～mze吻碗一

頭oη《ヅ’Ho4ge　sか超頭μreノであるとは、

　ωWzが3上のη戚2gのZ一加群の局所系，

　（ii）日04ge∬1£砿oη：Wo：＝Wz⑭z　Osの局所自由馴こよる減少ブイルター列

0＝ア三〇担⊂戸＝Wo5，

　　　　　　　　　　（re3P．　0＝ア2⊂ア1　C∫oニWo5），

であり、

　　　　　　　　戸㊥ア硬WOs．　（resρ，ア1㊥ア「竺Wo5．）

を満たす。このフィルトレーション1はり、各閉点3∈5に対しW兵，，：＝Wz．。⑧zR

の泥パ作用素C，が定まる。

　（iii）偏極Q：Wz『×Wz上の平坦整係数シンプレクテイク双1次形式gで各点3

にっいてQ。（エ，C紗はW＆、上の正定舶揚形式となるもの。
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　各点3∈Sに対し偏極Qは勤にWz，、の基底をとれば、5によらず、次の形の行
列により表現される。

δ1

0 ．

　晴

　タ

δ9

一
δ1

較

●

　．

◎

一
δ9

ただし、ここで6獺（δ1，δ2，…，δg）は（δ輌1δ‘＋1）を満たす正整数列であろ。この時Qを

typeδの偏極と言う。

　ここで

　　　町｝（5）・一｛曇梁蹴㌃㌶；竺を持つ：㎞m・

と置く。

　さて（∫：X＜5，λ）∈．4g，δ（5）に対し、　RI∫。Zxを、ファイハーの1次ホモロ

ジー群から定まる局所系とする時

　　　　　　　　0－→R1∫車Zx－→Lie（X／5）一→0：π（X）一→0．

なるSαn上の層の完全列が存在する。但しLie（X／5）は∫のLie　algebraの層。さらに、

　　　　　　　　∫べ　＝　R1∫。Zx⑧Zs　Os

　　　　　　　　　U
　　　　　　　　ヂo　＝　ker｛R1五Zx⑧Zs　O5－一→Lie（X／S）｝

と置くと、｛アρ｝は重さ一1のHodge　61trationを与える。また、　typeδの偏極λから、

R1人Zx上の同じtypeの偏極Qが得られる。即ち、次の自然な写像が得られる。

　　　　　　　　　Φ5：・43パ5）一→　　シ∬謡（5）

　　　　　　　　　　　　（X／S，λ）　ト→　（R1人Zx，｛アP｝，Q）

定理2．1（（4．4．3），［DID上の写像Φ5は上への同型である・

　さらに、次が示される。

定理2．2集合スパ6）竺γ1婦（5）は、C上の商特異点のみを持つ準射影的多様体で

ある。

　この定理は、FaltingslFal】，野臓IN】の結果から従う。特に、野口の結果からは、

さらに詳しい．4ロ，6（5）の構造が解かるがこれらについては§7で解説する、
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2．2　条件（T）と（＊）

　さて、IWzl＝（WZ，｛∫P｝，Q）∈γH三1（5）に対し

　　　　　　Ez＝E・d（Wz）＝H°（3απ，E頑Wz））⊃E8＝E・dQ（W　z）

を、それぞれWzの（大域平坦準同形からなる）準同形環、そして僻9に関して“5輪げな

元から、なる部分環とする。DelignelD1】によれば、　E　zは重さ0のHod。c構造を持つ。

即ち、次の分解が存在する。

　　　　　　　　　　　Ez⑧zC＝㊥pE－P・P，E－P，ρi≧Eρ・－P

（E8）一”＝E一ρmE8と置く。さて、（∫：X－→5，λ）を［Wz】に対応する偏極abeliall

schemeとする。（Wz竺R1∫．Zx）。ηを5の生成点、　Xηを生成ファイバーとすると

Xηはκ＝C（5）上のabelian　varietyである。　Ends（X）でXの5上の準同形の成す

環を表すと、同形Ends（X）竺Endκ（Xη）が存在する。また、自然な単射準同形

φ：Ends（X）一＞Ez＝End（R1∫．Zx）

が存在する。さらにまたID1】の結果から

φ（Ends（X））＝End（R1∫牢Zx）o，o

が成り立つ。

　ここで、次の2つの条件を考える。

定義2．2（1）条件（T）⇔φは同形。即ち、End（R、∫．Zx）はtypeω，0）．

　（2）条件（＊）⇔　　EndQ（R1∫．Zx）竺EndQ（R1∫．Zx）oρ．

Remark　2．1　Aを代数体1（上定義されたabelian　variety，π＝Gω（π／κ）を五の

絶対ガロア群万（A）＝～im←π、4【～n】（π）をTate一加群とする時、　Faltlngs【Fa2】は次の

Tate予想を示した。

　（A）πの刀（A）の作用は半単純。

　（B）写像Elldκ（A）⑧z　Z，→End。仰（A））は同形。

上の条件（T）はこの（B）に対応し、’また（A）はDeligneよるVHSのモノドロミー作用

の半単純性に対応している。
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Remark　2．2　R1∫．ZxのHodgeタイプは、（－1，0）と（0，－1）な6：で条件（T），条

件（＊）はそれぞれ

　　　　　　　　　条件（T）⇔（E・d（R1∫．Zx）⑧zC）－1・L｛0｝，

　　　　　　　　　条件（＊）⇔（EndQ（Rぴ．Zx㊦z　C）⇒1＝｛◎｝

と同値。

Remark　2．3　Deligneは［Dllに於てabelian　scheme∫：X－→5カさisotrivial　fac－

torを持たず、相対次元gが3以下ならば、条件（T）が成立することを示している。（4．4．13，

｛DID。　g＝4の時に条件（T）を満たさないls◎trivial　facもorを持たない溺があるが、条

件（＊）は満たす。

　さて、これらの条件をpolarized　abelian　schemeの変形と結び付けたのは、　Faitings〔Eall

であった。彼自身は5が射影曲線から有限個の点を除いた場合を考察したが、Peters［P】

が一般の重さのZ－yH5と一般の次元の5の場合に拡張した。ここで；よ、底空問は一

般次元としVHSの重さは一1として定理を述べよう。

定理2．3｛Wzl＝｛R、∫．Zκ1∈γ∬；；（3）に対して、（5を固定した）IWzlの変形の局

所倉西空間のZari3ki接空間は

（EndQ（Wz）⑧z　C）－1蓬

と同形。また、｛W21に於けるVガ鋪（3）局所解析構造は

　　　　　　　　　　　　EndQ（Wz）鋤C）－1’1／（有限群）

の原点に於けるgermと同形。

系2．1偏極VHS　IWz］＃｛R、∫。Zxl∈V馬1（S）が、諏dになる義・の必要＋分条件

は条件（＊）である。

3　VHSの準同形環

　この節ではabelian　scheme∫：X－→5に対応する偏極VHS　Wz＝R1∫．Zκの準

同形環EzまたはE：＝End（R1人Qx）の性質を述べる。最も基本的なのは次の定理で
ある。
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定理3．1（（4．2．6）and（4．2．8）in［D1】）．∫：X→5，　WQ：＝R∫．Qxを上の通

り、3∈3を閉点をする。次が成立する。

　（1）W●へのぴ3湧の作用は半単紘

　（11）準同形環E＝End（R1五Qx）は半単純環で、自然な重さθの㌔吻ε構造を持

つo

　（iii）Eの中心は匁ρ6　ro，の．

定義3．15上のQ一局所系加が互いに同形な既約局所系の和である時、句rimαrゼと

呼ばれる。

定理3．1，（i）より・偏極Q－VHSWQは分解

　　　　　　　　　　WQ＝（V1）n1θ｛V2）烏2㊤…㊧（Vδ九9

を持つ。但しV輌は既約部分局所系で、i≠元ならばV‘≠Vjある、各部分局所系

（V《）w‘はWQのprimW成分と呼ばれるが、各prlmW成分はWel昨用素のイ禰に
より安定的、即ち部分Q－VHSである。

　以下Q－vHsWQは“primary”と仮定しよう。ここで・vをWQの既約Q一部分局
所系とし、

　　　　　　1）＝End（V），　　F＝Ce砿（D），　　　　〃＝｝｛◎m（V，V～～｛～）　　　　　　　　（1）

と置く。S商碇の補題より、　oはQ上の斜体（dlvis三。汲19¢b品）、　FほQの有限次拡

大体である。Vは自然に左か加群の局所系、σは右D一加群の構造を持つが、

　　　　　　　　　　　　｛F：Q】＝4，　　［・D：F】＝r2

　　　　　　　　　　　　dimD〃＝m，　　rankDV＝η．

と置こう。

命題3．1　上の記号の下に次が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　WQ竺ガ轡DV　　　　　　　　　　　（2）

　　　　　　　　　　　　　E魂nd〈WQ）竺End万（ぴ）　　　　　　　　〈3）
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PTO◇f：　佐武【S月，　Ch．VIのLe皿naL1による。

さら｛こ偏極Qにより、WQは妃双対的である。閉点3∈5を固、這し

EざEnd。、（3，5）（WQ，3）cEnd（WQ，8）

と言禰一視を行なう。Q、のアジョイントに劫、　E蝋WQ．。）の‘ヌ冷（lnvoluti◎n）’

（＝反同形で次数2以下のもの）z．が定まるが、この（2、がπ1（S，3）一不変であること

かららは上の同一視のもとでEの対合

↓：ε→ε

を導く。L。はEnd（WQ，．）o・o竺End（ん）⑧z　Qに制限すると・対応する偏極λ、が導く

Rosati対合に一致する事も解かる。さらに、　W　Qに属する既約部分燭所系Vも自己

双対釣である事が解かりD＝E吋（V）上に対合¢oが定まり、さらに去＝Oe頑E）＝

Oen£（0）は↓及び‘oによって安定的で‘OIF＝↓IFとなる。さて命題3．1（iii）からFは

type（0，0）でありこのことからzOIF⇒IFは正対合である事が従う。即ち¢∈∬xに対

しTアF府（苫露う〉◎である。よってAlbeτtの分類から次が従う。

命題3．2上の記号と仮定の下に次のいずれかが成立する。

　（1）Fは総実代数体、かつ匂F＝掘である。

　（ii）FはCルf体、かつZIFは複素共役である。

4　偏極の分解と係数拡大

　さてここで、分類の核になる偏極0の、命題3．1のWQの分解（2）に対応する分
解と、また係数拡大についピ述べる。

4ユ　偏極の分解

　えを標数0の体、Dをゐ上の斜体とする。　FをDの中心とし、｛F：司＝4，　ID：

Fl＝r2と置く。勾をD上の対合，　Tを有限生成右D一加群とする。《＝圭1とする

時、Zoに対する（D，ε）ごエルミート形式九とはパー双線形写像九：T×7－→Dであっ

て次の性質を満たすものである。

為ぴ’・）＝為（〆）α，　　　　　　（4）

九（u’，u）＝＝ε九b，砂’）’o，　for　allη，u’∈T，α∈D　　　　　　　　（5）
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（D，ε）一エルミート形式んは、あるTのD一基底に対する行列表示が可逆である時非退化

と呼ばれる。Zoに対する非退化（D，ε）一エルミート形式んに対して

　　　　　ζタ（T，ゐ）＝｛9ξ…（〕∠1（T／2））｛∧（響9，穀プ9）＝ゐ（巧幻’）（t），㊤’∈呈’）｝　　　　（6）

　　　　　　　　　　　3〃（ち九）＝ぴ（？，ゐ）∩5L但／1））　　　　　　　　　　（7）

と置く。　これらはF一代数群であるが、さらに、W耐の係数制限R研により、夫上
の代数群とも思える。　（T’が、左D一加群の時は、Dのopposite　algebra万上の右

加群と思って同様に定義する。）

命題4．1命題3．1の仮定と記号の下に次が成立する。D上の対合‘。に対する左D一加

群の局所系V上の、平坦な非退化（万，ε）エルミート形式hと、右D－；旧群σ上の非退

化（D，一ε）エルミー膨式ゐ’が存在し、WQ＝び㊦DV上の偏極鍋；

　　　　　　　　　　　　　Q＝TrD／Q（れ’⑭D　h）　　　　　　　　　　　　（8）

と表される。ここで、符号ε＃土1は、6。が第1種対合の時はQによ靴唯一に定まり、

第2種の時は任意である。

4．2　係数拡大

　命題3・1のprimary　Q－vHSの分解wQ＝σ⑭D　vと命題4．1の偏極0の分解が得

られたが、それらのRへの係数拡大を考察しよう。

　Dの中心Fと対合匂に対しF＋＝｛z∈司z輻・＝z｝と置くと、F÷は総実代数体で

あり命題3．2により、次のいずれかが成り立っ。

（R）F＝F÷でFは総実代数体。

（C）FはF＋の総虚な2次拡大。

【F＋：Q】＝2と置き、｛γ《：1丼」→R，1≦：≦£｝をF＋の異なるt個のRへの埋め込

みとする。

　　　　　　　　　　　　　W（り＝WQ⑧。・百R　　　　　　（9）

と置くとW（《）はR一ペクトル空閥の局所系WR：＝WQ⑧Q　Rの部分蔵孫であり直

和分解

　　　　　　　　　　　　　　WR＝＄i；1W｛輌）　　　　　　　　　（1◎）

を得る。
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　F＋のHodgeタイプは（0，0）なので、この分解は各ファイバーのHodge構造と両立

する、即ち各W（《）はW聡の部分R－VHSである。よって、　Weil作用素0と偏極QR

は次のような分解を持？。

　　　　　　　　　　　　c3＝θi＝1　cl輌ハ，麺eaぬ3∈5　　　　　　　　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　QR＝㊥i＝1Q（《）　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

　各埋め込みτ‘：ア＋→Rに対して、次のように置く。

　　　　　　　　　　　　　　．F（‘）＝F⑧F＋1γ，　R，　　　　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　　　　　1）γ‘ニZ）⑧F＋，γ↓R，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　VT‘＝V⑧F恒R，　　　　　　　　　　　　　（15）

　　　　　　　　　　　　　　～ヌず」＝＝匡タ句F÷，τξR．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

F｛《）は上の（R）又は（C）の場合によりそれぞれR又はCに同形であ叱．Dτ・はF｛」｝上

の中心的単純環であるので、あるdivision　algebraZ）（↓）が存在して

　　　　　　　　　　　　　　　Dη竺M。（D（り）

となる。この同形を固定し6㍍をDηの行列成分とした時

　　　　　　　　　　　Vω：＝克VT‘，　　σ（‘）：＝〃γ‘e；1

と置く。これらはそれぞれ左または右D｛輌）加群である。

補題4．1Wqを重さ一1，凝o吻eタイプ但，の≠ρ，一りのS上の畑・・四Q一泥5と

する。上の記号の下に次の同形が成り立つ。

　　　　　　　　　　　　　　W（‘）竺σ（‘）⑭D（‘）Vω　　　　　　　　　（17）

さらに各点3∈5αnに対しwl‘）の陥酢用素0。は

　　　　　　　　　　　　　　　clり＝1（‘）⑧∫1‘）　　　　　　　　　　　　（18）

と書ける。但しここでア（今と11｛）はそれぞれび｛りとVl‘）のR．線形作用素。

　次に偏極gの係数拡大について述べる。
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補題4．2‘ξ1を¢oが誘導する1）（輌）上の対合、0＝frDIQ（九’⑭D　ll｝を命題4．1によ

る偏極の分解とする。各1≦i≦‡に対しhはVω上のz8）に対する（万苗，鰍）一エル

ミート形式、ん’はぴ‘）上の（D（‘），一εη‘）一エルミート形式を誘導し

　　　　　　　　　　　　o｛輌1＝牙・D・・／R（パ｛輌）⑭D（り九｛‘））　　　　　（19）

　また、Q｛りの正値性から次の命題を得る。

命題4．2補題4．1，補題4．2の仮定と記号の下、各1≦ぼεについて次の何れかが成

立する。

（・…（・）、　　㍑二1。（鷲元　㌦濁；こ。

（oα5e（2））　　鰐に；；叉嘉㌦13‘言

但しここでhlり∬1りは双一次形式hlり（・，∬1りy）を表し“万ω〉＞0”は双・・次形式がDω一

対称かつ正定値である事を表す。．

5　Q－Symplect輌c表現と代数群

　前節及び前々節で、primary　Q－vHS　wQの分解（2），偏極Qの分鰯（8kその係数拡

大の分解等を考察した。これと次に述べるQ－Sympiectic表現の概念よりほぼ分類は完

成する。

5・1　Q－Symplectic表現

　久賀、志村等は指定した準同形環及び偏極を持つAbel多様体のunLersal　familyを

研究したが、それは、Q一代数群のある種の条件を満たすSymplectiε群への表現（Q－

Symplectic表現）より得られる久賀一佐武一志村ファイバー空間として一般化される。

これは底空間を有界対称領域の数論的商空間（いわゆる志村多様体）とするAbel多様

体のfamilyであり数論的にも代数幾何的にも非常に興味深いものであノξ、Q－symplectic

表現は上記の人達以外にもMum《oぎdや佐武により深く研究されたが、佐武はほぼその

分類を完成した（例えば［S1］，［S2D。

　GQをQ一代数群でR－vaiued　point　GRがZariski連結な半単純工’レミート型のLie

群となるものとする。GRの極大部分群κを一つ固定しつ＝GR／Xを対応するエル
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ミート有界対称領域とする。ζ1，κを対応するLie環とし、ρをκのKa撫g形式によ

る直交補空閥とする時、亙。∈Cen沃で磁パ馬）2ぱ一1なる元が定数倍を除いて唯一

存在する。この対（GQμo）をQ一れr7η毎απρα●と言う。

定義5．1（w！ζ⊇，ρQ，（9Q，∫）がQ一力¢rmwη畑r（GQ，」7。）のQ－5ym加c2‘c表現とは、

　（1）肌～が29次元のQベクトル空間・

　　（目）9Qは鞠×鞠上の非退化s抑減εε鋭形式・
　　（iii）単射準同形ρ（戸Q－→5ρ（WQ，（2Q）

　　（iv）複素構造∬∈の（ぬ，（9R）で条件

｛4ρ】＆（∬o）一（1／2）万dρR（X）｝＝OforaU　X∈9R．

を満たすもの。但しZ）（WR，　QR）は

｛∫∈Eη4（WR）日2ニー1WR，（9R（ω，∫の非退化正定値対称形式｝．

5．2　代数群

　WQを5上の重さ一1　Hodgeタイプ（一1，◎）十（◎，－1）のprimary　Q－VHSとする。命

題3．1，命題4．1より

　　　　　　　　　　　　　　　　WQ竺σ⑭DV　　　　　　　　　　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　（2＝：rrD／Q（ゐ’⑧D】h）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

なる分解が得られる。3∈5鎮を固定しょう。これから我々は2つのノ・代数群5び（V，，〈2。），

5σ（〃，み’）が得られるがWeilの係数制限functor　RF／Qを用いて・

　　　　　　　　GQ＝RF／Q（5σ（V8，h8）），　G6＝∬～F／Q（5こノ（［万ん’））

なるQ一代数群を得る。自然な準同形

　　　　　　　　　ρ1：GQ　＝RF／Q（5U（V3，h3））一小5”（V8，h3）

　　　　　　　　〆：G6　＝RF／Q（Sσ（σ，ん’））→sσ（σ，ん’），

と上の分解⑳21より、表現

ρ＝1〃⑧ρ1：GQ＝砺Q（5σ（V8，h5））一→5ρ（WQ，3，ら）　　　（22）

〆ニρ；⑱1v。・G灸＝品／Q（5σ（σ，ん’））一→5ρ（WQ，、，（」㍉　　（23）

が得られる。
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　　さてGQ，　G6のR－valued　points　GR，　Gkを考えよう。補題4．2より次の分解が存

在する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ま
　　　　　　　　　　　　　　GR＝H5σ（Vξ），hl‘）），　　　　　（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　《＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　オ
　　　　　　　　　　　　　　G気＝II　5｛ノ（ζノ｛ぎ｝，九’・（‘））．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　輌＝1

　次の定理が基本的である。

定理5．1上の記号の下に次が成立する。

（i）Q一代数群GQとG灸は21αrisM連結かつ・そのR－uαluedρo汕s　GR，G（kは7℃dセ↓ひ

　　加eエルミート型R．代数群。

（鏑）GRまたはG云がη餓一¢θm戸ciであれば・半単純である。

（111）θR侮ρ，儀ノが卿・一・微ρ必の時・各点・∈騨にヌ札て・ζ江ζ・手儀ノの
　　∬一・1・m・砲。。r…ρ．％。）が存在し、（Wq。，ρ，　Q、，C，）r・・5ρ．｛WQ，。，〆，9，C。）ノ

　　　がQ一んerm“｛αnραか（GQ，・日o）rre5P・（G｛〕，∬6〃のQ－8y7nρlecfi・表i現となる。

　さて∬6を定理5．1にある（9kのH－element，9k＝κ’㊧P’をそれに対応するLie環
の分解とする。1）も＝7）’＋ΦW　を複素構造αdア，（1r6）に対応するプ）もの分解とする。

定理5．2上の記号の下に次の同形が成立する。

　　　　　　　　　　　（E・dQ（R、∫．Zx）θz　C）一㍉1コ’＋．　　　　（26）

　この定理と系2．1から次の系を得る。

系5．1恒mαηZ－W5　Wzが吻idになる必要＋分条件はr25ノのR一代数群殿が

ωmpαcZになることである．

　一方、π1（3，3）のWQ，，へのモノドロミー表現はρ：GQ－→3p（V∀Q，、，Q。）を経由

する。即ち準同形

　　　　　　　　　μ1，5：π1（5，3）一→θQ＝丑司Q（5〃（V、，ゐ，））

が存在しタμ1，、がモノドロミー表現を与える。この事から次の命題が従・’。
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命題5．1θRがε・m畑姥すると、Z－V灘Wzは勧一悟斑～である．よって対応す

るαあe∬αn5c九¢m¢∫：♪【一→5も畑o一毒百碗α1。

　さて、（24）と（25）に於て、G｛り＝5σ（vl‘），h騨），　G④＝5ガ（f．‘↓），力囎）と置こ

う。

　命題4．2の（Case（1））及び（Case（2））に対して、

ρase（1）⇒（γ｛‘）compact

Case（2）⇒　Gωcompact

が成立する。さらにCase　e）の時、小数の例外を除いてG（輌）はn◎1〕－compact，また

Case（2）の時はG’（‘）がnon－compactになる。

　これらの事と系5．1，命題5ユから次が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ系5．2∫：x－→5をαゐ¢∫iαπsc九¢me，対応するQ一四3　W～㍍・五Q．どがmmα卿と

仮定する。上の記号の下に次が成立する。

（i）G（りがnon－¢omραcfならば、　G’（りはcomραd。特に∫：X－→3がη0π一i301噺‘α～

　　ならばGRはη0η一ωmpαdより、　Gkはcomραcl∫㍑碗rを持つ、

〈蓋）∫：X－→Sが鴛oひ呼ぼならば、G気はれθ⇔com解02より、（＞Rはcomραcノ海ε．

　　¢orを持つ。

（111）∫：X－→5がη0π一‘30悟斑α～ならば・GR．ノG隻共に¢0πψαC‡ノ己d償およびnoη一

　　com解εZヵε20rの両方を持つ。特に、　Z＝｛タちQl≧2ぴ

6　主定理

6．1　佐武の分類

　定理5・1より・Q－VHS　WQと各点5∈sα範に対し，代数群GQ，　GQ及びそれらの

Q－Symplec琶c表現ρ，〆が存在する事が解かった。ここで、佐武のQぷymρlectic表現

の分類（［S1】，［S2Dを用いれば次の詳しい分類定理が得られる。

定理6・1∫：X－→5をabe』scheme，対応するQ－WS　WQ＝R法QκがprL
Inaryと仮定する。第3節、第4節の記号の下に次の何れかが成立する、
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（R1）（ε＝－1）DぱFr．F＋は総実代数体。4仇FV、＝n，協mFσ・・；ηとすると

　　　　　　　　　　　　　GR竺5ρ烏／2（R）×…×sρψ（R）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dx（∬∬∬）ψ

　　　　　　　　　　　　　Gk　iさ　50m（R）×…×SOm（R）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dxωmpqc6

　　　となる。

（R2，‘）、F＝F＋は総実代数体で、　DはF上の四元数体。　rαη砺V。＝n，rαn畑〃＝

　　　η1と置く。

　　　　　　　　　　D⑧QR雲⊂x一㌧
　　　　　　　　　　　　　　　　　　z’　　　　　　　　　　　　　z＿ガ

　　　と、埋め込みγ‘：F一ナRの順番を取り替えておくとε＝土1によって次の何れか

　　“が成り立つ。

　　　（ξ＝1）

　　　　　θR＝　5ζ㌦（H）×…×Stタら（H）×sρ脆（R）×…×sρn（R）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　‘’×com叩d　　　　　．　・　　　（‘一‘り×（∫H）“

　　　　　Gk＝　3臨（H）一×…×5〃竺（H）聯x502m（R）×…x㍑02m（R）．

　　　　　　　　　一ノ　　ーロー　　　　　　　　　　　　　　　t’x（∬∬）m　　　　　　　　　　　　　　｛¢一£りxωmρ・4‘

　　　（ε＝－1）

　　　　　　GR＝　5〃元（H）一×…×5L㌦（H）〔×502π（R）×∴’×δ02n（R）．

　　　　　　　　’　一　　一　　　　　　　　　　　　　　　ガx（∬∬）n　　　　　　　　　　　　（‘三‘’）Xcρmp4c‘

　　　　　　Gk＝　5〔嵐H）x…×5〃桓（H）x5ρm（R）×…×5p，パR）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コノ
　　　　　　　　　　　　　　が×cρ聯¢c《　　　　　　　　　｛d一が）x｛1才1）爪

（C）Fは総実代数体F＋の総虚二次拡大体。μ）：Fl＝r2，　rαπ砺V、．＝n，mn砺〃＝

　　mと置く。

　　　　　　　　OR完　ni二1　S〃（ρ輌，壁輌＞C）×5仏驚（C）×…×5〃万（C）．

　　　　　　　　　　　　　　一　　、一㎜一一一ノ　　　　　　　　　　　　　　　　｛才）枯ξ　　　　　　　｛ξ一£’）xεβ襯只cz

　　　　　　　　Gk竺　5σn．（C）×…×5L㌦．（C）×n㌔‡’＋15び（ρ；，q，C）

　　　　　　　　　　　　＼一一一一“一一一　　　　　　　一一
　　　　　　　　　　　　　　　　（蜘・mp・・£）　　　　　　（∬）内
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　　となる。
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Remark　6．1エルミート有界対称領域

（11∫）m　＝｛Z∈ル仁（C）ドZ＝Z，1m－‘ZZ＞＞0｝，

（11）n　＝｛Z∈仏（C）IZZ＝－Z，1n－£ZZ＞〉◎｝、

（∫）列　　　＝｛Z∈ルf（ρ，q，C）11¢一‘ZZ＞＞0｝・

の次元、群との関係を述べると次の表となる。

GR の＝の（T，ん） 虚mcの R－rαηん

5ρ。／2〈R） （111）。／2 （n／2）（η／2＋1）／2 n／2

5砺（H）岳 （∬1）。 η（n－1）／2 【η／21

3び（ρ，ゼ，C） （1）躍
ρ雪 Wn（担）

Remark　6．2系5．2，1定理6．1と上のRemarkより、　primary　Q－vlls　wQがnon－

1§◎tΣfv頑かつn◎n－rigi《1ならば、

（R2，1）Z’＞0，6－£’＞0，η≧1，　m≧2

（R2ド1）‡’〉◎，£一〆＞0，71≧、2，7η≧1

（C）‡’＞0，£一‡’＞0，nr≧2，7ηr≧2

の何れかでなければ成らない。

6．2　GEOMETRIC　RESULTS
定理6．1，Remark　6．2より次の主定理が得られる。

定理62∫：X－→5をαb¢～：α7↓3¢んemeで対応するQ一γ〃5　WQ＝R1ムQxが

麺砲理と仮定する。WQ＝び⑧DVを命題幻の分鰍ずα砿ρV＝丁卿πえDU＝m，
｛F＋：Ql＝εとする。　（記号は第3節、4節を見よ。）∫：X－→5はi合oεr飢α～

廊c彦orを持たず、かつηoη一r垣4とする。次の何れかが成り立つ。

（R）F＝Oeη¢（D）が総実代数体ならば、　DはF上の四元数体で、

D⑳QR竺里二2巴×竺攣；
　　　　　　　　¢’　　　　　　　　　　　　　‘＿‘’
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　　となるもの。この時，∫：X－→Sの相対次元をgとすると、

　　　　　　　　　　　9＝（1／2）w融q〃⑧DV＝2・かn・m

　　であり、また£’＞0，δ一f’＞0かつ（R2，1）n≧1，　m≧2♪たは（R2，－1）

　　w≧2，m≧1でなければならない。よって、特にgは8以上の伺数である。

（c）∬＝Oe頑D）がα∬体ならば［F：Ql＝2‡であり

　　　　　　　　　　　　1）⑧QR完M（C）×…×砿（C）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　となる。この時稲対次元g1は

　　　　　　　　　　　　9芯：（1／2）・2‡・nr・7泥r＝：‘・nT・7η㍗

　　で与えられるが、やはり¢≧2，nr≧2，mr≧2でなければならない。特に、

　　9≧＆

系6．1∫：X－・5をis・trivial　fact・rを持たない相対次元gのαbe1・α7L3cんe，ηeとす

る。g≦7ならば田↓まrigid。　㌧

系6．2∫：X－→5を生成ファイバーX，カぎs加ple　abell皿varietyなるn・n－is・垣vlal

abelian　schemeとする。もし、相対次元gが素数ならば∫はrigid。

6．3　モノドロミー定理

　系5．2とVHSの局所モノドロミーのquasi－unipotencyから次の定理を得る。

定理6．3∫：X－→5をαbe’ゴαηsc九¢meで対応するQ一㎜WQ＝R．広Qズカてρ7ゴー

鵬理と仮定する。5α外がηoη一¢㈱卿抽・つ無限遠のまわりのある局所モノドロミーが

無限位数であったとすると、∫は吻砿．

Rem紅k　6．3定理62は3為卿。即ち、定理6．2のε，n，mの条件を満たせば久賀

一佐武一志村フγイバー空間によって、定理の条件を満たすηoη城励泌かつηoη的g掘

な露5誠αη5c舵meが構成される。このことから、澱苗ηgsの構成した8次元のファミ

リーの他、CM体を準同形環にもった8次元の∫bπ｝吻を構成できる。これについては

βα1ノを見よ。
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7　有界性定理ほか

7．1　野ロの定理

　野口は｛旬に於て、c◎mρact複素多様体のZ頭skl開集合Sから有界対称領域力の

離散部分群rによる商空間F＼Z）への正則写像のモジュライ空閥Ho～（5、1’＼Z））の構造を

研究し次の著しい結果を得た。

定理7．1r⊂A頑の）はz・酪・η，かεな数論的離散部分群またはF＼のがc・mρ刷な

るものとする。

（1）遅o～（3，F＼の）は非特異準射影多様体である。

（ii）Zを∬o～（5，　r＼Z））の連結成分とする。　Zはある有界対称領域の’の商空間Fへの’と

　　正則同型であり各点3∈Sについての四αん頑oηmαρρ仇g

　　　　　　　　　　　　　　　Φ。lz・z3九→ん（ぷ）∈r＼の

　　　は全測地的埋め込みイ城α砲geo4斑c　embε」4咀戊である。

　　さて、んo∈∬o～（5，F＼Z））で直m妬∬o～（5，r＼Z））＞0のものをとる。（九〇はn皿一

rigid。）上の定理7．1（ii）より㌔を含む〃01（5，　F＼の）の連結成分Z（4imZ＞o）はあ

るTへZソと同型。

　　　　　　　　　　　　Ψ：z×s∋（九，3）←→ん（8）∈r＼z）

なる写像を考えるとHo～（Z，　r＼Z））のuniversal　propertyから、正則写傷α：S→』10～（Z，　F＼つ）

が得られる。㌘をα（5）を含む連結成分とすると再びZξ＝T’へ夕）”と嵩：ける。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　メ
　　　　　　　　　　　　　3×｛九。｝・→z’×z一王F＼の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ
でありZ’×Z＝rへの”xFへZソである。定理7．1㈹よりψを2’xZの各成分に制

限すると全測地的埋め込み（即ち局所対称空間としての埋め込み）であるが、さらに次

が野ロー官野［N－M］によって示されている。

　　　　　り定理7．2Ψは全測地的埋め込みである。

　これらの結果と我々の結果との関係を述べて置こう。我々の場合刀はジーゲル上

半空問鴛gであり、rは数論的離散部分群である。　Fは適当な有限指類の正規部分群

とることによりtorsion－freeに出来るから、そう仮定する。上の野口宮野の結果から
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得られる全測地埋め込みΨは実は群のレベルから来ている。それも、Q上の代数群の

Q－Symplectic表現から導かれている。　これが実は第5節の（22），（23）で得られたQ－

symplectic表現ρ，ρ’である。ρ，ρ’わ互いに可換な表現であり、また

　　　　　　　　　　　　〆⑭ρ汽×GQ－→5ρ（WQ，．，Q）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン
もQ－Symplectic表現であり、このテンサー表現ρ’⑧ρが上のΨに対応するものであ
る。

Remark　7．1野口の結果は（小林の意味での）双曲的距離の理論を本質的に用いて

いる。　また、r＼1）がcomραcεの時は砂田βμ1』βμ勾がある。また、伊原一久賀μ一

κ1も参照のこと。

7．2　Deligneの結果

　Deligneは、　Faltings【F1］の結果に触発されて、｛D2】に於てγH5のモノドロミー

表現の有限性を示している。

　5を非特異準射影的多様体、Wzを任意の重さの偏極z－VHSとする。　S上のQ一

ベクトル空間の局所系Vは，ある偏極Z－VHSWzがあって、　VがWQの部分局所系

となるとき部分Hodgeタイプと呼ぶ。

定理7．33と正整数1vを固定する。階数1vの部分H・dgeタイプの局所系の同型類

は有限個しかない。

　証明の概略は、Tate予想の証明に似て興味深い。まず、　Deligne［D　l　l（またはSclunit）

に於て示されたVHSに対するモノドロミー表現の半単純性から、モノドロミー表現ρ：

π1（s，3）一→GL（∧r，　Q）は指標xρによって決定されるから、指標の有限性を言えば良

い。π1（5）は有限生成で有るから、その生成元γ1，…，7mを取れば指標xρは、　xρ（7∂，（i＝

1，…，m）によって決定される。　AをX＝GL（N，　Q）mの座標環として、　GL（N，　Q）

の対角作用による不変環AGL（N，Q）を考える。　Procesiによれば、、4GL（凡Q）はTr（9ilg‘、…g、、）

の形の元によって生成される。Hilbertによれば、、4　GL（N’Q）は有限生成環であるから

有限個のTr（g↓、g輌、…g‘、）によって生成されていることが解かる。それに対応するπ1（5）

の報部分集合丁を取ると・各指標・・は｛T・（ρω厩丁｝の獺式猿せる・よ・
て、Tr（ρ（の），7∈T（？値の有限性を示せばよいが、今の場合Tr（ρ（η：｝はZに値を取

るので次の補題により証明が完結する。

補題7．1各7∈π、（5）に対してある定数0（7）＞oが存在し全てのρについて

lTr（ρ（7））1≦0（γ）
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この補題の証明にはや｛まり小林双曲計量の縮小原理を用いる。

又、次の結果も成り立つ。

定理7．4Sと正整数」▽、また重さmを固定する。5上の重さmの偏極Z－VHSW　z

で、Wzの階数がNでHodgeタイプ及び偏極のタイプを固定したとき、

8頑Wz）＝領（Wz）邸

なる偏極Z－VHSは有限個。
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