
logarithmic　Hodge－Witt　slleafに対するGersten予想について

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諏訪紀幸（東京電機大学工学部）

1．動機と主要な結果

1．1，　たを体，Xを連結な有限型k－sche皿e，　N＝dimX，また，　XetをXの6tale

site，　X2arをXのZariski　site，ε：Xet→Xzarを自然なsiteの皿orphis皿と

する．Xのcodi皿ension　dの点の全体をX（d）で表わす．

　↓をたの標数とは異なる素数，印（z／↓”（r））＝Rゴε＊Z／㌍（r）とする．Xがたの上

にsmoothなら，　Rr（X2aや月3（Z／乙n（r）））はCousin　complex

　　　　　　㊥H2（X，Z／～n（r））→㊥H9＋1（X，Z／↓n（r））→．．．
（1）　　　　別x《°，　　　　　　　　　　　　　　苫‘x《‘｝

　　　　　　　　　　　→　㊥　H鍵d－1（X，Z／↓れ（r））　→　㊥H茎d（X，Z／↓n（r））

　　　　　　　　　　　　　宮‘κ｛●弓ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ‘x“1

によって代表される（Bloch－Ogus［2］）．したがって，　Lerayのspectra1

sequence
E夢＝H‘（X2ar，μ」（Z／↓n（r）））→＞H£＋」（Xet，Z／↓R（r））

によって定義されるH’（Xet，Z／↓n（ア））のfiltrationはconiveau　filtration

に他ならない．

　6tale　cohomologyのpurity　theoremから，　Cousin　complex（1）は

Gersten　complex
　　　　　　　∈［）Hd（た（x），Z／↓n（r））→〔壬）Hd－1（セ（苫），Z／乙n（r－1））→．．．

BO（d，r）：　塑x《°’　　　　　　　　　　　　　　　　言・x《”

　　　　　　　　　　　→　q）　H1（た（x），Z／↓n（r－d＋1））　→　㊥HO（た（コc），Z／工n（r－d））

　　　　　　　　　　　　　＃‘x《4－‘’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8‘】（‘司

に同型であるが，d＝r，（d，r）；（N＋1，～V）の場合が特に興味深い．

1）d＝r
　　　　　∈［）Hd（た（κ），Z／工n（d））　→　　∈D　Hd－1（之（oc），Z／↓n（d－1））　→．．．

BO（d）：　“x側　　　　　　　　　　　　　　　　“x〈”

　　　　　→Φ　H2（た（コc），Z／正餓（2））→∈1）　H1（た（x），Z／↓π（1））→㊥HO（た（x），Z／乙n）

　　　　　　虜‘X但一●1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　怠‘X《←・｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3‘X‘‘ハ

は代数的K理論のGersten－Quillen　co皿plex

　　　　　　　蔓）Kd（た（x））　→　　∈｛）Kd＿1（セ（x））　→…

GQ（d）：　　別x《°ハ　　　　　　　　　禽α‘刈

　　　　　　　　　　　　→　　｛9K2（た（x））　→　　∈D　K1（セ（りc））　→　　㊥Ko（た（oc））

　　　　　　　　　　　　　　ヱ‘」【《旬　　　　　　　　　　　　　　　　　　署‘x“）　　　　　　　　　　　　　　　　　　宮‘x《司
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と関係が付けられ，algebraic　cycieの研究に有用である．実際，　GaloiS　Sy皿bOl

によってcomplexの準同型

GQ固滅聯3：　ex2（た（x））　輔　　㊧K、〈乏（苫））　→　●K。（克〈3c））
　　　　　　　　　　はびユくロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エぼはいロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼぼアくべロ

　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　　1　　　　　　↓
BO（d）〉ζ2w3：ξ1＞　｝］2（た（x），Z／↓舞（2））一＋e　｝］1（た（x），Z／↓n（1））→㊧Ho（た（x），2／～滋戊

　　　　　　禽頃員［ξ●－8萎　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　括4瓦《φ一匂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぷ‘x｛¢）

が定義される．さらに，Galois　symbo1は同型

　　　　　　　　　　　　　　　　　H2（た（苫），Z／↓n（2））　←　K2（た（駕））／1n　（Mercurjev－Susパnの定理），

　　H1ぴ（司，Z／↓n（1））4二た（苫）x／1n＝」（1ぴ伝））／ln　（Hilbertの定理90），

　　HO（た（oc），Z／↓n）　二二　Z／↓n　＝　κo（た（x））／乙n

を誘導する．また，

　　　　　　　　　　ΦKo（之（コご））＝　q）Z
　　　　　　　　　繕‘翼《4ハ　　　　　　　　　　　　　　　8‘x‘司

はXの◇od逗ension　dのalgeb臓恒¢ycleの群に，また，

　Hd（X，κd）＝Coker［●K1（た（コc））→∈D　Ko（丸（x））］＝Coker［㊥た（コc）x→ΦZ］
　　　　　　　　　　　　　なぜぷこり　　　　　　　　　　　　　　ぷぱべぷロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ェばばくリ　　　　　　　　　　ロぼユくぼハ

はXのcodimensi◎ゑdのalgebraic　cycleのCh◎w群に他ならない．これから，

符号を除いて可換な図式

　　　　　　　H・一・（x。a。，μ・（z〃（d）））ユ・　1。㎝・（x）

　　　　　　　　　　　　　↓α　　　　　　　↓ρ

　　　　　　　　H・・一・（X。いZ〃（d））工H・・（X。、，Z〃（d））

を得る（欝］）．ここで，

　　　　　α：Hd－1（x2a。，鰍z／↓”（d）））　→H2d“1（Xet，Z／tn（d））

はLerayのspectral　sequence
　　　　　　　EI3存H乞（Xzar，ぽ（z／↓魏（r）））⇒汗匂（x8蓼z／z抱（r））

によって定義される準同型，

　　　　　β：｝12d西1（Xet，Z／Zカ（d））　一ナH2d（X砕，Z／㌍（d））

はBockstein　operator，
　　　　　γ：Hd－1（X2ar，μd（Z／↓n（d）））　→　1冑CHd（X）

はc◎mがexの準同型GQ（d戸牛3→BO（d）泌一3によって定義される準同型，

　　　　　ρ：1内CH越（X）　→H2d（X白いZ／F（d））
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はcyc　l　e　map．

　　さらに，たがalgebraically　closedで，　Xがたの上にs皿ooth　properのと

き，↓－adic　Abel－Jacobi　mapλd：CHd（X）1．t。rs→H2d－1（X，Qz／Zz）を構成するこ

とが出来る（Bloch［1］）．

II）　（d，ブ）＝（N＋1．IV）

　　　　　　　　∈1〕H”＋1（た（x），Z／↓n（八1））→∈E）H～ソ（た（コc），Z／↓n（N－1））→．．．

BO（ハ1＋1，～V）：寿x《°，　　　　　　　　　　　　　　取x《”

　　　　　→㊥　H3（セ（x），Z／↓n（2））→（1）　H2（た（鑓），Z／↓n（1））→任）H1（た（x），Z／↓n）

　　　　　　宮‘x《ロ」・｜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xε】【《ト‘杁　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2⊂x《・」

は有限体の上の函数体の類体論であらわれるreciProcity　sequenceを与える．ま

ず，一般に自然な同型

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H2（た（oc），Z／↓n（1））　一→　1励Br（k（x＞），

　　　　　　H1（た（oc），Z／↓n）　一→Hom（Ga　1（た（蕊）／た（x）），Z／↓れ）

が存在することに注意する．さらに，たが有限体でXがたの上にsmooth　properな

ら，

　　　　　　HN（X2ar，月N＋1（Z／In（～V）））＝H2N＋1（Xet，Z／↓n（N））＝Z／↓n　．

したがって，BO（IV＋1，1V）にCoker［6）H2（セ（りc），Z／↓n（1））→●H1（た（x），Z／↓n）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　呈εx《ひ一叫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冥εx《旬

；Coker［∈D　1・Br（X）→日）Ho皿（Gal（た（元）／た（x），Z／↓n）］＝Z／↓nを付け加えて
　　　　　　3‘x【層一”　　　　　　　　　　　　　　　禽‘駕（胡

reciprocity　sequence
　．．．→q）　H4（た（x），Z／↓η（3））→∈｛i）　H3（た（コε），Z／↓n（2））→

　　　　　詞滝x《」芦尋’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　禽‘x《チ”

　　　　　　　　㊥　1．Br（X）→（…）Hom（Gal（た（元）／セ（コc），Z／↓n）→Z／↓n→0
　　　　　　　　習ξx《．‘，　　　　　　　　　　　£θ【（胡

を得る．reciprocity　sequenceはexactであると予想されている（加藤［10］）．例

えば，dimX＝1のときは，　reciprocity　sequence

　　　　　　O→己nBr（た（X））→㊥Hom（Ga　l（た（元）／た（苫）），Z／乙n）→Z／↓n→0

　　　　　　　　　　　　　　　　8‘x“ハ

はWittのreciprocity　exact　sequence

　　　　　　O→Br（た（X））→日）　Hom（Gal（た（元）／た（コc）），Q／Z）→Q／Z→0

　　　　　　　　　　　　　　　8‘x《‘o

の↓－torsion　partに他ならない．

一 100一

3



L2．　たの標数がρ＞0のとき，ρ一partを記述するものが必要であるが，たが完全で

Xがたの上にsmoothであるとき，　logarith皿ic　Hodge－Witt　sheaf係数の

cohomology　H’ （x。いψ。吸1。g）がその役を果たす．ここで，ψnΩ§」。9は対数微分形

式で生成されるH◎dge－W　tt　sheaf朽Ω§のabehan　subsheaf（111usie［93．

Ch・1）．1－adie色tale◇oh〈）頂〔＞1◎gyとの類似から

　　　　　顧x・z〃ω）w蝉「（x，躍又．1。g），

　　　　　Hゴ（Z／ρn（・））－Rブ備「ε。ψ。Ω‘．1。9

と書くことにする．このとき，Rr（Xzar，超（Z／ρn（r）））芯Rr（Xzαr，Rケアε＊WnΩ1，1。g）

はCousin　complex

　　　　ΦH2（X，Z／ρn（r））　⇒　ΦH呈＋1（X，Z／ρn（r））　→，．，
（2）　　誕x《°ハ　　　　　　　　　　　　　“x《”

　　　　　　　→　㊥H茎d－1（x，z／メ）n（r））→　●8菱d（x，z／ヅ（r））
　　　　　　　　2‘駕t由8き　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zcxξ4｝

によって代表される（［8］）．d＝rのとき，　logaTith滋i¢Ho（1ge－W輌tt　sheafに対

するρurity　the◎τem（欲os［63）から，　C◎us漁co仰lex（2）｛まGerst孤

complex

　　　　θHd（た（x），Z／クn（d））一◆㊥Hd－1（尼（りc），Z／ρn（（レ1））　→．．．

C（d）：苫‘x《°ハ　　　　　　　　　　　　　禽‘x《叫

　　　　　→ξ1）　H2（た（コc），Z／♪n（2））→（il）　H1（た（コc），Z／ρn（1））→●HO（た（尤），Z／ρn）

　　　　　　xd【《’■）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x‘ハ【《φべ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xd【（司

に同型．さらに，対数微分形式によってcomplexの準同型

GQ（d）≧d“3：　　6）K2（奴3ε））　→　　㊥K董（克（3c））　→　⑱Ko（た（x））
　　　　　　　　　エじべくぷ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エじベメパ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ェモエにき

　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　1　　　　　　↓
C（（義）≧d　3　：ξ［＞　H2（為〈aζ）　，　Z／力臓（2））→●　　1］董（轟乙（鑓）　，2／クれ（1））→ξE＞H◎（た（x）　、　Z／ρ打）

　　　　　　x‘）【但一助　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8駈x〈←訂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倉‘x《‘，

が定義され，自然な同型

　　H2（セゆ），Z／ρn（2））←κ2（た（oc））／ρn　（Bloch一加藤一Gabberの定理），

　　　　　　　　　　　　　　へ　　H1（た（x），Z／ρn（1））←たび）x／クn＝κ1（た（x））／グ　（Hilbertの定理90），

　　HO（た（尤），Z／グ）←－Z／♪n叉κo（た（x））／ρn

が誘導される．したがって，↓－adicεtale　c◎hom◎1◎gyの場合と同じように，符号

を除いて可換な図式
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Hd厄3（x。。。，μd（z・ρ・（の））エ〆瑚x）

　　　　　　↓α　　　　　　1ρ
H獺一・（x，z、ρ・（d））ヱH・・（x、z、ク・（d））

こを得る．ここで，

　　　　　α：｝｛d垣1（X，叔d（Z／ρ貝（d）））　一穆H2d－1（X，Z／茎）n（d））

はLerayのspectral　squence　　　　　　－
　　　　　　　E差ノ完H‘（X2ar，μ」（Z／ρη（r）））⇒H‘＋グ（X，Z／pn（r））

によって定義される準同型，

　　　　　　β：H2ds1（X，Z／ρn（d））→H2d（X，Z／P堺（d））

はB◎◇ksteiD　◎1）erator，

　　　　　　γ：Hd－1（X，gd（Z／クれ（の））　一→ρ疏d（X）

はcomp　l　exの準同型GQ（d）≧d’3→C（d）≧d－3によって定義される準同型，

　　　　　ρ：ρ宕Hd（X）　→　H2d（X，Z／ρ襯（d））

はcyc　l　e　map．

　さらに，たがalgebraically　cl◎sedで，　Xがとの上にsm◎oth　projective

のとき，ρ一adio　AbeいJac◎bi　mapλdlC梯（X）ρ．t。rぶ→H2d－1（X，Qρ／Zρ）を構成す

ることが出来る（〔7］）．

　　しかし，d＝ア＋1のときは，　BO（r＋1，デ）に類似のGeぐste茸c◇斑）lex　C（ア＋1，r）

は構成できるが，一般にCousin　complex　（2）と同型ではない．これは

10garithmic　Hodge－Witt　sheafに対するpurity　theoremの不完全さ，あるい

は，標数ρ＞0の体の上の代数多様体のクーpartの晦渋さに由来する．

註1◇。puパty琉e◎τemの比較

　Xを有限型セーsche皿e，　YをXのclOsed　subsche肥とする．　X，　Yがたの上に

smoothでcodim（Y，X）零dなら，

　　　　　鵬（・〃（・））・｛lz”（「－d））Yl；1㌘

一
方，
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叱（綱・㎎）・｛『5融gll㌃、．1）・

　ところが・r＝～V（＝dimX）の場合・logarithmic　Hodge－Witt　sheafに対し

ても完全なpurity　theoremが成立する．

定理1・4・克を標数ク＞Oの完全体、Xを有限型』sche磁e，　YをXのdosed

subscheme，N熔dimXとする．　X，　Yがたの上にs皿oothでcodi皿（Y，X）エdな

ら・旦㌣1（Wn磯．】09）＝0・

　　これから，田「（X28P，丸声袴（Z／ρn（～V）））はGersten　c◎mplex

　　　　　　　　∈DH～晦1（セ（苫），Z／乙n（V））→㊥HV（㍑（oc），Z／↓n（∧～－1））→．．．

C（〃＋1，1v）：　怠‘x‘q　　　　　　　　　　　　　　　　x‘x‘‘，

　　　　　→㊥　H3（た（x），Z／ρn（2））一→6）　H2（セ（x），Z／ρn（1））一→ΦH1（た（x），」2／pn）

　　　　　　　冥εxく」←・↑　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　宝｛x《ト．｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　客奄x《ぷ｝

で代表されることが従う．

　　Colliot－TM1色neは，たが有限体でXがセの上にsmooth　properなら，

H祐1（X，κ〃）⑧zQ／2啓Oとなることを爺し，それからBO（N＋1，♪」）を用いて，　dimX≦3

ならreciprocity　sequeDce
　　　　O→任き　H4（た（x）、Z／↓丹（3））一ゆξ夢　H3（た（コζ）、Z／↓抱（2戊）→

　　　　　　宮ε疋《拶「8，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　星｛xく9－．’

　　　　　　　　　　　　　日さ　1寛Br（た（戊c））→㊥Hom（Ga1（た（る）／た（灘），Z／↓n）→2／工nヲ0
　　　　　　　　　　　　　＃ピX《■」”　　　　　　　　　　　　　　　　　　　宮εX（・ハ

が巳xactであること】を導いた（［4〕）．C（N＋1，N）を用いれば，同様にdimX≦3なら

7e◇垣r◎己ity　seweDce

　　　　O→∈…）　｝14（た（3じ），Z／ρ酋（3））一→㊥　｝至3（た（3c），Z／ρ鍵（2））→

　　　　　　X‘）【丙ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2‘X‘■」対

　　　　　　　　　　　　　日）　ρ．Br（たび））→（B　Hom（Ga1（た（元）／た（x），Z／ρη）→Z／ρn→O
　　　　　　　　　　　　　x罐冨《．‘ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　3‘x｛切

がexac　tであることが従う｛［13］）．

一 103一

6



2．定理の証明の概略

　定理の証明には次の命題が本質的である．

命題2．1．たを標数ρ＞0のalgebraically　closed　field，　Xをs皿ooth

affine』sche皿e，］V＝dimXとする．このとき，j＞0に対して

　　　　　Hノ＋～v（X，Z／ρn（N））＝Hン（XetJγn∫〕2．10g）＝0　．

　X武の上のabelian　sheafのexact　sequence

　　・→Ω7．1。9一磯告1磯→・（C｝蝿の上のC・・ti…p・・a…）

を用いて次の補題に帰着される．

補題2．2．たを標数ρ＞0のalgebraically　closed　field，　Xを有限型s皿ooth

』scheme，～V＝dimXとする．このとき，C－1は「（x．磯）の上で全射．

　次の事実に注意して補題は示される．

（1）たを標数ρ＞0の体，Xを有限型nor皿alた一scheme，また，ω∈1一（X，Z．。Ω‘）と

する．このとき，己ωぽ≧0）によって生成されるr（x，Ω長）の部分空間はたの上に有限

次元；

（2）たを標数ρ＞Oのalgebraically　closed　field，　Eをたの上の有限次元線形

空間，ψをEのρ一1－linear　endo皿orphismとする．このとき，ψ一1はEの上で全

射．

2．3．定理の証明は，局所性からたがalgebraically　closed，　Xがaffineと仮

定してよい．d＝codim（Y，X）に関する帰納法による．

　d＝1のとき，Xを充分小さく取り直すことによって，X－Yがaffineと仮定してよ

い．10Cal　COhOmOIOgyのeXaCt　SeqUenCe

　　…→H↓（x，昨或1。9）→Hフ（X，W．磯．1。g）→Hゾ（X－Y，昨磯．1。，）→…

を考えて，命題2ユから

　　　　　　H↓（X，ψ。磯．，。，）－0（ゴ・1）．

を得る．d＞1のときは，同型H9（｝γ．磯．1。9）三昨鵬寸。9を用いて帰納法を進める．
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3．補遺

　命題2．1から他の興味深い結論が導き出される．

定理3・痴たを擦数ρ＞Oのalgebraicaパy　cl◎sed　field，　Xを有限型

s玲arated　sm◎oth克一sche磁e，～V＝d逗Xとする．このとき，W÷N（X，Z／が（N））

＝Hプ（Xet，｝γn52髪．1。g）は有限群．

　実際・命題2・1から・Hプ（x和w。畷1。9）はXの有限affin⑧開被覆tεに対する
ピ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ

Ce。h⊇。盈・1。gy　H」（u，w。磯，、。9）一刑cU・｝ち磯、。9））i調型．ここで，　C・・h

C・臓piex　C’ （U，W。磯、1。、）の各成分は有限群・

系32・たを標数ρの有限体，Xを有限型separated　s皿ooth』scheme，　N＝

d磁Xとする．このとき，ばw（X・Z／ρ擁（醐1＝ば（XぷW打磯ぺ。g）は有限群．

　i実際，Hochschild－SerreのsPectral　sequence

　　　　　　E；」＝H‘（尼／た，Hブ（x庇〃が（r）））⇒H‘＋」（X，Z／ρn（r））

を考えて，有限体のGal◎is　coh◎臓ologyに対する有限性定理から結論を得る．

系3．3．たをalgebraically　closed　field，　Xを有限型separated　smooth

た一sche皿eとする．このとき，

σ）ρ・α｛o（X）は有限群；

〈2）Xがaff垣e．　d汕X≧2なら，　CH。（X）1まρ一t◎rsi◎n－☆ee．

　実際，命題2．1から，」＞0に対して，

　　　　　κフ＋N（Z／ρn（N））rRJε＊ψn∫29，109＝0．

したがって，符号を除いて可換な図式

　　　　　　H・一・（x＿ぷくz〃㈹））エ，ぷ゜〈x）

　　　　　　　　　　　↓α　　　　　　↓ρ
　　　　　　　H・・一・（X，Z，ρ・㈹）阜H・（X，Z、州））

において，αは双射．また，一般にγは全射．定理3．1からH甜“1（X．Z／が（d））は

有限群．これから，〆CHo（X）が有限群であることが従う．

　さらに，Xがaffineで～V＝dimX≧2なら，命題2．1からH鮒パ（X，Z／ρn（d））＝
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0．したがって，ρ・CHo（X）＃0．

註3．4．たを標数ρ＞0のalgebraically　closed　field，　Xを有限型

separated　smooth駕一s◎he皿e，　N＝dimXとする．このとき，

（1）H°〈x醜，w躍沁9）｝ま顧群．

（2）ぽ（x。、，冒。磯．1。9）は有扉．

さらに，

（3）XがXの上にproperのとき’H㍗Xet，Z／ρn）宗即（）〈白t，ψnΩ2．1。9）は有限群．

　　しかし，Xが丸の上にproperであっても，ゴ＞0，0＜r＜Nなら，
H3（Xet，｝㌦畷」。g）は有限群であるとは限らない．

　　以上の詳粛引ま［13］を参照されたい．また，GeTsten　c◎mplexのalgebτaic

oycleへの応用については論鋭［12］，臼4］ぼ猛］ぼ釘がみやすい．
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