
Onρ一adic　Poincar6　series　and　equations　defining　Shimura　curves

日本女子大学理学部数物科学科栗原章

kuriharaQtansei．cc．u－tokyo．ac．jp

1　序

　ρを素数とし、FをPGL2（Qp）のtorsion－free　discrete　subgroupでF＼PGL2（Qρ）が

compactなものとする。　Mumfordの　ρ進上半平面をア（△）と書くことにする（［10］）。

2）（△）はPGL2（Qρ）が作用するzρ上のformal　schemeである。ρ（△）のFによる商を丹

とすると、これはZρ上の曲線である。ωア（△）／z，をdualizing　sheafとする。整数え≧0に

対して、Zp－module　HO（ア（△），ω9も）／z．）Fはrに関する重さ批の保型形式のなす空間であ

る。

　この報告では、適当な条件を満たす71，＿，7．∈F（r≧1）と整数ん1，．．．パ．≧1に対し

て、ρ進Poincar6級数ψr（7、，…，午．；ん、，…，★r）を定義し、それを調べる。　p進Poincar6

級数体（71，…，γ。；え1㌍・・，んア）は重さ2た（但し、夫＝ん1＋…＋ん．）のrに関する保型形式

となるが・⇔1に対して・H°（ア（△），ω㌫）／。。）「はこの様な陸P・inca・6級数たちで

張られることが分かる。

　BをQ上の定符号四元数環で、B⑧QQρ竺ルf2（Qp）となるものとする。上記Fを

Bx／Qxの部分群であると仮定する。た≧1に対して、　de　Shalit（［3］）によるEichler一志

村同型
　　　　　　　　　1：〃o（ア（△），ω離△）／z．）「⑧Qア三・〃1（F，防夫一2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zp

がある。ここで、巧k－2はPGL2（Qp）の批一2次の対称テンソル表現である。表現％た一2

はQ－structureレiた一2，Qを持ち・従って・∬o（ア（△），ω；も）／z，）「⑧z。　Qρも∬1（F，巧k－2，Q）

に対応してQ－structureを持つ。ψ∈∬o（ア（△），ω55）／z．）「に対して、∫（ψ）はψに付随

するiP（△）上の臨一2－valuedのある微分形式のvanishing　cycleたち上でのresidueたち

で与えられる。ρ進Po輌ncar6級数ψに対して、これらresidueは公式Σ。≧o♂＝☆の

みを用いて有限の形に表わされることが分かり、その結果

ノ（εψ）∈1∫1（P，1〆＿2，Q）　（ヨε∈Q：，ε2∈QX）
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となる。εψを有理化されたρ進Poincar6級数と呼ぶことにする。　Hecke作用素の有理化

されたρ進Poincar6級数への作用はH1（F，レ㍍＿2，Q）への作用を考えることにより、　ratio－

nal　arithmeticの範囲内で計算することができる。

　Bの極大整環0をとり、

・（1）一
｛・∈・⑧・Z［か1旭・Q（・）－1｝／｛±1｝

とおく。Cerednik（［1，2］）によりPr（1）は以下のように志村曲線（［12，13］）である。　BをQ

上の不定符号四元数環でBの判別式がρとBの判別式との積に等しいものとする。0をB

の極大整環とする。同型B⑭QR竺M2（R）を固定し・

而一｛・∈∂IN倉／Q（・）－1｝／｛土1｝

とおく。　5f苗をF（1）に対応する志村曲線とするとき、これはQ上の代数曲線であるが、

丹（1）⑧Zp　Qpは3而〕とQpの不分岐二次拡大上で同型である。この同型を用いて、5而〕の

定義方程式を計算することを試みる。

　不定符号四元数環Bの判別式が39のときの志村曲線5F而）の例を後で与える。この例に

関しては・環㊥・≧・∬°（ク（△）鵬L）／、，）「（1）の生成元を醐化された陸P・i・・a・6徽の

Q係数一次結合として与え、それらの／ocα／e砲απsioηをρ（＝3，13）の適当な巾を法とし

て計算し、それを用いて、あるHecke　common　eigenformたちの満たすQp上の代数方程

式の係数のp進近似値を求める。これらの係数の適当な比は有理数であるが、我々はρ進近

似値からその有理数が何であるか候補を得る。これから・志村曲線5f苗のQ上の定義方

程式を得る。　（従って、厳密な意味では証明にはなってはいない。）

　志村曲線S品の定義方程式のいくつかの例は［7，61で与えられていた。それらの例につい

てBの判別式は6，10，14，15，21，22，33，46であったが、S品）の種数は高々1であっ

た。次の表のように、いくつかの例が上記の判別式39のときと同様に計算された。森田図

によって・志村曲線SF苗は判別式を割らない素数4についてはgood　reductionを持ち・

従ってHasse　LのEuler　factorは重さ2の保型形式に作用するHecke　operatorτ（のに

よって記述される。次の表の曲線についてはこの条件は多くの素数εについて満たされてい

る。従って、非常に確からしいのである。

橋本一村林［4］は志村曲線Sf苗）を二つのHumbert　surfaceのintersectionとして考察し

ている。
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Bの棚煤S品の搬S孟の定勧程式

60　苫2→“y2十3＝0

10　　　0　　　苫2＋ジ＋2＝登

14　　　　　　　　1　　　　　　　　　　（¢2－13）2十73十23／2灘⑪

15　　1　　　＠2＋243）（エ2十3）＋3y2cO

2茎　　　　　　1　　　　　　　　¢4・－658客2－｛－7《i÷7y2＝0

22　　　0　　　　∬2灼2＋ll＝0

26　　　　　　　　2　　　　　　　　　　y2エー132エ6－24エ4十19苫2－2

33　　　1　　　♂＋3◎エ2÷38÷3汐2⇒

　｛：：：㍑2　＋2り

…　　｛《：：こ酬。、．、9，み　．，）

38　　　　　　　　2　　　　　　　　　　y2ぱ一19エ6－82エ4－59㏄2－16

　｛：：：ま芸㌫、3，。、．、、。砲）

46　　1　　　げ一45）2＋23＋2y2＝0

・・3
　｛：1：：：．，H＿，．235。、．，＿、）

・53
　｛膓：箒㌦，）（。、　＋，，

　｛5：こ臨㌶．、、

ミ～8　　　　　　2　　　　　　　　－2y2＝292エ6－←431客4・十39苫2÷1

…　　｛5：：，6＿，＋，。。・＋　＋、）

6§　　　　　　5

名2一工一3＝♂＋3恒÷z2

　　　　　¢z　　＝　　y

　　　－2tU2　　＝　　5鐙2－11エー1十9y2十11y彩十3z2
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2　ρ進Poincar6級数

　まず、Mumf◎rd　curve（［10］）について少し復習しておく。ρを素数とする。　PG五2（Qρ）

のBmhaも一丁▲ts　buildingを△と書くことにする。　POL2（Qρ）は左から△に作用す

る。　△の頂点の集合と向き付けられたedgeの集合をそれぞれγer（△）とE∂ge（△）と

書くことにする。ρ傷2（Z∋の全ての元によって固定される頂点をぴとし、句から始

まり
［1，］句で終わる噸一する・・∈E∂ぷ一その始一

をそれぞれθ（σ）と1（σ）と表わすことKする。更に、σ＝［θ（σ），1（σ）］とも書くことにする。

σ∈．沙吻¢（△）の逆向きのcd解をびと符くことにする。

　射影直線P＝P量．＝Prol　Zdx1，戊（2｝と乃＝P～～，＝Prol　QpP（コ，x2｝を考え

る。Xi，X2は射影座標で、これに関してPGL2（Qρ）はぴに左から作用する。環Aη＝

Qp［x～，xlx2，x2｜を考える。　PGL2（Qp）はAηに右から作用する。・4ηの部分環・4。。＝

ZパXぞ言XIX2きX劉とノ1σ。＝ZパρXる面X2パ（罰を考える。　紗∈γ巴ア（△）に対して、　ヨ∈

PGL2（Qρ）をu＝9Uoとなるようにとりノ4。＝（9…1）＊A。。⊂Aηまた、鳥＝Proj　A．とお

く。巳‥を

已　一∫’・＼（輪・。F，のすぺ℃のF，－r・・i…lp・i・t・）

によって定義する。同様に、σ∈8吻ε（△）に対して、ヨ∈ρG㌔（Qρ）をσ＝g偽となる

ようにとりA．＝（　一19）＊、4σ。⊂Aηとおく。A万＝んである。几＝P加jAσとおく。島

のspecial　Hbreは交わる二本のFρ一射影直線からなる。苛m仇を

拷　一烏＼（踊・。F，のd・・bl・p・i・tでな吋べてのF，－r・ti・・al　p・i…）

によって定義する。U∈γeア（△）に対する巳mmとσ∈E∂g¢｛△）に対する已mmを貼参合

わせて8eparated　scheme　P（△）を得る。

　　　　　　　　　　　P（△）＝u已蹴uu巧mm
　　　　　　　　　　　　　　　u∈Veア｛△）　　　　　　　　σ∈召｛z夕e｛△）

P（△）のspecial舳reに沿っでのformal　completioパP（△）カζMumfordのρ進上半平面

である。

　FをPGL2（Qρ）のtorsion－free　discrete　subgroupでF＼PGL2（Qp）がcompactなものと

する。すると、商r＼ア（△）を得るが、とれはalgebrizeされる。即ち、　Zρ一proper　scheme

各でそのspeclal品reに沿ったformal　compleもionがr▽（△）と同型となるものが唯一

つ存在する。
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　少し言葉を導入する。u1，　u2∈γer（△）に対して、　oriented　edge｛σ。｝1≦。≦dでη1＝

o（σ1），f（σπ）＝o（σ叶1）（1≦π≦∂－1），σπ≠∂＝τ（1≦π≦∂－1），u2＝1（σ∂となるもの

が存在するとき、U1とU2の距離は4であるといい、∂乞31b1，U2）＝∂と記す。　△の二つ

の部分複体S1ラ52に対しては∂討（S1，52）＝min｛∂ぱbl，u2）lu1∈51，u2∈S2｝とおく。

　列｛σ。｝。＞1（但し、σ。∈E吻e（△））は1（σ。）＝o（σ。＋1）（η≧1）かつσ。≠～㌃「（η≧1）

のとき励η舵麺んと呼ばれる。

　二つのinfinite　path｛σ∂れ＞1と｛アπ㍍＞1に対して、σ。＋」＝τ£＋1（ゴ≧0）となる3，老≧1

があるとき、これらはεg1碗α／eηεであるという。

　illfinite　pathのequivalence　classとP1（Qp）の点とは一対一に対応する。（対応するもの

どうしはPGL2（Qp）｝（おいて等しい固定化群を持つ。）infinite　pathに対応する点はその

limit　pointという。

　列｛σπ｝n∈z（砺∈E∂ge（△））はZ（σπ）＝o（砺＋1）（η∈Z）でσn≠～扇（n∈Z）のと

き∂oμWiψz批ρα〃↓と呼ばれる。

　点α，β∈P1（Qp）（α≠β）に対して、　doubly　in丘11ite　path｛σπ｝。∈zで｛∂＝訂π≧1の

limit　pointがαで｛σπ｝π＞1のlimit　pointがβとなるものが唯一つ存在する。このdoubly

in丘nite　pathを［α，β］と記す。

　⇒（△｝／z，をク（△）のZρ上のdualizing　sheafとする。点α，β∈P1（Qp）（α≠β）に対し

て、3（α，β）＝（±｝一±）也とおく。ここで・ZニX・／X2・

　次のことが分かる。

Proposition　2．1次が成り立っ。

（1）・（α，β）∈H°（ア（△），ωア（△）／Z。）

（2）頂点uに対応するア（△）の成分での3（α，β）のuαπ励迦oア∂erはdぱ（u，1α，βDで

　　ある。

　さて、p進Poincar6級数を定義する。γ1，＿，γ，∈r（r≧1）が与えられているとす

る。ここで、7‘≠1（i＝1，．．．，r）とする。隅とβiをそれぞれP1（Qp）における7‘のre－

pulsive　6xed　point及びattractive　6xed　pointとする。従って、特に7：5（α《，β∂＝5（αi，βり

である。｛α∠，β‘｝∩｛α」，βゴ｝＝の（i≠元）と仮定する。整数た1，＿，C≧1が与えられて

いるとする。た＝た1＋…＋陥．また3＝5（α1，β1）ん1…3（α。，β。）た・とおく。
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　このとき、p進Poincar6級数～クr（71，．．．，7r；た1，．．．，たア）を次で定義する。

　　　　　輪…硫…，θ一に：：：1：市∵：：：

ぐこで、筆によって生成される無限巡回群を｛プコ〉とした。

Pmp・・iもi・n　2・2ψ・（つ／1，．．．，！γr；ん1，，．．，陥r）∈H°（ア（△）畷。）μ。）「

　κ＝1のときは、このようなρ進Poincar6級数は既に｛8ユに表われている。対応7榊

ψr（γ；1）は7∈Fについて加法的である。

PmP・・三ti・・2・3紗≧1ぱ寸して・刀゜（ア（△），ω毘）／、，）1’はζのような雌P・i－〆

級数で張られる。

3　Eichler一志村同型とResidue

　まずEichlcr一志村同型（［3］）について復習する。？戊∈レer（△）とσ∈E∂ge（△）に対し

で、　㍑，幼，陥，2ん，1〆をそれぞれ力．，ん，、4ηの次数が批の部分とする。z＝X1／X2と

おいていたが、混乱を避けるためにu＝X1及びu＝X2と書くcとにする。すると、

　　　　　　　　巧k＝Qρμ2kΨQρμ2友一㌔＋…＋Qρ脚2肩＋Qρu2A

絃タθ在（Q∋の簸次の対称テンソル表現である。ぴを拷ぬmのそのsρecla路b総に

沿ってのfbrmal　c◎mplet三◎nとする。各紗∈Vεr｛△）に対して、砺上のc硫erent頭eaf

％2k⑧z，0σ．及び杭，2戚Zpωσ．／z，が考えられる。η＝＠一鵬）2／庇とおく。するとゐ≧0

れ∈γ・・（△）に対してηパ刑砺，杭，・函・。ω蹴）である・

01についての年〃°（ρ（△）碍も“，，）とパ助・（△）に対して・…‘∂・・

Res。（友一1η1ρ）∈陥，2斥一2は次のように定義される。まず、　o（σ）≡Uoであると仮定する。す

ると、

　　　　　ピ　ま
　　　　ηばヂ・遅゜（ぴ。W，2夫一・◎z。o訂。。）一賑・。・。w°（鬼・・臨．）

　　　　　　　　ぴッo

であるから・大一 蹴は次のような表示を持つ・

　　　　　　　　虐・iべ｛　　　　oo慕≠誌）戸＋蔦（…芦戸｝ゐ
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ここで、各α∈札に対して、α（の∈Zpはαの持ち上げとしそれを固定する。また、

c叩，c。。，n∈杭。，2属であって

　　　　　　　　　cα，π　一小◎　各磁∈Fρについてn→o◎のとき

　　　　　　　　　c。。，π→0　η一今ooのとき

である。この様な表示をη嬉ψの晦κおける～θ斑ε鞭翻蛎ηと呼ぶζとにする。次のよ

うにおく。

　　　　　　　　　　Re・w（♂一切＝鯨（各託Fバついて）

　　　　　　　　　R・S1，。，。。（ηた一1ψ）＝一Σ・，、，1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Fp

一方、次のような自然な全単射がある。

　　　　　　　　　　　｛・∈助・（△）1・（・）一・。｝」ちP1（F，）－F，∪｛。。｝

　　　　　巾ヰ叶であるような…

　　　　　　叶1，1一ような…

そこで、R・・。（ηぷ妨＝R・・。。，嫡ぽ　切とおく・一般のσ∈W・（△）挺ついては・

Res。（がw1切を任意の9∈PGL2（Qρ）に対して、　Resσ（η柄9車ψ）＝Resg。（ポー1ψ）であ

るように決める。ζこで、任意のg∈PGL2（Qp）に対して、　g＊η＝ηであることに注意す

る。さてこのとき、Res∂（デ　》）ニーRes。（♂一乏ψ）であり、とれは鷲｛。），2た一2∩路。），2友一2＝

陥，2k－2C臨一2に含まれる。

　つぎのようにおく。

c／α．（賑一2）＝ ∫：溺9¢（△）→在一2

∫（∂）昧イ（σ）（∀σ∈E∂ge（△）），

Σ∫（σ）＝0（∀ヵ∈γer（△）），
　σε蹴ge（△）

　　・（σ）＝u

　さて、rをPGL2（Qρ）のdiscrete　subgroupでr＼PGL2（Qp）がcom陣ctであるようなも

のとする。（torsion－freeでなくてもいい。）ゐ≧1に対して、写像

　　　　　　　　　1・∬°（ア（△），ω舞。）／。。）F⑧Q，－C差。，（％・一・）「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zρ
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を1（ψ）（σ）＝Resσ（ηふ1ψ）によって定義する。すると∫は同型写像である。更に、　rが

torsion－fr¢eで算術的であるときは自然な同型0（。，（％た一2）「ご∬1（r，巧＋2）がある（［3D。

　3＝5（α1，β1）丘1・－5（αr，βア）kr　と　　～ρ　＝～ρr（プ1う，．．，プ計；為1ラ・ふD，えプ）を前節のようにとる。以

下では、σ∈E吻¢（△）に対して、Resσ（η局（ρ）を計算する。

　i＝1，．．．，rに対して、轟、＝Resα，（ザー15）及びρβ，＝Resβ、（が一13）とおく。ここの

residueはpb．における通常のresidueである。

　初等的計算によって、

Pmposition　3．1次が成り立つ。

ρβ1－H（β｛一α∂★・・（－1）★1－1（・一β1・）2斥一胴

　　　　ぎぷハ

　　　・Σ（∵り（∵り（ち一；＋り…（∵りピ1＋り

　　　　　　　（％一α、・ア1（ぴ一妙）↓・（冠一β2u）ゐ…（ぴ一一α声）ξ・（ぴ一β。u）舌

　　　×　　　　（β、一α1）k1＋輌1（β一α2）斥・＋↓・（β1一β2）夫・＋ゴ・…（β・一α。）夫・暢（β・一β。）ん・＋」・

ζこで、和は匡汁らΨ力十…ぷ．十5ア＝ん．一］に麗してとるものとする。他のρα｛及び

ρβ，も同様に表わされる。

　さて、Resσ（ηん…1句は次のようにして計算するζとができる。　A＝｛α1，β1，＿，α．，β，｝

とおく。また、r＝1のときC＝｛マ1〉＼r、ア≧2のときC＝εとおく。

　σ∈E4ge（△）に対して、点α∈P1（Qp）で、αをlimit　pointとするin8nite　path

｛σ。｝π＞1で、ある抱≧］に対してσ＝ぴとなるものが存在するものの全体をΣ（σ）と書

く。そのとき、

　　　　　　　　　R・・。（η昨）一ΣR・・。げη夫一1・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツぐロ

　　　　　　　　　　　　　　　　ー　Σ　　Σ　　Re・α（デη担3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　帳cα∈午一1ぷΣ（σ）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝ΣΣプ傘R・・．。げ…15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　咋∈c午α∈．4∩Σ｛マσ）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σゾ　Σ　ρ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　唖c　αξかΣ｛℃）

である。　σ∈E∂ge（△）に対しで、　∫lE∂ge（△）→防レ2を∫（σ）＝Σ⊃α∈舶Σ（σ）ραに

よって定義する。すると、九、＋但、÷…＋ρα．÷擁．＝0より八剤＝一了（σ）また

∫（ψ）＝Σ⊃咋cゾ∫を得る。

～ 84一
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まず、r＝1のときを考える。　［α1，β1］＝｛σπ｝π∈zとおくと、∫は

∫（σ）＝

ρβ1σ＝σπ（η∈Z）のとき

ρα、σ＝尻（η∈Z）のとき

◎　　その他のとき

で与えられる。君；E吻杉（△）→賑一2を

乃（σ）織

ρβ、σニσれ⑩≦η＜∂1）のとき

ρα、　σ＝∂㌃（0≦η＜∂1）のとき　　　　　　　　 （3・1）

0　　その他のとき

で定義する。ここで、g1蔓pZpは71の固有値の比で、41＝ordp（g1）とおく。すると、　F1

はcompact　supPortを持ち・∬（ψ）＝Σ⊃壬r7＊・F1である・

　次に、r≧2のときを考える。句は原点であった。パ1≦乞≦r）に対して、ぴを

［餌，刷上の頂点でd減（晦，｛ぴうβの＝∂ぼ（旬，舖となるものとする。　｛ぽ，β」＝｛σπ｝唾z

とし、但しθ（σ∋＝残とする。2ξ＝∂垣くu◎，残）とおく。句，＿，筏一1を句から残への

pathとする。五：E吻c（△）→防k＿2を

五（σ）＝

仰、　　σ＝σ。（0≦γりのとき

一ρβ，　　σ＝∂㌃（0≦η）のとき

一ρα、　　σ＝σπ（η＜0）のとき

ρα，　　　σ＝～万㊥＜ののとき

ρα、＋ρ氏　 σ＝丁㌦（0≦m＜¢づのとき

一βα、一ρβiσ＝㌃（0≦m＜εつのとき

◎　　　　その他のとき

で定義する。すると、∫＝∫1＋…＋万である。ρ㍗≡Σ。≧o（　一172）＊πρα、及びρ言瓢

Ση＞o労nρβ、とおく。万：Edgぱ△）→レら仁2を

取σ）＝

ρ驚一ρ晋十ρα，　σ＝σれ（0≦η＜dののとき

一ρ没十ρ㌃一ρα、σ＝～焉（0≦η＜∂ののとき

ρα㌧トρβ、　　　σ＝㌔｛0≦m＜ど‘）のとぎ　　　　（3・2）

一ρα、一ρβ輌　　　σ＝〒三（0≦m＜どつのとき

◎　　　　　　　その他のとき

で定義する。ここで、gパρZpは7iの固有値の比で、　d‘＝ordp（q∂とおく。すると、君

はcompact　supportを持ちノ（ψ）＝Σ午∈rゾ（乃十…十万）である。　σ∈．E∂gε（△）が

一 85一
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∪』｛α‘，βi｜のconvex　closureに含まれなければ、（耳＋…＋君）（σ）＝0であることに注

意する。

　かくして次を得た。

Proposition　32ρ進アoiη斑W級数ΨF（71，．．．，7．；妬，．．．誘ア）に対して、写像

　　　　　　　　　　　　　　　パ：君吻ε（△）一→后ふ2

を上記のように決めるとき、σ∈E吻ε（△）に対して、パ（∂）＝一君’（σ）であり、　君は

comραd　8叩ρoπを持ち、

　　　　　　　　∫（ψr（γ11．．．，γr；ん1，．＿，んr））ニΣゾ（ハ＋…＋万）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　午∈r

が成り立っ。

　ア≧2のときに、ρ27及びタ書は以下の様にして有限の形にできる。簡単のため、αi，

蕨≠ocとしよう。　P’oρos泊◇ぎ≧3．1により飯及びρβ。は

　　　　　　　　　　ρ。、＃　Σ　儒！。（・一α・・）m（⊆飼九

　　　　　　　　　　　　　　π1十π＝2斥一2

　　　　　　　　　　　　　　　7π＞n

　　　　　　　　　　ρβ、＝　Σ　B£1。（・一α・・）m（・一β・・）冗

　　　　　　　　　　　　　　仇十7L＝2★－2

　　　　　　　　　　　　　　　m＜n

と書かれる。ここで、・4｛2。，β認抱∈Qρである。

　　　　　　　午烈μ一α声）m（μ一βψ）π＝9｝－m＋π）／2（μ一α《カ）m（u一β声）π

より、等式1＋q＋q2＋…＃Y≒（lql＜1）を用いて、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、4（り
　　　　　　　・㌃＝ΣL，芦…・・／・（t』一α｛η）m（u一β‘u）九　（3・3）

　　　　　　　　　　　　m十nぱ2た榊2

　　　　　　　　　　　　　m＞九

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み｛《）
　　　　　　　遠7＝　Σ　1－9｛曇・）／・（ぴ　⇒m（ぴ　⑭烏

　　　　　　　　　　　　㎜十婬＃2丘一2

　　　　　　　　　　　　　㎜＜”

を得る。
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Pr叩osition　3．3θをQpの体の自己同型とする。各i＝1，＿，rについて、

　　　　　　　　　　　　　α1＝αわβ：＝β、，q卜q、　　　　　　（3．4）

であるか、または

　　　　　　　　　　　　　α：＝β‘，　β：＝α｛，　97＝9「1　　　　　　　　　　　　　　　　（3、5）

であると仮定する。ψ＝n』侮一ピ1戸『δψとおく。ここで、　r＝1のときはδ＝1、

ア≧2のときはδ＝0とおく。そのとき、

　　　　　　　　　　　1（ψ）（σ）θ＝∫（ψ）（σ）　（∀σ∈8δge（△））

が成り立つ。

4　志村曲線

　βをQ上の定符号四元数環とする・disc（B）をその判別式とする。　disc（B）を割らな

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆい素数ρをとり同型写像B⑧QQρ一⊃妬（Q∋を固定する。

　P（話2（Qρ）の丑次の対称テンソル表現娠はQ－str戯ure塩，Qを持つ。低い次数に対

しては、

　　　　　　　　　　％，Q＝Q

　　　　　　　　　　晃Q　＝　・ぼom《）（keT（野8／Q：召→Q），Q）

である。（二次形式のLaplacianを用いる記述については［3］を見よ。）

　さて、rを．8x／Qxの部分群でPGL2（Qρ）の　cocompact　discrete　subgroupであ

るものとする。　Cふ（晦一2）及び磯。。（悔一2）「は各々Q－struct田e　C』パ鬼＿2，Q）及び

C姦．（％夫＿2，Qゾを持つ。

Theorem　4．1　rはfors‘oη一介eeであると仮定する。ッ1，＿，7．∈r及び向，．．．パ．≧1

をSect沁n　2の如きものとする。

　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　ψ＝II（4、一〆）夫・一δψr（7、，＿，7癌，．一，んア）

　　　　　　　　　　　仁1

とおく。ここで、　r＝1のときはδ＝1であり、　r≧2のときはδ＝0である。

え＝柘十…十え．とおく。そのとき、

　　　　　　　　　　　　　　1（ψ）∈1f1（F，汚夫＿乳Q）

が成り立つ。
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11



ProoφProposition　3．3によるo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　このようなψ（または、そのQ－multiple）を有理化されたρ進Poincar6級数と呼ぶこ

とにする。qi－q「1は純虚数である。従って、　factor　n』（qr　qr1戸一δは有理数であるか

純二次数である。

　0をBの極大整環とする。

　　　　　　　　　F（1）一｛・∈・⑧・Z［；」IW・／Q（・）－1｝／｛土1｝

とおく。

　BをQ上の不定符号四元数環でその判別式がρ・disc（B）となるものとする。　oをBの

極大整環とする。

　　　　　　　　　　　　∂1－｛γ∈OIN倉／Q（W＝1｝

　　　　　　　　　　　　F（1）＝01／｛士1｝

とおく。　F（1）は複素上半平面H＝｛z＝エ＋y百∈Cly＞0｝に作用し、その

商　F（1）＼∬の志村InodclをS【命）とする（［12，13｜）。Ceredllik［1，2］の　↓んεorεη↓o∫

加ercん仇giηg／ocα㍑ηuαriα砺によって、κpをQρの不分岐二次拡大とするとき、

　　　　　　　　　5爾⑧・Q，竺（∩（・），，⑧Q。κ，）／（・（・）⑧・）

となる（［6，11］も見よ）。ここで、Gα～（Kρ／Qρ）＝｛1，σ｝、またア（ρ）はρに関するAtkin－

Lehner　involutionである。

　少し、記号を導入しておく。正整数mに対して、

　　　　｛u∈Ver（△）1∂乞31（UO，　U）＝m｝

　　竺　P1（Z／ρmz）

　　＝　｛（¢1，¢2）∈（Z／ρmZ）21コc1∈（Z／pmZ）xまたは¢2∈（Z／ρmZ）×｝／（Z／ρmZ）×

そこで、△の頂点uで∂Z3£（Uo，　u）＝mでありその対応するP1（Z／ρmz）における座標が

（エhτ2）となるものを（m，¢1，エ2）と表わすことにする。
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5　例

　βを判別式が13のQ上の定符号四元数環とする。伊吹山［5］によってBとその極大整

環0は例えば次のように与えられる。

　　　　B　＝　Q＋Qα◇Qβ＋Qαβ，　α2・＝－13，β2≡づ1，αβ＝一βα

　　　　・－Z幸Z1‡β＋Zα与β）＋Z3；αβ

そこで、

　　　乃蝸，・，切r1；β＋・α（1；β）＋祖36αβ（w，祖・Q）

　　　　　　　　　　　　　　　りとおくことにする。同型・θ⑧QQ3∋ルf2（Q3）を

によって与える。ここで、㎡⊃∈Q3は∨⊂豆≡1mod　3ととることにする。

　群r（1）はtorsion－freeである。商グラフF（1）＼△は2個の頂点と8個の向き付けられた

¢dgCからなる。　△におけるr（1）の基本領域は

　　　　　　　　　　　｛η。，u1｝U｛e。，e1，e2，e3，c4，¢5，¢6，巴7｝

で与えられる。ここで、頂点に関しては

　　　　　　　　　　　　晦二原点サ響1＝　（1⇒o）

また、向き付けられたedgeに関しては

　　　　　　　　　　e。＝［・。，・1］，　e、一［・b・・］，

　　　　　　　　　　c2　＃　　［ηo，（1，2，1）1，　ε3　　ニ　　［ub（2，1，3）1，

　　　　　　　　　　e・＝［u・，（1，1，1）］，・・＝［・1，（2，1，6）］，

　　　　　　　　　　e6＝［u。，（1，0，1）1，　e7＝［u1，（2，1，0）1

とおいた。自由群丁（∋は

　　プ2＝乃蝋1，－4，－1，δ）パ4ニ∫6ぴ娘，2ら一5）パ6＝苗砥（2，1，◎，e）

によって生成される。基本領域の境界にある向き付けられたedgeに対しては、

　　　　　　　　　　e2　　＝　　η2ε3，　e4　　ニ　　74e5，　e6　　＝ご　　76e7
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の様に作用している。eイのr（1）＼△への像をεiと書く。ψ（う＝ψr（1）（うと書くことにし

て、

　　　　　ψ1　＝　ψ（εo十ε7；1），

　　　　　ψ2　＝　響¢3十64；1），

　　　　　　θ＝ψ（εo＋ε3力5＋ε6；1），

　　　　　　・一字｛一ψ（｛ε。，ε3，ε6，ε5｝・2）＋臨ε・・…ε・｝・2）｝

を考える。た≧0について、妬兎（r（1））＝H°伊（△），ω5｛△）／z，）「（1）⑧z，Qρと書くこと

にする。すると、ψ1，ψ2，θはM2（r（1））の基底である。　Atkin－Lehner　involutionア（3），

γ（13）及びHecke作用素7T（5）は

ア（3）＊

γ（13）騨

r（5）

ψ1

ψ2

θ

ψ1

仰
θ

仰

ψ2

θ

1

一
1

1

一
1

一
1

2　2

2　－2

2

，　　　　　　（5．6＞

，　　　　　　（5．7）

（5．8）

の様に作用している。

　　　　　　　　　　　　　　チ）｛　＝　　～ρ1十（＿1＋W5）（ρ2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

　　　　　　　　　　　　　　（ρ；＝（ρ1十（＿1＿万）〔ρ2

とおと、ψ1，備はcommon　eigenformとなる。ε3，ε13＝士1に対して、（2，2）型Abe1

－13）－5爾一一馴13）一　一現を
と書くことにする。すると、x∈凪（r（1））であり、

　　　巫（r（1））一｛1｝＋｛｝｝＋｛iト｛ゴ｝七｝÷｛∵｝剛

　　　　　　　・∈｛∵｝　　　　（51・）
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となる。

　丹（1）／τ（39）のgenusは0である。従って、丹（1）はhyperelliptic　curveでその方程式は

　　　　　　θ2＝A；ψ；2＋A；輌；＋獅；2，　　　　　　　　（5．12）

　　　　　　X2ニB就4＋B艶13輔＋B艶…29；2＋Bξ輌；3＋B踊4

の形をしている。ここで、・弔，B∫∈Q3（万）である。

　さて、志村［12］によって、

　　　　　　　　繁繋・Q，誓鰐i・Q（万）

である。

　ψ1，ψ2，θ，Xのuoにおける～ocα～e卯απ5ioπをmodulo　315で計算することにより、

　　　　　　繁一÷3587231m・d3141

　　　　　　饗ξ一［112・8842m・d315］　　　　（・・13）

　　　　　　饗一［57787・7m・d315］＋32［778・36m・d3131万

　　　　　　誓一［1594322m・d313］＋；［3776・3・m・d3’41万

を得る。一方、disc（B）＝3，ρ＝13の場合にも同様な計算をして、

　　　　　　警一［122・1・1m・d13り

　　　　　　警ξ一［73・・382m・d137］　　　　（5・14）

　　　　　　警1－11231・392m・d137］＋［53516622m・d137］万

　　　　　　雑一［62748516m・d137］＋［2752128・m・d137］遁

を得る。これらから、次のように推測する。

　　　　　　　　A6A；　　17
　　　　　　　　／4｛2　　｝　　2232

　　　　　　　　警ξ一謬　　　　　（H）
　　　　　　　　警1－5’7詰；；192＋2’3≒；；7’19遁

　　　　　　　　A6Bξ一一1＋5’7V豆
　　　　　　　　／4｛1ヲξ　　　　　　　　　3・19
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以下では、これを仮定する。

Q3の不分岐二次拡大1ζ3の元ωで1f3＝Q3（ω），ω2∈Q3となるものを固定しておく。

（5．6），（5．11）により、0ψf，Cψ；∈Q3（偏）×＝κ♂，0θ，　OX∈ωQζであって・0ψfと0ψ茎

はQ3上共役で

鍬，鰯・∬°（5爾，ω・爾・Q）⑧QQ（万），

0ψfψi，0ψ；鱈はQ上共役，　　　　　　　　　　　　　　　（5・15）

　　　　0・θ・∬°（5市），ω・命／Q），

　　　°・・∈H°（5爾，ω監，／Q）

となるものが存在する。（5．12）より0ψ押1，0ψ；輔，0θθ，Oxxの満たすQ（万）に係数を持

つ方程式を得る。

（・・θP一 隠A；（嘱）2＋。隠、A踊隔）＋鴎繊ψ；）2

（5．16）

（Ox）（）・－i竃Bδ（嘱P＋。鐵Bf（誕）3（嚇）

　　　　　　02
　　　　＋・；，き膓；8；（嘱）2（°…；）2

　　　　　　02　　　　　　　　　02
　　　　＋C。鷺ξ隔）（C…；）3＋～嵩BI隔）4

ここで・ 歳AI’喬B；・Qである・更に・鴎牢護A埠B8と宰
義Bfと毒聯Q上共役である・（H）によって・次のよう曙ける・

　　　　　　　　　　磨6－（一1＋3v夕）（1＋偏）・，

　　　　　　　　　03ψ1

　　　　　　　　　　　A｛　＝　　2・3α，
　　　　　　　　0吋0ψ8

　　　　　　　　　　量88－…（＿1＿㎡夕）2鵬6，　　（517）

　　　　　　　　。轟、Bf一プ（－1一万）（9＋8偏）÷，

　　　　　　　　　02
　　　　　　　　C・。き・，B；－2’196，

　　　　　　　　　ψ1　ψ2
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ここで、α∈Q（西）、α，6∈Qであり、αα’＝α2となっている。（α’はαのQ上の

共役。）∂∈Qとδ∈Q（万）でα＝∂δδ’でα＝∂δ2であるものがある。Φ1，Φ2を

　　　　　　　　　　　　δ0。㌣卜Φ1＋（1＋万）Φ・　　　　（5・18）

　　　　　　　　　　　　δ℃嚇一Φ・＋（1一万）Φ・

，とおく。更に、∂1＝1／8∂及び∂2＝α2／16b∂2とおく。すると、方程式（5．16）は

　　　　　　∂1（0θ0）2　＝　2Φi十6Φ1Φ2ヰ5Φ；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．19）

　　　　　　42（Cxλ〕2　＝　（3Φi十12Φ1Φ2十13Φ；）（Φ1十12Φ1Φ2十39Φ；）

となる・Z［疏］，Z［ヂ珂・Z［字］のδ一の・p・im・1・mb・ddi・gに対応するS輌

上の点を各々｛P1，P2，几，乃｝，｛（21，（22，（23，（24｝，｛（2｛，（2；，（2；，（2；｝とすると、

div（θ）　＝　　．P1十P2十・亀十・呂

div（X）　＝　　01十（92十（93十（24十（9；十（2；十（2；十（2；

であることが分かる。ここで、divはS市）上でとる。志村［12］，3．2．　Main　Theorem　I，に

より

　　　　　　　Q（∨⊂了百，P1）＝　Q（v廟，∨⊂T，V行豆）

　　　　　　　Q（～口す，（21）＝　Q（∨⊂5す，～／：百，　－d、（1－2㎡⊂百））

は各々Q（㎡⊂百）及びQ（～廟）のHilbert　class丑eldである。これより、

　　　　　　　　d1－（－3）oまたは1130または1　m・dQ・2，

　　　　　　　　∂、一（－1）oまたは1130または1m・dQ・2

を得る。（5．13），（5．17）より、∂1∈32zz＞，∂2∈－1・Q＞2が得られる。同様に、　disc（B）＝

3，P＝13の場合より、∂1∈132zz蓋3，∂2∈－1・Q晋を得る。従って、　d1∈Q×2，

∂2∈－1・Q×2。　∂1＝碍，∂2＝一鰐（ん1，た2∈QX、）とおき、更にθ＝属0θθ及び

X＝彪Ox　Xとおくと仮定（H）の下で志村曲線Sf而）の方程式を得る。

　　　　　　　02　＝　　2Φ…十6Φ1Φ2－｛－5Φ；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．20）

　　　　　　X2　＝：　一（3Φi十12Φ1Φ2十13Φ；）（Φi十12Φ1Φ2十39Φ1）
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