
平面6次曲線に沿って分岐する

dihedral　Galois　coveringsについて

高知大理徳永浩雄

　Introduct輌on

　この稿ではGalols群が2面体群の2。であるような分岐被覆に関し最

近わかった結果（係数体はすぺて複素数）を報告する。また，詳細は今準

備中の論文で述べることにしてここでは概略を述ぺるだけに止める．ま

ず、記号や言葉の準備から始める。

　定義π：X一今γは非特異射影多様体γの有限分岐被覆とする。Xの

有理関数体C（X）がγの有理関数体C（γ）のGalois拡大で、　Galois群

θα～（C（X）／C（γ））が2面体群であるとき、これをd泌edΣal　Gal◎is　coverlng

という。特に、Gal◇is群を明記するとき、　dihed臓I　Z）2πC◎ve壬lngと呼ぶ。

　ここでは論文｛Tlで展開したdihedral　Galois　coverlngを如何にして

構成するかということに一般論をP2の既約6次曲線に沿って分岐する

dihedral　Galois　coveringに関して適用する．まず，最初に出てくる素朴

な疑問は既約な6次曲線でdihedral　Galois　coveringのbranch　locusに

なるものはどれくらいあるかということである．この問題を考える理由

のひとつとして，例えば，既約な6次曲線Cに沿って分岐するdihedral

P2烏c◎ver塊があれば，基本群π1（Pへのは非可換群となるが，このよ

うな曲線の具体例は見つけるのが比較的難しいこと等が挙げられる．こ

のことから，dlhedral　Galols　coverlngのbranch　bcusとなりうる既約6

次曲線にはその特異点の形状においてかなりの制約があることが予想さ

れる．

　さて，基本的にはすべての既約6次曲線を扱うことが理想であるが，

これはかなり難しい問題のように思える．従って，本稿では次の2条件

を満たす既約6次曲線に扱う対象を限定する．

仮定1．　特異点は高々simple．

仮定2．　　少なくともひとつは3重点を持つ．

注意1．ここで特異点がsimpleというのは局所的な定義方程式が次
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のいずれかになることである．

　αη：　y2＋♂＋1＝0（η≧1）

d！九：　　¢（y2十τπ一2）　＝　 0（γz≧4）

　　ε6・エ3匂4ニ◎

　ε71yげ＋エ3）＝◎

　　ε8：エ3滝5＝◎

　注意2．仮定2には完全に技術的な条件であり，最終的には取り除く

ことが望ましいが今のところ，そのメドは立っていない．

さて，以上の準備のもと，我々の最初の結果は次の通りである．

　定理1．π：S－→P2はd輌hedralつ2抱c◎ver垣gで街ηは奇数，（ii＞

branch　locus△（S／P2）は上記2条件を満たす既約6次曲線という2条

件を満たすものとすれば，ηニ3である．

　これから結局，定理の仮定を満たすようなdih¢dral　1）2九coveringは

実はGalois群が3次対称群53のときのみ存在する可能性が出てくる．

このようなc◎veTingは実際に存在することがわかる．以下，このような

c◎ve瓢gに関して述ぺるが，その前にひとつ言葉を定義する．

定義既約6次曲線0が仮定1を満たすときそのindexを

i（0）＝Σthe　Milnor　number　of¢

　　　忽εS仇9（c）

と定義する．

　このlndexの定義は〔P〕による．

　さて，既約な6次曲線0が仮定1を満たすとき，0に沿って分岐する

double　coveringのminimahesolutlonはK3曲面となるのでそのPlcard

数は20以下であるこれから

0≦乞（0）≦19
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がわかる（cf［PD．

　定義．（Persson）仮定1を満たす既約な6次曲線0のindexが19で

あるとき0は既約なmaximizing　sexticであるという．

　仮定1，2を満たす既約6次曲線に沿って分岐するdihedral　Z）6
covering（以下，53　coveringと呼ぶ．）を考える際，　indexをひとつのものさ

しとして考えていくことにすれば，まず最初のステップとしてmaximizing

sexticについて考えるのが妥当であると思えるが，この場合には次の定理

が成立する．

　定理2Bは仮定1，2を満足する既約なmaximizing　sexticとする．0

の特異点のうちe6またはα3斥一1ぴ≧1）であるものが3つ以上あれば53

coveringπ：S－→P2でそのbranch　locus△（X／γ）＝Bとなるものが

存在する．

　系．0は定理2の条件を満足する既約6次曲線とする．するとπ1（P2＼

0）は非可換である．

　注意．一般に，0の特異点の形状だけで，δ3coveringの存在はわか

らない．例えば，仮定1を満たす既約6次曲線でindexが12，14，15，16，

18のときは特異点の形状が全く等しいペア01，02でOlに沿って分岐す

るδ3coveringの存在はするが，02に沿って分岐するような33　covering

は存在しないような例が存在する．このような曲線のペアはZariski　pair

と呼ばれる（［BD参照．

§1．dihedral　Galois　covering

　まず最初に［T］の結果を簡単にまとめる．

　π：X－→γはdihedral　D2πcoverillgとする・Z）2η＝〈σ，τ1σ2＝丁η＝

（σア）2＝e＞として，D（X／γ）をγのC（X）アーnormalization（C（X）丁は

アによる不変体を表す）とすれば，D（X／γ）はγのdouble　coveringで
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次の可換図式を満たす．

x
　　＼β2
π↓　　　　∠）（x／γ）

　　／β、

γ

ここで，β1：D（X／Y）一＋γはdouble　coverin＆β2：X－→D（X／γ）

はcyclicηcoveringである．我々のstrategyはπを直接扱うのではなく

D（X／γ）を介して0（X／γ）を捉えようというものである．まず最初の

命題は次の通り

　命題1．1∫：Z－→γは非特異射影多様体Y上のdouble　covering

で非特異かつ∫は緬lteとする．∫から決まるZのinv◎lut己をσで
表す．1）1，D2，、D3をZ上のe琵ectlve　divisor，ηは3以上の奇数とし，

さらに次の3条件を満たすとする．

1．D1と♂D1は共通成分を持たない．

2．D1＝Σ、α，D！1）で既約成分への分解とするとき，すべてのiに対

　し，0＜α、≦ぢでありα，達，およびηの最大公約数は1である．

3D・蝸D・～〆刀・拍⇒～は線型同値を表す・

　このときγのdlhedral　z＞2πc◎verlng　Xで（1）か（X／㌢）＝z，（輌1）

△（x／γ）＝△（Z／γ）u∫（Sμρρ（D1）〉を満たすものが存在する．

　上記の命題はcoveringを構成するための定理であるが，実は，上の

主張の逆もほぼ成立する．

　命題1．2．π：X－→Yはdlhedral　Z）2九（η≧3：奇数）c◎verlngで

D（X／㌢）は非特異なものとし，σはβ1から決まるinvolu垣onを表すとす

る．このとき，D（x／γ）上のe荏ectlve　dlvlsor∠）1、D2，　D3で次の4条件

を満たすものが存在する、

1．D1とゲD1は共通成分を持たない．
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2．D1＝ΣiαiD！1）で既約成分への分解とするとき，すべてのiに対

　し，0＜α乞≦号1である．

3．D、＋ηD2～σ＊Dl＋ηD3かつD2＋σ率D2～D3＋σ＊D3．

4．SupP（D1＋σ＊D1）はβ2のbranch　locus・

命題1．1，1．2の証明については［T｜を参照されたい．

命題1．2の系として次が得られる．

　系．π：S－→Σは非特異な射影曲面Σのdihedral　Z）2九（η≧3：奇数）

coveringとする．△（D（S／Σ）／Σ）はβ1のbranch　locus　Dは△（3／Σ）＼Σ

の既約成分とすると，Dと△（D（S／Σ）／Σ）は各交点で重複度2以上で交

わる．

§2定理1の証明の概略．

　π：5－→P2はP2のdihedral　Z）2n　coveringでIntroductinの仮定

1，2を満たす既約6次曲線Bに沿って分岐するものとする。この場

合β1：D（S／Σ）一→ΣはBに沿って分岐する．Bは特異点を持つの

でD（S／Σ）は特異点を持つ．従って，前節の結果をそのまま提供するこ

とはできない．そこでdobule　coveringβ1：D（5／Σ）一→Σのcanonical
resolution

　　　　　　　　　　　D（s／Σ）　←　　ε

　　　　　　　　　　　　β、↓　　　β1↓

　　　　　　　　　　　　P2　　←　　Σ

ここでΣ→P2は有限回のblowing－upの合成である．詳しくは［H｜参

照．SをεのC（S）－normalizationとしてβ2：S→εをcovering　mapと

すれば合成写像β2・β1はΣのdihedralの2九coveringで次の条件（＊）を

満たす．

（＊）△（S／ε）⊂exceptional　divisors　arising　from　the　resolutlon
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さて，定理1を証明するため，命題1．2をdihedralの2。　covering　3→Σ

に適用する．しかしながら，命題2のeffective　divisorsが満たす条件は

checkするのが相当面倒に見える．そこで，議論を見通しよく行なうため

に，εに次のような楕円曲面の構造が入ることに注目する．

　Bのtriple　pointエをひとつ固定する．エを通る直線1はBが6次

曲線であることを考えれば，Bと¢以外の3点で交わる．1を一般にと

ればこれらの3点は相異なる．従って，1はεで楕円曲線を定める．1を

色々と動かすことによりおよびエから現れるexceptional　divisorsの様

子を眺めることにより，εにはsectionを持つ楕円曲面の構造が入るこ

とがわかる．これを［P］に従いstandard丘bration　centered　atエと呼ぶ．

　ψ：ε→P1でstandard丘bration　centered　at　zを表す．さて，　canon－

ical　resolutionε→D（5／Σ）の作り方からexceptional　divisorsはψの

singular丘berおよび上記の説明に出てきたτに対応する特異点のreso－

lutionから決まるsecti・n　30に含まれる．従って条件（＊），と§1の系か

らβ2のbranch　locusの既約成分はすべてψのsingular丘berの既約成分

で50と交わらないものになることがわかる．そこで命題1．2の条件を楕

円曲面のsingular　6berの既約成分の言葉で書き直して，［S］，　Theorem

1．3を適用すれば，［T］§4CLAIMと同様の議論を少し精密に行なえば次

の事実がわかる．

　命題2．1．π：5→P2はdihedral　Z）2π（η≧3：奇数）coveringで

Introductionの仮定1，2を満足する既約6次曲線に沿って分岐するもの

とする．ψ：ε→P1は上で導入した楕円曲面とするときεのMordeU－

Weil群MW（ε）は位数ηのtorsionを持つ．

　命題2．1から楕円曲面εは非常に限られたものになることがわかる．

特に今の場合，Bの次数が6であることと仮定2からεはK3曲面であ

る．従って［q，Theorem　2．2よりεのtorsionで奇数位数のものの位数

は3，5，7に限られることがわかる．従って残るはdihedral　Z）10　covering

とdihedral　Z）14　coveringが存在しないことを示せばよいが，これらの場

合は楕円曲面のsingular　6berのcon6gurationの可能性が比較的少ない

ことがわかるので各場合をしらみつぶしに消去してゆくことによってこ

れらの場合がおこらないことがわかるが繁雑になるのでここでは略すこ

とにする．詳細は現在準備中の論文を参照されたい．

一 129一

6



§3定理2の証明の概略．

　記号は前のものを踏襲する．前節の命題2．1によればdihedra1の6

coveringがあればεのMWε）は位数3のtors三〇nを持つことがわかる

が，8のindexが19のときは実はこの逆が成立する．すなわち，

　命題3．1．－8はIntτoductlon仮定1，2を満足する既約なmaxlml21ng

sexticとする．εは前節同様，βに沿って分岐するdouble　coveringの

canonical　resolutionを表す．¢をBのtriple　poirltととしψ：ε→P1で

standard丘bration　center¢d　atエを表す．もし楕円曲面ψ：ε→P1が位数

3のtorsionを持てば，　dihedral　D6　coveringπ：S→P2で△（5／P2）＝B

となるものが存在する．

　証明のアイデア：（i）3で◎Tder　3のt◎rs輌◎nを表す．［S］Lemma＆1

の（8．2）を用いて3がどの様なdivis◎TにQ一線型同値になるか調べる・

　（輌i）その同値を書き直して命題L1の条件を満たすようなe猛ecも輌ve

divisor　D1，　D2，　D3を見つける．

　さて，上記の命題によりBがmaximizingであるときはcoveringの
存在がelliptic　K3曲面の3torsionの存在と同値であることがわかる．3

torsionが存在するための十分条件としては次のものがある．

　命題3．2．p：ε→P1はextremal楕円K3曲面（Picard数〆ε）＝20

かつアαηU4W7（ε）＝◎）のとき，　singular§berでtypeが1V，1レ＊，また

は∫3夫G≧1）であるものが3つ以上あればMW（ε）は位数3のtorsion
を持つ．

　この命題の証明はIM－P］Proposition　4．4の証明を上の条件の場合に

少しmodifyして得られるが本質的には同じなのでここでは略す．

　さて，定理2の8に沿って分岐するd◎ubl¢c◇verlngのcan◎nlcal

resolutionεが命題3．2の条件を満たすかということが問題となるが，

standard且ratin　centered　at¢がextremalであることは［P］p．283　Corol－

laryよりわかる．また，　singular　fiberに関する条件はcanoical　resolution

を丁寧にみれば容易にcheckできる．
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　　　最後に定理2の条件を満たすmaximizing　sexticで存在がわかってい

るものの例（特異点の形状）をいくつか挙げる：

　　Lε6，e6，ε6，α1，

　　2．ε6，｛z2？α2＞κz2＞α5う

　　3．　ε6，ε12うa≒F≒「　（λ、、

　　4．e6，α2，α3，α5，α8ツ

　　5．e6，α2，α2，α8，α1，

　　6．∂5，α2，α2，α2，α8

　　　上記の曲線の存在は直接ではなくむしろ，楕円1〈3曲面の存在からわ

かる．
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