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1．序

　一昨年および昨年に4次元のゲージ理論（特にトポロジーへの応用）は様相を一変させました．

その契機となったのは，Seiberg－Wittel1という物理学者による“双対性”の研究でした．これは

70年代に発見されたOlive－Montmlenの“電気磁気双対性予想”をN＝2の超対称Yang－Mills

理論に適応するようにmodifyしたものです．この研究を通じてsu（2）インスタントン方程式

の双対であるところのU（1）モノポール方程式が発見されて，DonaldsOll理論では主に技術的な

理由で困難であった数々の問題が次々と解かれていきました、また純粋に物理的な動機づけか

らも‘‘双対性，，はN＝2の超対称Y祖g－Mills理論だけでなく，様々な弦理論について活発に研

究されています．

　これらのる‘双対性”において実は，ゲージ群は，L観gl翻由磁alに変えなければなりません．

また，なぜだか理由はよく分かりませんが1様々な場所に楕円曲線が顔を覗かせています．これ

らを聞いてLanglands双対性を思いおこすのは私だけではないでしょう2．今のところ登場人

物が共通しているというだけで，これからどう発展していくのか海のものとも山のものとも分

かりませんが，Langlands双対性の高次元化への第一歩として考えて見たらどうだろうかと思

います3．

　さて，Langlands双対性を念頭において，モジュラー形式の対応物としてインスタントンの

モジュライ空間のホモロジー群をとることにします4．次に考えなければならない対象は，い

ささかこじつけ的であると思われるかもしれないが，‘‘｝lec畑環”です．§3で局所大域原理と質

量の類似を説明するときに詳しく述べますが，高次元の理論である為に4次元多様体の中に埋

め込まれた部分多様体に対応する｝lecke作用素も導入する必要がでてきます．するともとの

Langlands対応の場合と大きく異なることとして“Ilecke環”が非可換になります、その理由を

標語的に言えば，　U一マン面の上の二つの点は一般には交わらないが，4次元多様体の中の部

分多様体は，少々動かしても交わらないようには出来ない」からです．

　この論説の内容に近い話しを賢島のLanglallds対応の研究会でしました．そちらの講演の記録を数理研の斎藤

さんに作っていただく予定になっていますので，そちらのほうも合わせてご覧ください．また，｛刈も参考にして

ください．

　‘私だけが分かっていないという意味でなく，だれも分かっていないという意味です

　2実際，Gin語雛g．Kap，翻◎v．Va部erotもLallglands’ecl智ociもy’or　s撚’ace8などと言い出しています．141

　3同じく物理から動機つげられた双対性としてミラー対称性があり，活発に研究されていることはご存じのこと

であると思います．ゲージ理論の双対性も活発に研究されてしかるべきと思いますがそうでもないことが残念で

す，

　4インスタントンのモジュライ空間の上の何かを考えることは自然です．しかしホモロジー以上に精密な構造を

取り扱うことは現在のところほとんど不可能であります．
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　というわけで，ここ数年，特に代数曲面上の正則ベクトル束のモジュライ空間5の場合につ

いて，主に有理曲線に対応するHecke作用素を調べてきました．ナント非常に驚いたことに，

a伍ne　Lle環が我々のHecke環として現れました．　a危le　Lie環は、有阻次元Lle環に値を持っ

Laurent多項式の成すLie環をcentral　extells▲onしたものですが，これが2次元の理論例え

ば共形場理論と馴染みやすいのは当然であります．ところがどう想像しても結び付きそうもな

い4次元の理論にも，何故かa伍醍Lle環が現れるわけです6、今のところ希望でしかありませ

んが，a硲ne　Lle環が現れる理由と，‘‘双対性”において楕円曲線が現れる理由は何らかの関係が

あることが分かればよいと思います．例えば4次元ゲージ理論の裏のどこかに（今はまだだれ

も見ることが出来ないが）楕円曲線が隠れており，その上の共形場理論を通じてa伍ne　Lle環が

現れるということになると私は非常にうれしいです．

モジュラー形式の理論4次元多様体のゲージ理論

素数一Spec泌 4次元多様体上の点や

部分多様体C

モジュラー形式

の空聞

インスタントンのモジュライ空閲の

ホモロジー群

Ilecke作用素 我々のIlecke作用素

Ilecke環 amne　Lie環

　一般の4次元多様体ではなく代数曲面しか扱っていない理由は，一般のときにはモジュライ

空間を調べる方法がないという技術的なものですが，埋め込まれた部分多様体としては0と2

次元のものしか考えていないのは，4次元ゲージ理論において本質的な対象であるだろうから

と思っています．もし，将来Calabi－Yau空間においても同じような考察ができる時代がくれば，

実3次元の部分多様体が本質的な役割をはたすに違いありません（｛111）

　以上のようなわけで，現在までのところ理解したという状態からは程遠いのですが，ここで

は幾つかのa伍lle　Lie環が現れる例について，城崎では述べる時間のあまりなかったAI、E空間

まで含めて紹介したいと思います．いわばこれらは，現象の理解を深めて行くための　匡験」

です7．理論を構築することは，今後の大きな課題としたいと思います．

　弦理論の“双対性”について最近の動向を紹介することは私の能力をはるかに越えてしまい

ますので，私に取って一番分かりやすいN＝4の超対称Yang－Mills理論（場の理論であって

弦理論ではない）における‘‘双対性”を§2でまず紹介します，これが以降の話しの動機づけと

なります．そして，§3においてLanglallds哲学の根底にある局所大域原理と物理学における質

量の概念の類似について述べます．これは，高次元Lallglands哲学におけるHecke環の重要性

を説明してくれるものと思います．この論説で数学の結果が述べられているのは§4，§5だけで，

　5D・nald80nの定理によって代数曲面の場合にはインスタントンのモジュライ空間と同じ．但し安定なベクトル

束のみを取ってくる必要があります

　6そもそもa懸聡Lie環にたど句着いたのも一朝一夕ではありませんでした．私の動機は、　Rl董茎gelと垣s頭gの

量子展開環の上三角部分の簸による構成をKr・nheimer－NakajinlaのALE空間上のADHM構成により理解する

ことにありました．またG6ttscheや吉岡くんがモジュライのHetti数を計算して，そこにaHine　Lie環の指標を

発見しました．これら数々の状況証拠から今書いているような考えにいたったのです．

　7この慧味で私のやっていることは　漢験数学］です
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そこで“Hecke環”が具体的に調ぺられる例について紹介します・また，弦理論の“双対性”につ

いては最後に少し述べますが，これは私は理解していない話しなので文献を記録しておく以上

の意味は持ちません．

　appendixにHeisenberg代数とa田ne　Lie環についてまとめておきました．【71の教科書の必

要な部分だけを取り出してきたものです．

2．VぱAWI□がによるN＝4超ヌ寸称Y姻ぴ沌孔S理論の双対轡

　序で述べた‘‘双対性”が顕著に現れる例として，N＝4の超対称Yang－Mills理論について紹

介しましょう．“双対性”が成立することの意味は，Langlands双対性ではL関数が一致する

こととして解釈されますが，物理では分配関数が一致することとなります．しかし，一般に分

配関数を計算することは非常に難しいので，70年代から予想はあったもののなかなか意味のあ

る根拠づけを与えることが出来ませんでした．Vafa－Witten　l14］のアイデァは」V＝4理論で

Lagrangianを少しmodifyしてやることによって，位相的な不変量を分配関数として書いてや

り，それを計算してチェックするということでした．

　xを向き付けられた4次元多様体（とりあえず、コンパクトとします）とします．Gを半単

純コンパクトづ一群として，（㍗をそのL題gl頭白dua至とします．θを構造群とする位相的

なバンドルPを考えて、対応する反自己双対接続のモジュライ空間を鰍（P）とします．モジュ

ライ空間のオイラー数x（功（P））の定める母関数を考えます．

　　　　　　　　Z（・，G）イx（x）／12Σqた（P）X畑（P））；9＃・xp（2・∋

　　　　　　　　　　　　　　　　　P
但し、★（P）は、Pのインスタントン数（第ニチャーン類みたいなものです）です．一般には整

数にはなりませんが，例えばG＝SU（2）なら整数ですし，　G＝SO（3）なら整数を4で割った有

理数です．また、上の和は全てのバンドルを動かして取ります．（第一チャーン類と第ニチャー

ン類を動かすと思ってください．）x（X）は，Xのオイラー数とします．

　このとき，“双対性噺は

　　　　　　　　　　　　　2（÷G）一土G）ス（x）／2z（γ，cV）

となることを予想します．一般にGとG∨は異なるので注意が必要ですが，上の式は，Z（γ，G）

がweight　X（X）／2のモジュラー形式であることをほぼ意味します9、実際，　Vafa－Wittenは

Z（γ，SU（2））が，　Fo（4）に関してモジュラーであることを上の式から導いています．（G＞のLang－

Iands　dualがGであることと，9Wq＋4でZ（ア，　SO（3））が不変であることを使えばすぐでて

きます．）

　これは恐しく強い結果で，無限個あるPのうち，有限個のx（鰍P））の値が決まってしまうだ

けで他の全ての値も決まることが，モジュラー形式の有限次元性から従います．異なるPのモ

ジュライ空聞の問にはそれ程明らかな関係はありませんから，これは非常に驚くべきことです．

　さて，Vafa－Wittenはいろいろな4次元多様体Xについて上の式をチェックしました．基本的

に数学者の計算を使います．数学者の結果があるのはXが代数曲面のときだけで，そのときは

X（妨（P））をGieseker－Maruyamaのコンパクト化，すなわちse㎜istableなtorsion－free　sheave8

　8この節の内容は，http：〃www，math．tohoku．㏄jp／の私のホームページにおいて紹介されています．

　9境界条件については何も分かりませんが．．．
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のモジュライ空間とすると答えが合うようですlo．　K3曲面のときは，　Gδttsche－Iluybrechts［61

によってclかc2がoddであればモジュライ空間は非特異で，オイラー数は適当な点のIIilbert

3chemeのそれと同じになりますが，　Hilbert　schemeのオイラー数の母関数は，　G6ttsche【5｜に

よって計算されていて，本質的にDedekilldのη関数になります（§4参照）．また射影平面のと

きには，吉岡君の計算1181があります．但し、この場合は，weig｝ltが3／2という難しいモジュ

ラー形式が出てきてしまうので，私は良く理解しておりません．詳しいことは，文献も含めて

｛141を見てください．そしてコンパクトではありませんが，A硯空問のときには，私の計算に

よってaf6ne　Lie　algebraのstriま1g　functlonが出てきます11．

　実は，上の議論は話しを分かりやすくするために，少し嘘を書いてしまいました．一般にイン

スタントンのモジュライ空間m（P）は，1）コンパクトとは限らない，2）オイラー数X（m（P））

はXのリーマン計量の取り方に依存する，という困難があります，このうち2）の方は、本当

は，次のような方程式のモジュライ空間の個数を数えるということで説明されます．

（1）

ここで｛C，C｝の定義は述べませんが，　Cの二次式です至2．この方程式のvirtualな次元は◎で

あり，pertubationを行えば実際にモジュライ空間は0次元の多様体，すなわち点のunlonにな

ります．このあたりの議論は，通常のSU（2）インスタントンのモジュライ空間のときと同様に

証明できるはずです．（細部はチェックしてませんが．（＾ご；））

　また，8＝0＝0はインスタントン方程式吋＝0に一致しますが，このとき（1）の上の式

の右辺をモジュライ空間の上のベクトル場αをΩ1（AdP）であると思ったもので置き換えて

perturbするとα＝0となる点の個数を勘定することになりますから，オイラー数という感じ

もつかんでいただけるのではないでしょうか＿

　但し，今のところρe撫凸した後のモジュライ空間がコンパクトになるかどうかがよく分か

りませんので，不変量を数学的に定式化するまでには至っていません．

　また，モジュライ空間のGies¢ker－Maruyamaコンパクト化が特異点を持つときは数学者の結

果はありませんが，オイラー数は整数と仮定してしまうとうまくモジュラーになってくれませ

ん，例えば，K3曲面のときにはCドOでc2　evenのときのモジュライのオイラー数をモジュ　・’｛

．乏㌦性かち逆算すると，（整数）／4といった数が現れます．

　先に進む前に§1で述べたことと関連して一言注意しておくと，楕円曲線の周期アは母関数

のパラメータとして出てきているので，楕円曲線を見るためには全てのインスタントン数のモ

ジュライ空間を同時に取り扱うことが必要であると思われます．通常の幾何では，異なるイン

スタントン数のモジュライ空間の簡に関係を見ることはそれ程容易ではありません．以下の節

で，‘唱ecke環‘を通じて，モジュライ空間達を一度に扱うことを見ます．

　10Roanによれば，一般の4次元多様体のときには，　Uhlenbeckのコンパクト化のオービフォールド・オイラー

数を使うとうまくいくのではということでしたが．＿

　11どうでもいいことだけど，物理屋　：数学屋＝理論　：実験という式が成り立っていますねえ．

　12Seiberg－Witten方程式によく似ていることがお分かりいただけるかも知れません．（B，C）に関してhyper・

K＆hlennoment　mapであるという共〕邑点を持っています．
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3．局所大域原理と質量の類似

　例に入る前にIlecke環がなぜ重要であるか，私の理解を述ぺ，さらに物理における質量の概

念との類似について述べます．いささか手抜きで申し訳ありませんが，これは代数シンポジゥ

ムの講演録の原稿を少し手直ししたものです．

　そもそもの局所大域原理は数論におけるIlasse原理，すなわち整数解があるかどうか調べる

のに各素数Pについてmod　Pで解があるかどうか考えるとよい，というような素朴な考えな

のですが’3，いろいろなところで本当に成立する例が知られています．局所をまとめて大域を

調べるというアイデァを生かして，4次元多様体についてもSU（2）一ゲージ理論を各点毎に局所

で調べて，大域な対象であるところのインスタントンのモジュライ空間を調べることができな

いだろうか、と考えるわけです、

　なぜそういったことが成り立つことが期待できるのだろうか，ということについては物理に

おいては明快な説明があります．そもそもDonaldSOI1の理論や上で扱ったVafa－Wi七tenの理論

など，数学で扱っているものはすべて多様体の微分構造にしかよらない理論で，定義をすると

きに人工的にRiemalm計量を導入する必要がありますが，最終的な答えは計量にはよらないも

のです，そこで計量に正の数をかけてどんどん大きくしていくことを考えます．二つの異なる

点の距離はどんどん離れていきます、相互作用を司る粒子がもし質量を持てば，遠い距離の二

点の間を行き来することができません．結局，極限では異なる二点の間の相互作用は0になっ

てしまうわけですから，4次元多様体はバラバラになっていると思ってよいと言うわけです．こ

れが局所大域原理が成立することの物理的な説明です．i私の解釈ですので間違っていたらす

いません．）

　上の素朴な議論が成り立つのであれば，多様体がどのようにつながっているかはほとんど関

係なくなって，そもそもDonalds◎n理論で深い不変量が導かれるはずがありません、その理由

は粒子の質量が0であるからに他なりません．（物理ではmass　gapがないと言う．）そこで

Witte11〔151は，4次元多様体が射影曲面のときに，正則2形式（すなわち標準束κxの切断）を

用いて無理矢理に質量を与えることによって局所大域原理が成立する状況に持っていってやっ

たのです．ところが，正則2形式が消えているところ（＝曲面の標準因子）には質量を与える

ことができないので，そのホモロジー類が1）onaldsol1理論を統制するKronlleimer－Mrowkaの

baslc　claSS14として見えてくるわけです．よってヲbasic　cl総sesは局所大域原理が成立しない障

害であると考えたらよいのではないかと思われます．もしくは，basic　classは2次元の部分多

様体であるのだが，それはもはや分割できないという意味で，点であると考えたらよいかと思

います．

　上の議論では一般の4次元多様体については質量を与えることができませんでした．しかし

Seiberg－Wittenの双対性によって質量を持たない粒子の正体がU（1）一モノポールであることが

分かったので，それが局所大域原理の障害であるところのi）頑cclaSSに関係するわけです．

　さて，元々の局所大域原理においてlocalからg｝obalに戻るときにキーとなるものとして，

Hecke環と言う対象があります．　Ilecke環の元は，局所的な対象を用いて定義されます．各素数

　13局所大域原理，およびそれが顕著にあらわれるLa÷唱la］lds哲学については，　Gelらar紺）論説縄がいい文戴で

す．

　14ここではbasic　cla83の説明はしない．　basic　classは4次元多様体の不変量で，　Donaldsol1不変量がこれと交

叉形式で決まることが知られている
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ρに対応してモジュラー形式の空問にHecke作用素が定義されます．4次元ゲージ理論で対応

するような作用素を固のときには，2次元の部分多様体に沿ってひねる操作、［91のときには，

点の回りでひねる操作としてモジュライ空間のホモロジー群上の線形写像として導入しまし

た．古典的な複素至次元＝実2次元の場合と違って，我々の場合には2次元の部分多様体も
“ 点”であると考えなければいけないので，それに対応するIlecke環も考える必要があるわけで

す．名前については問題もあるかもしれませんが，取り敢えず“Ilecke環”と呼ぶことにします．

4．H玖SEN糖Rg　A妻．GEBRAと｛£数曲面上の点のH猛BE肌SCHEME

　さて今までの節でお話をしてきたことを実際に確かめることにしましょう．とは言っても，イ

ンスタントンのモジュライ空間，もしくは正則ベクトル束のモジュライ空間のホモロジー群を調

べることはそれ程やさしいことではありません．というわけで，最初に小手調べとしてHilbert

§由emeを考えることにします．これは階数1の桓衙o）妻在ee§細af　Eで，そのdoub］e　dual　Ew

が垣vialなOxであるもののモジュライ空間であるという意味で，階数1のゲージ理論であ

ると考えることが出来ます．

　また，高い階数のときもGieseker－Maruyamaコンパクト化の境界には，　torsion－free　sheafが

現れ，Ew／Eは有限個の点に台を持った層であり，その憎報は1頚bert　sche呈Ileの様子とほとん

ど同じであるはずと期待されています．

　先の節で述べた局所大域原理が成り立つであろうことは、ll川）crt　SCh℃mCの場合には直感的

にはほぼ明らかではないでしょうか？実際，そうであって，本当の点に対応するHecke対応だ

けでホモロジーが全部表わされてしまうことを以下説明します．

　Xを射影曲面とし，sn〈X）をXの灯次の対称積とし、ぎ同をXのcoleng儀ηのθxのイ

デアルの成すHilbert　sc畑meの成分とします．このときイデアルに対してそのsupp◎rtをおも

み付きで対応させることによって写像れX回→5n（X）が定義されます．

　このとき次のことが知られています．

命題2．πは特異点解消である．

　G6tt8cheはEllingsmd－St吻nme【2］のX＝CP2のときの結果を踏まえて一般の射影曲面

についてX回のBetti数を計算しました．結果は次の通りです．

定理3｛G6tもsche｛5D．　X｛”1のP・incar6多項式を吾（X｛nりとするとき，その母関数は次で与え

られる。

£ゲ君（xln】）－i（1一蒜　：元；i芦畿蒜1艦，。戸、。，

n＝O　　　　　　　　　　　　m＝1

但し，奴X）はXのi一伍Bettl数である．

　∬．（X）の基底｛［011，＿，10NDを取り，それぞれはびという（実）部分多様体で表現されて

いると仮定します．交叉形式に関するその双対基底｛μ）ll，＿，［DNI｝もやはりまた（実）部分

多様体で表現されていると仮定しましょう．このとポ各ξとm∈Z＼｛◎｝に対してIIab戯
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schemeの直積の中に次のような（実の意味の）correspondence君【m】を考えます．

Hx嗣・x同⊃綱些｛隠；隠：：霊㌶；：1：：：；1：1：；

ここで，Hilbert　scllelneの点はideal　sheafと思って包含関係を書きました・またSupP（、71／万）；

｛ρ｝は巧と万が点ρの外では同型であるという意味です．

　さて，Pi［m｜のホモロジー類は，次によりX同のホモロジー群の直和の上に線形写像を引き

起こします．（correspondenceから写像を作るいつものやり方だが，成分が無限個出てきている

ことに注意）

　　　　　　　　　　　　　　㊥仏（x回）→㊥仏（x画）

　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　　　・H（ρ1）．（（ρ2）＊C∩囲η・ID

ここで，ρ輌はxln＋ml×X同の第i成分への射影とします．また君［mjの（成分の）次元によっ

てホモロジーの次数のずれが決まることに注意します．πによって次元が異なっているので，ず

れはηによって異なります．

　さて，上の写像も同じ記号乃｛吋で表わすことにします・

定理4．㊥仏（x回）に働くoperatorとして次の関係式が成立する15．

（5）　　ひlm四・］一（－1）dim・びdim・c」ち回君【m］＋δ、、δ。机。（－1）・＋1・・1

但し，1は恒等写像である．

　各iごとに，君｛m］（m∈Z＼｛0｝）達は代数を定義しますが，上の（5）は，dimびが偶数のと

きは無限変数のIleisenberg代数の，奇数のときはCli∬ord代数の基本関係式に他なりません．

（君回は何でもよい．）また異なるiに対しては，作用は可換です．

　戊（［o｝は一点からなりますので，その0次元ホモロジー群1／o（X［町はcanonicalなvector　1

を持ちます．このベクトルに対して上で出来たHeisenberg／Cli∬ord代数を作用させて既約表現

が出来ます．このとき，指標公式（8），（9）とG6ttscheの公式を比較してみると，次の系が分か

ります．

系6・㊥」1．（X｛n】）は，Heisenberg／Cli∬ord代数の表現空間として既約である16．

　これらの結果は，びやぴを代数サイクル（奇数次のときは無理ですが）で表わせば，おそら

くCh・w群でforlnulate出来ると思います．但し，一般にはD‘とびを同時に代数サイクル

では実現できないでしょうから，その場合には（5）においてδ‘」のところをD↓とc」の交叉数

に代えなければならないでしょう．

　15（－1）n＋1πという数は最初は0でないことしか証明できませんでしたが，Ellingsrud－Str¢mmeが計算してく

れました

　16今のところ，G6ttsclleの公式を用いない証明はない．　G6ttscheの公式の証明にはWei1予想が用いられるの

で，（射影的でない）複素曲面に対して同じ公式が成り立つかどうかは不明
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5．ALE空間上のインスタントンとAFFINE　LIE環

　この内容については，既に何度もお話ししましたし数理研の講究録883に同様の内容があり

ますので簡単．にまとめることにします．但し、数理研講究録883を書いたときには，a伍ne　Lie

環でなく，有限次元Lie環の作用しか考えていなかったので，その様な記述になっています．ま

た，一番簡単な．41型のときに限ることにします．

　まずXをA、型ALE空間，ここではC2／｛土1｝の極小特異点解消，すなわちCP1のcotangent

bUIldleとします．通常のコンパクトな空間上の正則ベクトル束のモジュライを記述するとき

は，階数とChern　classを止めるのですが，　n・nc・mpactな空間を扱っている関係上，境界条件

として無限遠53／｛土1｝の上の平坦な接続ρを決めることにします．そして正則ベクトル束と

しては，対応する接続がρに収束しているものを考えます．モジュライ空間を動（ρ，c1，c2）で表

わすことにします．正確には，torsi・n－free　sheavesのモジュライ空間（Le．，　Gieseker－Maruyama

のコンパクト化）を考えなければいけません．以後，このあたりはあまり気にしないことにしま

す．但し，階数1のときだけは直線束だけ扱っているのではないことに注意しなければいけま

せん．

　平坦な接続と言っても，基本群｛士1｝の有限次元表現のことです．McKay対応17によって，既

約表現はa缶ne　Dynkin　graphの頂点に対応しますが，　Al型ですからtrlvialな表現とそうでな

い表現の二つの頂点に他なりません．一般の表現に対しては，表現の既約分解ρ＝ρ『m°ΦρPm1

を考えれば，moAo＋m1A1を対応させることによってa冊11e　Lie環の0でないdominant　we三ght

を対応させることが出来ます．（A。，A1は基本ウェイト．すなわち，　appendixのん。，ん1，∂の

dual　basisがA。，　A、，δになるように決めたものです．）あとで構成される表現のhighest　weight

がこのweightに一致することになります．

　さて，表現の作り方は前節とまったく同様で，モジュライ空間の積の中にしかるべくcorrespon－

dellceを与えて，モジュライ空間のホモロジー群の上にoperatorを作ればよいのです．これには

非常に自然なものがあって，parabolic　holomorphic　vector　bulldleのモジュライ空間甲（c1，c2，ρ）

を使えばよろしいのです．この空間は，elementary　m・di丘cation

0→E’→E→0Σ（－1）→0

の空間（E，E’）を開集合として含みます．ここでΣは例外集合のCP1です．

　このcorrespondenceとEとE’を入れ替えたcorrespondenceでeoと♪oを定義します．また

e1と五は，0Σ（－1）を0Σで置き換えたものです・ただ一つ前節と違うことは，　c・rresp・ndence

の次元がモジュライ空間の積の次元の丁度半分であり，これから中間次元のホモロジー群が中

間次元のホモロジー群に移されることが分かります．

　またCartanの元んoは，丘rst　Chern　class　c1をはかるoperatorになります．そしてdは

sec・nd　Chern　class（・r　second　Chern　ckaracter）をはかり，Kがidentityの階数倍になるよう

にします．すなわちレベルが階数に等しく，ウェイト空間は，C1，C2を止めたモジュライ空間の

ホモロジー群に等しいようになります．ρはずっと固定されていて，elemen七ary　modi鉦ation

でも変わらないことに注意してください．

　主結果は次の通りです．

17McKay対応については数理研講究録883をご覧ください
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定理7．㊥。1，。，∬1而d沮。（⑰（ρ，c1，c2））の上に上の仕方で定めたOperator達は，　a伍ne　Lie環の定

義式を満たし，lligh礁st　weighもがρで定まるdomillant　weiglltになっている様なilltegrable

hl酔est　weig絃表現になります．

　この例や前節で調べた例を見ても分かる通り，有限次元Lie環でなく，af翫e　Lie環が出てく

る理由は，C2もpararnetrizeしているからに他なりません．代数曲面の∬ちの交叉形式がルー

ト系のC鍵tan行列に似たものであることは，　ALE空間，すなわち単純特異点の特異点解消だ

けにとどまらずいろいろなところで観察されているわけですが，モジュライ空間を考えて∫了4

の情報も取り入れたところにa田ne化された理由があるのではと思っています．

6．その後の進展について

　序で少しほのめかしたように，物理で現在話題になっているのは弦理論の双対性です．弦理

論のclassicalな極限として場の理論があり、上で見たような場の理論の双対性は，弦理論の双

対性から従っているのだというというものです．しかし，なぜ双対性が成立しているのかとい

う根源的な問いかけに答えることはまだ出来ていないようです．

　弦理論には、タイプIIA，タイプII8，ヘテロティックなどの幾つかのバージョンがあり，それ

らの間に双対性があることが予想されています．弦理論ではtarget　spaceの10次元の時空が

lR4×（Curved　space）となっている状況を考えるのですが，双対性で理論を移るときに（curved

space）は変わります．我々の状況と近いのは，　cwv¢d　s｛）ace昧K3曲面のタイプ｛IA理論と

curved宮pace＝r4のヘテロティック理論です．　Vafa［131によれば，　K3が特異点を持…つときに，

対応するヘテロティック理論を考えることによって，我々のa∬ine　Lie環の作用が物理的に説

明されるということです．残念ながら私は，このヘテロティック弦理論について何も理解して

いないのですが，数学にも応用が期待できるようです。［1，17L

　以上の動向により，楕円曲線が現れた理由を説明できる第一候補として，弦理論をあげてよ

いのだろうと思います．もしも，数学者が弦理論を本格的に考えなければならない段階にきた

とすれば、非常にうれしいことだとおもいます．

APP露NmX　A．　HEIs£NB斑G代数とC鍼WORD代数

　Heisenberg代数とCli∬ord代数とその表現論について簡単にまとめておきます．参考文献は

［7，§9．131です．

　無限次元のIlei織berg代数5は生成元P嗣｛m∈2＼｛0｝）とKを持ち，次の関係式で定

義されるLie代数です．

｛ぎ）lm㍉ρ｛nl　l＝灯蓄δm栖◎κ

　各α∈Cぬとd∈Cに対して，無限個の変数の多項式の全体の空間R＝C［ω、，巧，＿］の上に

5の既約表現を次のようにして定義することが出来ます．この表現は，bosonのF・ck空間と呼

ばれています．

刺一
｛ご㌔：：い一・H・
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この表現はhighest　weight　vectodを持ち，1～は

　　　　　　　　　　　・ぽ…ぼ一ρ目」1ρ｛－2］戊・…ρ｛一・門．

という形の元で張られます．

　さらに阜を次で与えられるde酌atlon碗によってcet由al　exte瓢onします．

　　　　　　　　　　　　　　　　［∂o，ρ｛7剛＝η切レnl

上で与えられた表現Rは

　　　　　　　　　　　　　　　　あ⇔Σm輪蒜・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m
によって拡張されて，次の指標公式を満たします．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（・） 　　　　　吐・・し刀く・≒）・

　次に，Cli荘ord代数Clは，ρ｛m］（m∈Z＼｛0｝）とκで生成される代数で，次の関係式で与え

られるものです．

　　　　　　　　　　　　　ρ回ρ同十ρ回∫，｛ml・驚nδ凧楓oκ

すなわち，Heisenberg代数の基本関係式において交換子を反交換子に置き換えたものに他なり

ません．

　無限次元のベクトル空間γ＝C∂〆㊥C∂♂㊥一・の外積代数F＝〈章レの上にClの表現

が次の式で定義されます．これはfermiOI1のFock空間と言われています．

　　　　　　　　　　嗣一｛惣：：ll・一

ここで」は内部積です．この表現もh｛ghest　weight　vector　1を持ち，

　　　　　　　∂¢‘竃∧…〈∂¢輌冗＝ρL司…ρ仁司i，　　（i1＞i2＞…＞in）．

という形の元で生成されます．さらに，諺を

　　　　　　　　　　　　　　　　　［∂，P【吋］＝mp［m］

によって定義すると，、Fに

∂（姥∧・一く輪）パΣら）軌く…・輪・

によって作用します．このとき指標公式は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（9）　　　　　　t・・♂＝H（1＋め・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1

となります．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　－125一
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　　　　　　　　　　　　APPENDIx　B．　AFFINE　5｛2について

　amlle　Lie環の一番簡単な乳についてまとめておきます．詳しい文献は【71です．

　a2は5【2⑧q£，1－1】㊥C∬ΦC∂に次の式でLie　bracketを定義したものです・

　　　　　　　　　　　｛x㊧gm十α∫ζ十エ∂パ1⑭ln十6∫ぐ十シ司

　　　　　　二【工｝り㊦g瞬nΨ筑γ⑭／n一苗持x⑱乏m十t苦（xγ）mδ奪，m÷n喜

　またafnne　Lle　algebra　a2は，　Kac－Moody　Lie環の例と考えることも出来ます、5｛2の標準的

な基底

E－
（1；），F－（ll）・日＝（に1）・

を取ってきて、

　　　　　　　　　e◎哩’』④ξ，允哩・E⑧£－1，ん◎璽ヂκ一〃⑭1

　　　　　　　　　　　ε1璽“カθ1，ぴ竺F⑭1，ゐ1笹凝⑭1

と置きます．

　　　　　　　　　　　【e‘，ゐ｜灘δ6，《，　［九輌，ん」】＝0，　｛4，九‘1＝0，

　　　　　　　　　　　　　［ん‘，e1｝＝α輌戊ej，　［ん‘，刮＝鴫ij∫」，

　　　　　　　　　　　　　｛4，ed：＝δ‘oe‘，　　［（1，ゐ】＝＝一δ‘oノ），

　　　　　　　　　　（ad杉↓）ハ…α‘j　eフ＝O，　　（ad∫の1一αり∫」＝0　　（iヲ4ゴ）

が成り立ちます．ここで（αのは次で与えられるexte11ded　Cartalバnatrixです18．

鶴）一
（2－2－22）

逆に，e輌，、た、ん‘を生成元とし，上の関係式で定義されるLie環が轟となることが知られてい

ます．

　有限次元Lie環の既約有限次元表現に対応するものとして，　a冊Ile　Lie環（より一般にKa◇

Moody　Lie環）のintegrable　highest　weight表現と呼ばれる表現のクラスがあります．これを

以下説明しましょう．

　まず，二次兀部分空間り＝C（万㊦1）㊥C1ζ㊥C∂＝C∧◎ΦCち㊥Cdは，5｛2のC磁翻

subalgeb臓となりますが，表現Vが‘‘り一対角化可能”であるとは，

　　　　　　　　v一㊥臨　玖一｛・∈叩・にλ（嫡・はllゐ∈6｝

　　　　　　　　　　λ∈6v

と，6の同時固有空間に直和分解するときをいいますパなをweight空間と呼ぶのは有限次元の

ときと全く同様です．り一対角化可能な表現が“integrable”であるとは，　e‘，五（i＝0，1）がlocally

　18一般に，対角線が2である対称行列が与えられたときに，この関係式で定義されるLie環を（symmetric）

Kac－Moody　Lie環といいます．
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nilpotent，すなわち任意の元uに対してe‘，∫1を十分何回もapplyすると0になるときをいい

ます．

　一方AC奪∨に対して，表現γが，　highesもwelgllt　Aのhighest　weighも表現であるとは，

highest　weight　vectorと呼ばれる次の性質を満たす元ぴ∈γを持つときを言います．

1．e‘UA＝0　　元＝0，1，

2・∧衙＝A（∧）玲，

　　　　ハ3．γは，512－moduleとして甑で生成される．

　既約なhlghest　weight表現は、任意のAに対してただ一つ存在し，これがintegrableになる

ための必要十分条件は，AがdOminanパi幽¢st　welgぴであること，すなわちA偽）σ＝0，　D

が非負整数であることが知られています．A（のの値は代えても本質的には同型な表現が出て

くるだけなので通常は無視されます．また，integrableなhlghest　weight表現は，自動的に既約

になることも知られています．

　一般のKac－Moody　Lie環については，　highest　weightがAのilltegrableなhlghest　weigllt

表現という言い方をするのですが，a伍ne　Lie環の表現については，有限次元Lie環の部分の

highe§t　wel鰺tとX蔓6でのAの値ぷ五）（レベルと言います）の二つの戯aにより表現を

パラメトライズする方がよく使われます．
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