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　γを、閉体ん上の非特異射影曲線か、代数体κの整数環0κによる

Spec（0κ）とする。さらに、∫：X→γを｝’上の安定曲線とする。この時、

dualizing　slleafωκ／｝・の自己交点数（ωκ／γ・ωx／γ）を調べることは、幾何学

的にも数論的にも非常に重要かつ興味深い問題である。例えば、（ωx／γ・ωx／γ）

の有効な上限を求めることは、∫：X→γの生成ファイバーの有理点の

個数を計算可能な量でおさえることに対応している。このことが解れば、整

数論の数多くの未解決問題が解決することはご存じのとうりである。一方、

（ωx／γ・ωx／γ）の有効な下限を求めることもおもしろい問題に関係している。

それは、あとで詳しく論ずるが、Mallil1－Mumford予想（＝Rayllaudの定理

）の一般化であるBogomolov予想である。本稿では、　Bogomolov予想を主

題としてそれと（ωx／Y・ωx／y）の有効な下限とを関係づける代数曲面上の非

アラケロフ理論について紹介していきたいと思う。

　　　　　　　　　　　　2．BOGOMOLov予想

　まず始めにBogomolov予想について考える。κを、閉体κ上の非特異

射影曲線の関数体か、代数体とする。Cをκ上の種数がg≧2の非特異射
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影曲線とする。κが関数体の場合、Cはisotrivialでないとする。κをκ

の閉体とするとき、Jac（C）（κ）には自然なNeron－Tate　height　pairillgと

呼ばれるpairing

　　　　　　　　（，　）ノVT：Jac（C）（κ）×Jac（C）（1ζ）一→』R

が存在する。このpairingは半正定値であるのでllエll押丁二　＠，勾NTとお

き、Jac（0）（κ）のNeron－Tateノルムと呼ぶ。さらに、0（κ）のJac（0）（κ）

への埋め込みゴ：0（κ）→Jac（C）（κ）をゴ（P）＝（2g－2）P一ωcで定め

ておく。この時、Bogomolov予想は次のようなものである。

予想2．1（Bogonlolov予想）．ゴによるC（κ）の像は、　Neron－Tateノルム

について離散的である。つまり、任意のエ∈Jac（0）（κ）について、ある

r＞0が存在して集合｛P∈C（κ）川元（、P）一コclLVT≦r｝は有限集合であ

る。

　もう少し、精密化するため少し言葉を用意する。まずエ∈Jac（C）（κ）と

r＞0に対して

　　　　　　Bc（剖一｛P∈o（π）lllj（P）一小・≦・｝

とおく。弄（Bc（エ；0））＜ooがMani11－Mumford予想である。そのことを

未知として

rc（勾＝

一〇〇　　　　　　　　　　　　もし≠ξ（」Bc侮；0））＝・oo，

sup｛r≧Ol＃（Bc（勾r））＜oO｝　そうでない場合．

一 83一

2



とおく。Bogomolov予想の主張は、γcb）＞0が任意の忽∈Jac（C）（κ）

で成立することであるので、次のような強い形を考えることができる。

予想2．2（強Bogmnolov予想）．ある計算6∫能な正の数roが存在して

　　　　　　　　　　　　　三1コf＿7c（エ）≧ro．
　　　　　　　　　　　ぽξ」8e｛〈三xκ）

　代数体の場合、特別な曲線（例えばJac（C）が虚数乗法をもつなど）につい

てBogomolov予想は知られている。（cf．［10】）ここでは、関数体の場合の強

Bogomolov予想を考えよう。そこで少し記号を固定する。γを閉体人上の

非特異射影曲線、Xをk上の非特異射影曲面、∫：．X→γをγ上の種数が

g≧2の半安定曲線とする。♪らをy∈γ上の特異ファイバーとする。Pを

X撃の通常二重点とし、ジX；→XダをPにおける部分正規化とする。X；

が連結な時、Pを0一型の通常二重点と呼ぶ。さらに、　X；が非連結な時、　X；

の二つの連結成分の算術種数のうち小さい方が乞とするれば、Pを仁型の通

常二重点と呼ぶ。∫：X→γの特異ファイバーのなかのか型の通常二重点の

総数をδ輌で表す。この時、次のことが知られている。

定理2．3．｛a戊（c£｛司）g＝2ならば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　2
　　　　　　　　　煽、瓢）（ジc（露）≧蔀δ・＋5δ1・

（b）（cf．［6D∫：X→yの安定化モデルが既約なファイバーのみをもつな

　　らば、

　　　　　　　　　　　　　12（g－1）　　∫がスムースの時、

　inf＿r（フ＠）≧
⑦∈Jac（c）（κ）

、；謬；）・・そうでパ
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が成り立つ。

城崎では話しませんでしたが、最近、次の結果を得ました。

定理2．4（cf．｛7D．　char（A）x◎とし、∫のどの特異ファイバ～も安定成分

の鎖になっていると仮定する。さらに、次の条件の一つを仮定する。

（a）∫の生成ファイバーは超楕円的である。

（b）∫のどの特異ファイバーもρ型（ε〉（戊）の通常二重点を高々一つのみ持

　　つo

この時、

　　inf＿アc（エ）≧
エ∈Jac（cパκ）

（9－1）2　9－1　　　　　　　　、

9〈29－1－1）3

（句÷暑　り

が成立する。

これは次の厳密化されたスロープ不等式の結果です。

定理2．5（cf．｛7D．　char（刈ぱ0とする。ル｛g（resp．人イg）をん上の種数

がg≧2の安定曲線のモジュライ空間（resp。非特異曲線のモジュライ空間）

とする。人イ穿㍉ル㌔＝△oU・－U△観21を既約分解で、△《の一般の点はi一

型の通常二重点を一つもつ安定曲線に対応しているものとする。δ‘で△‘の

Pi・（的）⑧Qにおけるク卯とする・実際上はδ1－▲・・（0漸，（△1））で・

i≠1に対してはδ・・旦0苅，（△・））である・さらにλをM・上のホ・ジー

クラスとする。この時、Mg上の任意の豊富な直線束私，＿，万3計4に対し

て、

（⑭㊨ξ鞠寸品…一・

が成立する。
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　　　　　　　　3．距離付けられたグラフとグリーン関数
　　　　　　　　　　　　　　　　一＿＿．＿　　　ニー＿　　．．．，．ニニ

　大雑把に言って、アラケロフ理論の要所はり一マン面上のグリーン関数を

利用することによって交叉理論がうまく進むことにある。それを、特異ファイ

バーについても考えようというのが非アルキメデス的アラケロフ理論である。

グリーン関数をどのようにとらえるかいうことで考えるのが特異ファイバーの

双対グラフで、それ上の調和解析によってグリーン関数を定める。ここでは、

距離付けられたグラフとグリーン関数について考える。σは距離付きの位相

空間で、Gの各点においてある正の整数dが存在して、　Gがその点において

局所的に

｛・・苧…∈q・≦…，品｝

と距離空間として同型であるとき、Gは距離付けられたグラフと呼ばれる。

各点1こ対して定まるdをパ露）で表すことにする。G上では弧長変数を利用

して◇上の関数の微分可能性を論ずることができる。F（G）をG上の実数

値連続関数で区間ごとに無限回微分可能であるものの全体とする。F（G）の

元∫に対して、F（G）上の汎関数δ（∫）を次のように定める。⑳∈Gで、

u（勾＝πとすると，

　　　　　　　　　タハ
（δ（∫）ω，9）－9（・）Σ畑，ア（・・），

　　　　　　　　　‘＃1
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ここでg∈F（G）で、鱗は⑦から始まる一つの経路の弧長変数である。さ

らに、∫∈F（G）に対しで、汎関数∫”を

（掬）一 ㍑・砿

で定義する。ここでdμは弧長変数からくるGの自然なルペーグ測度であ

る。∫∈F（G）に対するラプラシアンムは、

　　　　　　　　　　　　△（∫）＝一∫”一δ（∫）．

と定める。Gの点を基底としてできる自由加群をDiv（G）で表し、　DivlGl

の元をσ上の灘子と呼ぶ。因子Dの係数の和をdeg（0）で表す。　Gを連結

とし、DをG上の因子で、　deg（1））≠－2と仮定する。この時、次のことが

知られている。

定理3．1．次を満たす測度μ（G，D）とG×G上の関数g（σ，D）が一意的に存

在する。

（・）、［μ鯛一1・

（2）Wぴ，y）は対称的で連続であり、区分釣に無限回微分可能である登

（3）固定された¢∈θに対して、△試島（箒y））＝在一μである。

（・）固定された・・θ間・て・／・・（・，・）・（⇔であ・・

（5）gμ（D，y）十gμ（y，　y）は、すべてのy∈Gについて定数である。ここで、

　　gμ（D，y）は、£）昧Σ¢∈G晦¢とおくと、Σ⊃蕨G也gμ（酩y）と定める。

　（5）で定まる定数をc（G，D）と表し、

　　　　　　　e（G，D）＝・2＜leg｛」こ））ε｛Gヲ1））－9（G，D）〈1），1））
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とおく。e（G，　D）の計算は強BogOmolov予想を考える上で重要である。例

えば、Gが円Cい．．．Cηの一点0での和であり』）ぱ（2g－2）0の時、

　　　　　　　　　　　　・（G・D）－9；1L

となる。ここでLはθの全長である。例えば、少し話題がずれるが、この

事実と［41を利用して次の11011－smootl1な場合のe∬ectiveなSzpiro予想

が証明できる。

定理3．2．1ζを代数体とし、∫：X→Spec（0∫（）をκの整数環0κ上の

種数がg≧2の安定曲線とする。ω彩oκは、アラケロフ距離が与えられた

X／0κのdua目zing　s｝把afとする。この時、もしX／0κがbad　reduct缶11

を持てば、

（命嬬）≧、器2｛）

となる。

　　　　　4．代数曲面上の非アルキメデス的アラケロフ理論

　γを閉体ん上の非特異射影曲線、Xをん上の非特異射影曲面、∫：X→｝ノ

を㌢上の種数がg≧2の半安定曲線とする。輪を∫がそれ上スムースとな

る最大のyの開集合で、5＝γ＼路とおく。yξi　5｝こ対して、　Gyを．X女

の双対グラフとする。ただし、Xyの特異点に対応する弧の弧長は1とする。

XyニC1∪…UCnをXyの既約分解とし、　Oiに対応するGりに頂点をu‘

であらわす。ここで、（ん上の因子ωyを

　　　　　　　　　　　ωy一Σ（ω・ノ・・c拓

　　　　　　　　　　　　　　藪
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で定める。これについてのGy上のグリーン関数を9yぴ，y）とする。さてX

上のIR一因子D，Eに対して、1）とEの許容対（D’E）ぴを

　　　　（D・E）テ（D・EけΣΣ（D・の（E・の9，（鋼、）

　　　　　　　　　　　　　　y∈Siぷ

と定める。さらに、許容対に関するdualizhlg　sheafω㍉γを

　　　　　　　　　ω隻／。一ωx／・一Σ・（G，，ω，）Xy

　　　　　　　　　　　　　　　　　y∈5

とおく。このとき、次のことが知られている。

定理4．L　（1）もしDと五が∫の生成ファイバー上でdeg民eが0であ

　　るならば、（Z）・E）α＝一（Dκ，Eκ）／vTとなる。

（2）Cを∫の生成ファイバーとする。もし（ω文パパω勤γ）。＞Oならば、

　　　　　　。∈、凝）（＿rc（¢κ））≧（・－1）（ω文・ピω集・・）・

　　となる。

　詳しくは、｛9］や｛1｝を参考のこと。B◇g◎m◎ぬv予想を考えるには、

（ω文／ピωえ／γ）αを評価する必要がある。定義に従えば、

　　　　　（ω文／ピづ／。）。一（ω・／・・ω・／・）一Σ・（G，，ω、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y∈5

となる。したがって、問題は（ωx／γ・ωxハ・）の下からの評価とe（Oy，ωのの

上からの評価である。
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　　　　　　　5．CoRNALBA－HARRIs－XIAoの不等式

　ここでは、（ωXノγ・ωx／y）の下からの評価を考える。

定理5．1．んは体とする。Xを兎上の非特異射影曲面、　yをk上の非特異

射影曲線、∫：X→yをスムースな生成ファイバーをもち、兎Ox＝0γと

なる射とする。もし生成ファイバーの種数ヨが2以上で、ωx／yが∫－11efな

らば、

　　　　　　　（。。，．．。。、。）≧4（・－1）・。g（み（ω。，．）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　9

である。

　この定理は、Comalba－Harris［31とXiao［81によって独立にcllar（X：）＝0

の仮定のもとで証明されたものであるが、B◎st｝こよる結果｛21を用いて

cl1鍵（旬＞0でも成立する。（c£｛51戊C◎malb合Harぎis－Xia◎の不等式は、

等号成立の例が存在するのでぎりぎりのものであるが、可約なファイバーをも

つ場合この不等式はあまりよくない。ところが、最近、次のような一般化が得

られた。

定理5．2（char（ん）≡0）．（cf．［7D　∫は半安定とし、もしすべての特異ファ

イバーが高々一つのム型（乞＞0）の通常二重点をもつならば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【萎】

　　　　　　（89Ψ軸g（∫。（ω・／・））≧9δ・阜Σ鋤一りδ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』1

となる。

　　　　　　　　　　　　6．e（Gy，ωのの評価

　γを閉体ん上の非特異射影曲線、Xをκ上の非特異射影曲面、∫：X→γ

をY上め種数がジ≧2の半安定曲線とする。Xyをμ上の特異ファイバー
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とし、XpをX〃の安定化モデルとする。　TをX〃の有限部分集合で、　Pが

τの元であるとは、Pは通常二重点であり二つの既約成分の交わりでないこ

とである。Z〃→♪㌦をTの各点における部分正規化とする。この時、　Xy

が安定成分の鎖であるとは2pのグラフが区聞｛0，月と同相である鰍こいう。

この蒔、次のことがわかる。

命題6．1．Xyが安定成分の鎖であると仮定する。δ‘，yでX〃内のρ型の通常

二重点の個数を表すことにすると

　　　　　輌一揚1場（42（9一εL1　　　9）輪

である。

　　　　　　　　　　　　　　　7．結論

　定理2．4は、定理5．2と命題6．1から導かれる。したがって、完全な強

Bogomolov予想を得るためには、定理5．2と命題6．1の～般化である次の

予想が得られれば、十分である。

予想7．1．γを閉体礼上の非特異射影曲線、Xをん上の非特異射影曲面、

∫：X→γをγ上の種数がg≧2の半安定曲線とする。この時、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛き1

　　　　　　（89泊dMみ（吟の戊≧9δ計Σ鞠一泌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　捻1

が成立する。

予想7．2．γを閉体た上の非特異射影曲線、Xをん上の非特異射影曲面、

∫：X→γをγ上の種数がg≧2の半安定曲線とする。Xyをy上の特異

ファイバーとする。この時、

　　　　　輌鋤≦・毒1曝（4τ（9一り　　　　　　　　　　一1　　　　9）㍉
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が成立する。

上の二つの予想から次の予想が導きだせる。

予想7．3、γを閉体え上の非特異射影田｛線、X．をえ上の非特異射影曲面、

∫：X→γをy上の種数が自≧2の半安定曲線とする。Cを∫の生成フ

ァイバーとする。この時、

　　　減＿τc（露）≧
耗撤（（撒パκ） 9（2θ÷1）　　　　3

い）・・－1δ，÷巴、⑭、i

元＝1

が成立する。
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