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1　序

　C上の有理楕円曲面でMordell－Weil階数が0のものの分類と構成をMirallda－Perssonが【71で行ない、更

に五3曲面の場合を181で行なった。それによると、κ3曲面の場合は有理曲面に比べ非常に数が多くなり存在

する可能性のあるファイバーの組み合わせ等をリストアップするだけでかなり大変である。

　一方、W．Langは151、【6｝において同様の問題を正標数で考え、有理曲面について結果を得た。それによる

と、正標数では当然のことながら標数が2、3と5以上では全く異なり、標数が5以上の場合は本質的にC上

の場合と同じであるが、W．Langは15】において半安定の場合それらが楕円モジュラー曲面から構成されるこ

とを示した。

　正標数で1ζ3曲面の場合は私が【31において行ったが（c£§3、それによるとC上の場合とは全く異なりその

ような曲面は殆ど存在しないことがわかった。主な理由は導手が曲面の幾何種数を上げても増えない、という

ことに起因する（cf§2）。しかも、これらの曲面はどれもW．Langのリストにある有理楕円曲面から純非分離基

底拡大で得られている（c£§3）。それでは一般にどうなるか、というのがこの講演の主題である。

　以下、必要な定義を行う。

　んを標数が2、3とは異なる代数閉体とし、∫：X→Cをセクション0を持つA上の楕円曲面とする。（ここ

で、∫：X→Cは相対的極小で、constant　famUyではないとする。）

　M↓γ（叉／0）で楕円曲面∫lX→0のMordell－Wei1群を表す。即ち、∫：X→0のセクション全体のなす

群で、これは有限生成アーベル群となりZ⑨（D（torsion）と書き、rをMordell－Weil階数と呼ぶ。

　また、MW（X／0）1。．で、　Mordell－Weil群のtorsion部分のρと素な部分を表す。

　XのN6ron－Severi群をN5（X）で表し、ρをその階数、　Tをそのtrivial格子（即ち、0、一般ファイバーF、

各ファイバーの既約因子で0と交わらないもので生成される格子）とする。

　このとき、次の事実は基本的である。

事実1．1．

N5（x）／τ竺1レfw（x／（フ）．

系1．2（塩田一Tateの公式）．

ρ一・＋2＋　Σ　（mu－1）・
　　　　　u∈C，∫－1（u）：degenerate

ただし、m。は∫－1（のの既約因子の数。

以上の準備の元、extrelnal楕円曲面とは次の通りである。
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定義L1。∫：X→Cがextrem品楕円曲面であるとは、　r灘0かつρが極大であるときをいう。

　ここで、ρが極大であるとは、次の通りである。一般にC上の曲面についてρ≦九1，1が成り立つが、この不

等式の正標数での対応物である井草の不等式と呼ばれる不等式ρ≦き2：＝磁mH叙X，硲），｛｛≠ρ）が等号となる

ときを言う。（C上の場合は勿論ρ灘九1・1という条件である。）

　また、正標数の曲面に対して、上の井草の不等式ρ＝b2が成り立つときを超特異曲面と呼ぶが、それに従う

と、extrema1楕円曲面とは超特異楕円曲面でMordel1－Wel1階数が0であるものとも欝える。

2　観察

ここで、extrema1楕円曲面が何故興味深いか、理由を2、3挙げておくことにする。

2．1　理由その1

　まず楕円曲面に対するOg§－Sぬ愉栖遠の公式というものを挙げる。

事実2．1（Ogg－Shaf挺evichの公式）．

　　dim（㌻（砧書）⊥栖双記X，　Qξ〉）＃r＋b2一ρ＝4ヨ（C）－4＋（楕円ファイブレーションに関する導手）

　ただし、7：1V5（X）q，→∬叙X，Q∫）はサイクル写像。また、楕円ファイブレーションに関する導手は、準

安定ファイバーの本数と加法的ファイバーの本数の2倍の和で表される。↓だたし、ρ≠2，3のとき。ρ＝2，3

のときはOgg∫卯参照。ノ

　この公式の系として次を得る。

系2．2．jE標数のε¢2remα’楕円曲面ならばファイブレーションの導手は4であり、基底曲線Cの種数は0、即

ちC竺P1である。

（∵◎＝r＋62一ρ＝49（c）－4＋（導手）・）

また、C上の場合は次の系を得る。

系2．3．

　　　　　　　　　　　　　　c2（x）（＝12x（Ox））≦6｛29〈⑦一2÷〈導手））．

　この系の式をじっと眺めると、下の曲線0を固定したままX（Ox）を大きくすると必然的に導手が大きくな

る、即ち：ファイブレーションの退化が悪くなる。しかしながら、正標数の場合は少し状況が違ってくる。こ

れを見るために、この系の正標数版である、所謂Szp治予想の関数俸版を挙げておく。

事実2．4（関数体版のSzpiro予想）．　Xηを∫：X→0の生成ファイバーとするとき

　　　　　deg｛関数体ぴC戊上の楕円曲線X弩の判別式から決まる因子）≦6（2ヨ（C）－2十｛導手））〆

　ここで、〆は∫：X→Cの純非分離次数で、Cからモジュライへの写像を次の様に分解したときの純非分

離な部分の次数degαである。

x
・！

c一㌔c’⊥M、
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　rβは分離的、αは純非分離的な部分。ノ

　これによると、C上のときとは異なり、下の曲線Cと導手を固定しても純非分離次数を上げることにより、

判別式因子（もしくはc2と言っても、λ（Ox）と言っても良い）を上げることができるであろうことがわかる。

実は、extrema1楕円曲面はすべてこの様な状況からくることが、後の定理からわかる。

注意2．1，Szpiro予想は予想とは言っているが、勿論関数体の場合は簡単に証明でき、代数体上の場合が大変

困難な予想となっている。代数体上のSzpiro予想は“Fermat”をも導く。

2．2　理由その2－Hasse－Wbil　L関数との関連一

　今、与えられた楕円曲面∫：X→0が有限体Fq上定義されたものからきていたとする。即ち、代数曲面

Xo、代数曲線Co、∫：Xo→CoがFg上定義され、∫：X：＝Xo×F，　Fq→C：＝Co×F。　Fqが楕円曲面である

とする。また、L（Eo／κo，s）を有限体上の楕円曲面∫：Xo→CoのH邸se－Weil　L関数とする。ただしEoは有

限体上の楕円曲面∫：Xo→Coの生成ファイバーを、1ζoはCoの関数体Fq（Co）の表す。

定義2．1．

　　　　　　　　　　　　　　　　卿鋼烈。点晶

ここで、

　　　　　　　　　　馴一ド1　＋㌻iiiiiii竃

であり、F。をuでの剰余体とするときq。でF。の位数、1V。でXo　moduでのF。有理点の個数を表し、ε．は

ノードでの接線がFり有理的かどうかで土1をとる。

　さて、extremal楕円曲面∫：X→Cが有限体Fq上定義された曲面Xoからきていたとすると、extrema1と

いうことのL関数による特徴付けが与えられる。

命題2．5（塩田1151）．楕円曲面∫：X→Cが有限体上の楕円曲面∫：Xo→Ooからきていたとき、Xが
θz謬re7πα∫になるための必要十分条件は、∫：蒐o→Coの17α33ε一ルεi∫L関数が自明‘即ち、　L（Eo／κo，θ）＝1ノ

となることである。

2．3　理由その3一楕円モジュラー曲面との関連一

　C上の場合は次の定理があるが、必ずしもextreln瓠楕円曲面が楕円モジュラー曲面であるというわけでは

ない。（有理曲面の場合は楕円モジュラー曲面であるが、1ζ3曲面のときそうでは無い。c£［8】及び§5参照。）

定理2．6（塩田【11D．　rを5L（2，Z）の合同部分群で一1匡rであるものとし、0：＝r▽f’をモジュラー曲線、

X／0を楕円モジュラー曲面とする。このとき、MW（X／C）は有限群である。

　一方、正標数の場合は状況が異り、次の塩田の例からもわかる通り楕円モジュラー曲面であってもMordell－Weil

階数が正である場合が起こる。

　例（塩田［13D∫：X→P1をレベル4の楕円モジュラー曲面とすると

・（X）一
巴1：1ま（蕊1（㎜d4））

一 60一

3



　　　　　　　一）・｛巖號。、／、zl；二：ま蕊1（㎜d4））

　が成り立つ。

　しかし、後に見るように正標数のextremal楕円曲面は本質的に楕円モジュラー曲面だけであることがわ

かる。

3　例

　extrema1楕円曲面が特に有理曲面、　K3曲面の場合を中心に例を挙げる。

3．1　有理楕円曲面

C上の場合はMiranda－Persson（c£【7】）によって、正標数の場合は（標数が2、3の場合を含めて）W．Lang

（c川5M6Dによって分類されている。

定理3．1（W．Lang，Miranda－Persson）．　Xの標数が2、3とは異なるとし∫：X→P1を★上のe⑦‘remα1楕

円曲面とする。

r1〃が半安定のとき、その退化ファイバーは（1α，Ib，IC，ld）（α，b，　c，　d＞0）となるが、この様な組（α，b，　c，　d）が存

在するための必要十分条件は

｛

　α十b十c十d＝：12

　αbcdは完全平方数

　ρはαbcdを割らない

である。これを表にすると

タイプ deg　J 川γ（x／o） ヨ／c 　・ヨ111ρ＞3 x
（Ig，11，11，11） 12 Z／3Z ヨ ヨ x三E1（3）

（18，12，11，11） 12 Z／4Z ヨ ヨ x三E1（4）

（15，15，11，11） 12 Z／5Z ヨ 　σヨmρ＞5 E1（5）

（16，13，12，11） 12 Z／6Z ヨ ヨ E1（6）

（14，14，12，12） 12 Z／2Z㊥Z／4Z ヨ ヨ E2（4）

（13，13，13，13） 12 （Z／3Z）㊥2 ヨ ヨ E3（3）

　となる。

r2ノ∫が半安定ではなくモジュライ写像rJ関数ノの次数が0ではない場合は次の表の通り。
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タイプ deg　J MW’（x／o） ヨ／C ヨ飢ρ＞3 x
（1｛，11，14） 6 Z／4Z ヨ ヨ E1（4）

（1；，12，12） 6 （Z／2Z）2 ヨ ヨ y2＝τ（・－1）（¢一り

（II，11，11） 6 Z／2Z ヨ ヨ y2＝¢3－3（亡2－3）¢十¢（2£2－9）

（IV唾，Ibl3） 4 Z／3Z ヨ ヨ E1（3）

（III＊，11，12） 3 Z／2Z ヨ ヨ y2ニ♂一仇＋ε一1

（lr，ll，11） 2 ｛o｝ ヨ ヨ y2＝τ3＋⑳村

（II，15，15） 10 Z／5Z
碧

ヨmρ＝5 y2＝♂＋¢＋‘5

事πρ≠5

rリモジュライ写像の次数が0のときは次の4通り。

タイプ 」写像 Mw（x／o） x
（II，　IIつ

（III，　Ilr）

（IV，IV’）

（1δ，1δ）

」≡O

J≡1
」≡O

J司∈P是

｛o｝

z／2z

Z／3Z

（Z／2Z）㊥2

y2＝¢3＋£5

y2ニエ3＋¢3ω

y2＝π3＋〆

y2＝¢3十f2¢十αε3（ゴ＝4／4十27α2∈P1）

r4ノ上で存在するものは一意的である。

3．2　超特異κ3曲面

　次に正標数の∬3曲面について見てみる。この場合超特異K3曲面となり、それ自体非常に興味深い対象で

あるがここではあまり深くは立ち入らない。

定理3．24伊藤／切∫：X→P1を超特異楕円1ζ3曲面とするとファイバーの組み合わせは次の何れかとな

り、各組み合わせに対して同型を除いて一意的に楕円曲面が定まる。ただし、ここで基礎体兎の標数は5以上

とする。

タイプ degJ Mw（x／c） ヨinρ＞3 x
σ1，Il1，111） 22 ｛o｝ ヨinρ＝11 y2＝♂－3f8エ＋2‘

（III，17，114） 21 Z／2Z ヨinρ＝7 y2＝τ3－〆¢＋£L1）

（lr，17，17） 14 ｛o｝ ヨi11ρ＝7 y2＝♂－3£8エ＋2¢5

（IV，15，1・5） 20 Z／3Z ヨil1ρ＝5 y2＝エ3＋ε3（3¢5－1）・＋£2（1＋3¢5一諺1°）

（IIIか，15，110） 15 Z／2Z ヨi11ρ＝5 y2＝¢3－f3¢＋£7（1－Z5）

注意3．1．Artin不変量（cq1Dを計算することにより（すべて1となり）これらの曲面はすべて1（ummer曲面

であることがわかる。（c£【10D

　従って、上野ll61の結果（正標数の1〈Ummer曲面の自己同型群に関する結果）を用いることにより次の系を

得る。

系3．3．たを標数が5以上の体としXをん上の超特異楕円κ3曲面とするとき、Xの自己同型群Aut（X）には

無限位数の元σで、楕円ファイブレーション構造を保ち、∬o（X，Ωタ）に自明に作用するものがある。特に、X

は無限個のP1を含む。
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　ρ綴3についての結果もあるが省略する。1吐13目

　さて、上に挙げたextrema1楕円∫ζ3曲面のリストを見るとどれもextrenlal有理楕円曲面の純非分離基底拡

大で得られることが観察される。

　実際、（II，111，111）、（Ir，17，17）はextrenlaユ有理楕Fq曲面（Ir，11，11）から、それぞれ標数11、7のフロベニ

ウス基底拡大で、（斑う㌔，垣）、（斑“、㌔妻扇）は輿rハ夏ミき12）から、それぞれ標数7、§のフロベニウス基底拡大

で、（IV，15，115）は（IV牢，Il，13）から標数5のフロペニウス基底拡大で得られる。

3．3　その他の例

次の例は塩田による。

標数ρ≧5の体ん上の有理関数体瓦（り上の楕円曲線が次のWeierstr番s方程式で与えられているとし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝¢3杜＋が，4＝〆

∫：X→PコをそのN6r◎nモデルとすると楕円曲面となるが、σ≦6のとき有理曲面となり、q＞6のとき非有

理な単有理曲面となる。従って特に超特異曲面となり、更に、Mordell－Weil群が自明となるのでextrema』楕

円麹面となるoこの曲面の退化ファイバーは

｛1穿，夏♂r）whe匂ぺim・d　6）

（1σ，lq，II）when　g三5（m・d　6）

であり、N6ron－S鯉eri群ぱ

　　　　　　　　　　　　　w・（脚肥・陪1惣：翻

　となる。また、X（Ox）＝1劉＋1となる。

　この曲面についても、extrema1有理楕円曲面でファイバー一タイプが（1℃，1ぷ11）であるものから純非分離基

底拡大で得られることが容易に確かめられる。有理楕円曲面でファイバータイプが（II㍉恥11）であるものは、

生成ファイバーのWelerstr額s方程式がy2＝¢3＋¢＋εで与えられる。（3．1参照）

3．4　問題

　さて、以上の観察から自然に次の問題が提起される。

問題1．すべての¢¢舵徽1楕円曲面は、有理楕円曲面で繊τε聯1なものからの純非分離基底拡大で得られ

るか？

　更に、

問題2．四£remα～楕円曲面は単有理か？

　問題2は次の一般的な予想の特別な場合である。

予想1．正標数の単連結な側ち、次数が1以上の連結なε媛e被覆を持たないノ曲面に対しては、単有理であ

ることと超特異であることが同値であるrc／μ4ノノ。

　一般に単有理ならば超特異であるが、逆は茸3曲面のときでさえも証明されていない。1《ummer曲翻こつい

ては正しいことが証明されている（c£塩田［14D。
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4　主結果とその証明

　前節の問題に対する答えが主定理である。

定理4．駕基礎体の標数を5以上とすると、ε蛎e胤ξ楕円曲面でモジュライ写像ζ♂灘数ノの次数が0でないも

のはすべてε愉e獅1有理楕円曲面からの純非分離基底拡大によって得られる。また、ε¢舵悟荏ξ楕円曲面でモ

ジュラィ写像ρ関数ノの次数が0のものは有理楕円曲面である。

　特に、

系4．2．標数が5以上のε¢舵mal楕円曲面｛ま単有理である。

4．1　準備

　定理の証明の為、モジュライ写像（」関数）の定義といくつか補題を用意する。

定義4．1．∫・X→Cを楕円曲面とするとぶCから麺鰻P1への写像ゾを秒∈Cに対して」（u）・＝

フアイパー戸伺の通常の」関数と定義する・

　楕円曲面の生成ファイバーをWeierstra田形式で、　y2＝♂十A¢＋Bと書いたときは」＝・43／4・43十27β2

となる。

補題4．3．∫：X→P1をe名£reπ減楕円麹面としdeg　J≠0とするとき、」関数がp1からP1への写像として分

離的ならばXlま有理曲面である。

　この補題は次の補題から従う。

補題4．4．∫：X→piをぴ£remα’楕円曲面としdeg　J≠0とし」関数が分離的とする。このとき次が成り

立つ。

d・g」≦6Σ（〃（1。）＋〃（1；））＋4（〃（II）＋・（IVつ）＋3（〃（III）＋〃（Ilr））＋2（〃（1「）＋〃（IV））＋129（の一12

　　　　n≧1

ただし、〃（type）でタイプがtypeのファイバーの本数を表す。

証明：ノ関数に】惹em題汗H恨W…捻の公式を用いる。

　　　　　　　　　　　　　　29（C）－2亡一2d・g」＋Σ（凧lf・の一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o∈c
　ここで、m嘘、（」）は」関数のuでの重複度である。即ち、　fを妙での局所変数としたときのord。（」（り一」（0））

である。また、

　　　　　　　Σ（・・城（の一1）≧Σ・・城ω一1ゾ　や）日」－1（1）wゾベ（。。）｝

　　　　　　　u∈C　　　　　　　　　　　　　　　J（り）殻Ol1，◎o

であり、」…1（＊）の被約困子としての次数IJ←1（＊）1を退化ファイバーの各タイプの本数で評価することにより

求める式が得られる。（詳しくは団を参照。）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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注意イ．∫．上の補題4．4においてゾ8§数が分離的とb・う仮定を取り除いても次の意味で成り立つ。

　」関数を純非分離部分」｛n卿：C製P1－→C’と分離部分」8¢p：C’→M1竺P1に分解する。即ち、

・ノ＝」8ερoJ桓琵ρ。このとき　　　　　
．

d・g」．。，≦6Σ（〃（1。）＋〃（1二）＋4（咽傾IV束））÷3（〃（助÷〃（町）＋2（〃〈II＊）＋〃（IV））＋12ヨ（のづ2

　　　　　π≧1

が成り立つ。（ただし、〃（type）は∫：X→Cのファイバーについて考える。）

4．2　楕円モジュラー曲面

　証明の基本的な方針はタ：X→C蟹がを与えられたext織na1楕円曲面、」：C→P1を」関数とし、ゾを

占。pとJin岬に分解したときに、　C’上に何か楕円曲線の族があり、それのJi。岬による引き戻しであることを

言いたいが、ぴ上に楕円曲線の族が存在するかどうかはわからない。｛この様な族が存在することがわかれば、

補題4．3よりそれは有理曲面となることが従う。）

　その様な楕円曲線の族の存在を示す為にレペル（η，7，り構造付きの楕円曲線のモジュライ問題を導入する。

定義4．2．η，mを正の整数で、　m桓かつρ桓とする。ηがその上で可逆であるようなスキームを5とし、8

を5上の楕円曲線とする。このときレベル（π，m）構造とは5一埋め込み写像

　　　　　　　　　　　　　　　　　α：（Z／ηZΦZ／πtZ）5→β／5

で、Imαが楕円曲線E／5のすべての絶対ファイバーのすべての既約因子と交わるもののことである。また、レ

ベル（n，m）構造αとβが同値であると1㍉：（Z／πZ＄Z／悟Z）s→〈Z／抱Z＄Z／mZ）5があって図式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨη
　　　　　　　　　　　　　　　z／mz×z／ηz－一一z／η1z×z／ηz

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E

を可換にするときを言う。

定義4．3．レペル（η，m）構造付きのモジュライ問題とはスキームのカテゴリー（5C九e71rじε5）から集合のカテゴ

リー（Se¢8）への反変関手ルf働：（5c舵me8）→（5eε5）

　　　　　　　　　　　　　　　ルf°（5）：＝｛レベル（π，m）構造αの同値類｝

　のことである。

　　上の定義で5上の楕円曲線Eというところを5上の一般化された楕円曲線（genera』ized　elliptic　curve）Eと、

　取り換えて得られるモジュライ問題をMと書く。（これはル｛oのコンパクト化となっている。）

　　このときCox－P碇巧による基本的な結果は次の通りである。

定理4．5（Cox－Parry【2D．　r1／Mo　rまたはMノをルforまたはルfノのモジュライスキームとすると、　Mは非特

　翼絶対連結な曲線で種数｛まAの標数｛こはよらない。またMOIまMのコンパクト化で、特にC上の場会、

M吉rm（π）＼H牢
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と書ける。ただし、

　　　　・・ぴ）ご｛（1；）・5・（・・）1（ll）・（；ヨ⑭…㊥

である。

↓2／g（X”、（n））＝0であるのは次の19通り。

　　　　　　　　（1，1），（2，1），｛3，1），〈4，1），（5，1），（6，1），（7，1），（8，1），（9，1），（1◎，1），（12，1）

　　　　　　　　　　　　（2，2），（4，2），（6，2），（8，2），（3，3），（6，3），（4，4），（5，5）

∫刃｛隅m）≠ぱ，1戊，12ほ）パ2，2）ならばモジュライ問題ルfは良いモジュライ輻㍍emo∂頑ノである。ン｛隅m）＝

（3，1），（4，1）の場合は少し修正する必要がある。ノ

　詳しくいうと、Xm（η）：＝M×ZMまたはXm（η）0：＝MO　XZ★ノはルf　XZ★rまたはル10　XZ＆ノを表現し、

（7t、m）≠（1，1），（2，1），（2，2），（3、1），（4，1）ならばXm（7↓）rまたはXm（れ）oノ上の普遍レベル（n．m）構造を持った

楕円曲線Em栖真または8m｛舞）りが存在し、ハぜWゾ〈E醗桓ガXm（驚））｝θト些Z／πZ＄Z／情Zで五類（ηガXm｛⇒は

Em（π）o／Xm（れ）oのMroπモデルとなり、Em（れ）／Xm（π）は楕円モジュラー曲面となる。　r（η，m）＝（3，1），（4，1）

の場合については省略。少くともル｛0は良いモジュライとなる。ノ

4．3　証朗

ρを基礎体瓦の標数（ρ≧5）、ぴ，ηりを正の整数の組でmlπかつρ†ηを満たすものとする。

定理4．6．（n，m）≠（1，1），｛2，1），（2，2）とし、タ：X→P茎を繊駕mαξ楕円曲面でMo74e艮Wε9群の標数と素

な部分がZ／れZ㊥Z／77泌に同型なものとする。このとき、∫：X→P1はぴεremα～有理楕円曲面から純非分離

基底拡大、及び特異点解消によって得られる。

　証明：ヌ：X→P1のMo迫ell－Wea群のρと素な部分がZμZ　e　Z《mZと同型なのでレベル｛n，m）構造が入

るように退化ファイバーの因子（（－2）曲線）を適当にblow－downして∫：X’→P1を得る。ここでCox－Parry

によるレベル（π，ητ）構造のモジュライ問題からルイ1竺P1上に普遍レベル（n，7π）構造が入った普遍楕円曲線

ε→ル1豪錐P1が存在し、∫：X’→糾はその基底拡大で得られる。

　ここで、前にも説明したように、まずモジュライ写像ゾ：P1→PIを純非分離部分ゐ氾eρと分離部分占eρと

に分け、普遍楕円曲線ε／P五を」。，ρで引き戻してγ→P1ができるが、この曲面γは補題43より有理曲面で

あることがわかる。

　以上の構成より、∫：X→癖は有理楕円曲面y→P〕からノ汕。ρによる純非分離基底拡大をした後非特異

化して得られることがわかる。

　（レベルが（3，1），（4，1）の場合はもう少し考察が必要だがここでは省略する。）　　　　　　　　　　　ロ

　さて、レベルが（1，1），（2，1），（2，2）の場合は具体的に計算する必要があり、次の定理を得る。

定理4．7。タ：叉→PIをε愉εmα～楕円曲面でdeg≠◎とし、　M▽〈X／Pり’色｛0｝，Z／2Zまた1まZ／2Z2とする

と、この様な楕円曲面は有理楕円曲面でファイバーのタイプがそれぞれ（Ir，11，11），（IIr，12，11）または（1…，12，12）

でMor4ε～L　Wei’群がそれぞれ｛0｝，Z／2ZまたはZ／2Z2となるものから純非分離基底拡大で得られる。

　更に、タ：X→P1の逡化ファイバーのタイブはそれぞれ

｛（lr，Ip・，1ρ・（II，1ρe，1ξ、ぞ））ll：：；：ll濃；・

一 66一
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　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　（IIr，12p・，1ρ・）　（ρe≡1　（mod　4）のとき）

　　　　　　　　　　　　　　　（III，12ρ・，1ρ・）　（〆≡3　（mod　4）のとき）

または

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1；，・，12P・，12Pつ

となる。

　証明：簡単の為レベルが（1，1）の場合のみ証明する。

（1）∫：X→P1が半安定である場合。

　導手が4以下なので退化ファイバーが（1α，1β，17，1δ）（α≦β≦午≦δ）であるとする。事実1．1よりdet　IV5（X）＝

detT／lMW（x／P1）12＝一αβγδであるが、　xが超特異であるのでこれはρの偶数巾一p2σ。（σo≧o）である。

従って、退化ファイバーを（1ρ。，lp．＋6，1ρ。＋。，1ρ。＋、）（α，　b，　c，∂≧0，b＋c＋∂≡0（mod　2））とすると

　　　　　　　　　　deg　J＝ρα（1十ρb十ρc十ρd），deg　J8εp＝1十ρ‘十ρc十ρ∂

となるが（1＋pb十ρc＋〆≠0（modρ）に注意）、補題4．4より

1十ρb十ρc十ρd≦24－12：＝12

　これとb＋c＋4≡0（mod　2）より（ρら，pc，〆）＝（1，1，1），（1，5，5）（inρ＝5）を得るがRiemann－Hurwitzから

（1，5，5）は不適、（1，1，1，1）は121deg　J（∵半安定）に矛盾。

（2）∫：X→P1が半安定ではない場合。

　導手が4より退化ファイバーのタイプは加法的ファイバーが1本と半安定ファイバーが2本であるが、detT＝

det　1V5（X）＝一ρ2σ・より加法的ファイバーはII型かIr型である。（1）と同様の理由により半安定ファイバーを

Ip。，1ρ。＋．とでき、このとき」．。p＝1＋ρb（≠0（modρ））で補題4．4を適用して

　　　　　　　　　　1＋鍵一一｛4　（加法的ファイバーがIIのとき2　（加法的ファイバーがlrのとき））

となり、b＝0即ち退化ファイバーが（II，1ρ。，1ρ。）か又は（lr，1ρ。，1ρ．）となり

姻一・2・（一）・…＋・一・＋・げ一・）・・＋ ぱ㌶1；1：濫；

従って
　　　　　　　　　　・〆・｛2　（加法的ファイバーがIIのとき）　　　　　　　　　　　　　　　　≡0　（mod　1210　（加法的ファイバーがIrのとき））

　　　　　　　　　　　・〆・｛1　（加法的ファイバーがIIのとき5　（加法的ファイバーがlrのとき））（－d6）

　一方、有理楕円曲面でファイバータイプが（lr，11，11）のものを次数がpαの純非分離写像で基底拡大し、非特

異化した楕円曲面のファイバータイプは加法的ファイバーが

｛
　II　　　（ρα≡5　　（nlod　6））

　Ir　　（Pα≡1　（nlod　6））
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で、半安定ファイバーが2本のIp。となり定理の結果を得る。一意性はAut（Pト。）＝PGL（2，　g）の3可移性か

ら得られる。

　退化ファイバーが2本の加法的ファイバーのときは、退化ファイバーの組み合わせは（II，　Ir）でdeg　J＝0と

なり有理楕円曲面の分類（3．1）より一意的に存在し有理曲面となる。

　ルfW（X／P1）⊆Z／2Z，（Z／2Z）脚についても同様の計算を行う。　　　　　　　　　　　　　　　　　［コ

　dぽ」＝0の場合は有理曲面となり定理3．1の分・類の通りである◎

　以上により、定理4スを得る。また、ex斑ma三楕円曲面は有理曲面力・らの純非分離茎底拡大で得られること

から系4．2を得る。

　系を言い換えれば、楕円曲面でMordeH－Weil階数が◎ならば予想1が正しいということになる。

5　考察

　前節で証明した定理から、標数が5以上のextremal楕円曲面はすべて分類されたが、それによるとMordeU・

Wen群のtorsiOIl部分群で標数と素な部分には位数が2、3、5の元しか現れない。従って、例えば次のような

系を得る。

系5．工E／ぴPI）を超特異楕円曲面の生成ファイバーである関数体上の楕円曲線とし」をρ，2，3，5とは異な

る素数とするとき君に有理点で位数がξのものがあるとMoア鋲ξ・批9階数は正である。

　もっとも、Mordell－Wei潅撤が高くなればなる程、位数の大きいトーション元が存在しなくなるので、逆｝二

言うと上の系は超特異楕円曲面のMordell－Weil群は殆ど正であるということを言っているとも思える。

　最後にCox－Parryの定理4．5の（2）にあるリストをdeg　Jに従って並べ直してみると表のようになる。

（1，1），（2，1）

　（2，2）

（3，1），（4，1） （5，1），（6，1）

　（4，2）

　（3，3）

（7，1），（8，1）

　（6，2）

　（4，4）

（9，1），（10、1）

　（6β）

（8，2）

（12，1）

（5，5）

ルfO：not　611e

　m◎dull

ル｛o：6ne　moduli

M：茎茎oパロem品uli M：§ne　m◎dul輌

有理曲面｛x＝1，ρヨ＝o） 　x3曲面
（x＝2，ρ9＝1）

X＝3，Pg繍2 x＝4，ρ9＝3 x＝5碗＝4

0≦deg　J＜12 dぽ」＝12 deg　J＝24 degJび36 deg　J＝48 degJ＝60

半安定ではない 半安定

2≦特異ファイバーの数く4 4本 6本 8本 10本 12本

導手＝4 6 8 10 12

ex紅emal n◎te埴em叱i．e．，画8u声singular。r　rkλfW＞0

問頚3．表でレベルが（7，1），〈8，1），（6，勾の場合も§3で貝た、レベル4の場合にこでのレベル（4，∋iこあた

るノと同様な現象が起きているであろうか。r即ち、標数によって、超特異的になり、　MorばeルWe《1階数が2に

なる場合と、Picαrd数が20でMor4eμ一Wε“階数が0になる場合があるか。ノ
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　更に表から

問題4．問題3と同様な現象が更に高いレベル構造において起きるか？例えば、レベル（9，1），（10，1），（6，3）は

退化ファイバーの数が8本でX（Ox）＝3，ρg（X）＝2，b2（X）＝34，ρ（X）≦30（？）である。また、レベル（5，5）は

退化ファイバーが12本の15型ファイバーであり、

　　　　　　　　　　　　X（Ox）＝5，ρg（X）＝4，b2（X）＝60，ρ（X）≦50＝rkT

となるので、標数によって超特異でMor4el’一ψeil階数が10になったり、　Moア4e∫’－We“階数が0でρ＝50と

なったり、その中間の値をとったりするのかどうか？

問題5．またこれらと関連して、各値X（Ox）に対してとり得ないP↑cαr4数の値があるのか？作列えば、楕円κ3

曲面に対してはC上ではρ＝19というのは存在せず、正標数の閉体上ではρ＝21というのは存在しない。ノ

問題6．標数が2と3のときに問題1、問題2を考察せよ。

　Cox－Parryの結果はDeHgne－Rapoportを用いているため、標数が2と3では使えない。また、　Lallg｛51、161

により有理曲面の場合の分類を見てもわかるが、標数が5以上とは非常に異なる（特に【6Dので一見すると有

理曲面から基底変換で得られるもの以外もありそうである。（これは主に、導手に野生的分岐を計る不変量がは

いってくるためである。cflgD
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