
HASSE－WEIL　L関数の関数等式の符号

斎藤毅（東大数理）

　0．主結果．

　XをQ上の射影非特異代数多様体とし，mを自然数とする．　Hasse－Weil　L関数
L（正fηt（X），s）は

L（Hm（X），・）－Hd・七（1－F・ガP－3・Hm（X◎，Q∂）－1

　　　　　　　ρ良

　　　　　　　×HあるEuler因子

　　　　　　　　P悪

と定義される．ここで素数pが良いとは，Xmodpが非特異であることとする．その
ときQの絶対Galois群GQ＝Gal（Q／Q）の雄etale　cohomology　H’n（X◎，Q∂への

作用は，ε≠ρなら不分岐である．従ってGal（Fρ／Fρ）の生成元ρ乗写像の逆元Frp

の作用の固有多項式
　　　　　　　　　　　　det（1－Frρ老：11m（XQ，Qτ））

が定義される．Weil予想により，これは素数εのとり方によらず，　Z一係数である．さら

にWeil予想により，右辺の無限積はRe3＞号＋1で絶対収束し正則関数を定める．
　L関数にHodge構造H7’t（X（C），R）が定めるr一因子をかけて

A（Hm（X），5）＝L（Hm（X），3）×あるF一因子

とおくと

予想．L（Hm（X），3）は全3平面上の有理形関数に解析接続され，関数等式

　　　　　　　A（H・・（X），・）一士N『一・A（Hm（X），m＋1－・）

を満たす．

　ここでNはHm（X）の導手とよばれるある自然数で，悪い素数のみを素因子とし
て持つ．上の符号をHm（X）の関数等式の符号と呼び，ω（Hm（X））とかく．

　例．Xを楕円曲線Eとし，m＝1とすると，Birch，Swinnerton－Dyer予想は

　　　　　　　　　　　　　　ω＝（－1）「ankE（Q）

を導く．

　Poincar6双対性と難LefschetzによりGQ一同変な非退化双一次形式1fm（X）×
Hm（X）→Q（－m）が定まる．これはmが奇数なら交代形式で，偶数なら対称形
式である．以下では
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定理．mが偶数とし，　Deligneの積公式の予想を認めれば

祖（那（x））＝1

となる．

　を示す．

　ここでは証明の方針だけを示す．種々の定義等はあとで与える．以下1P’↓（X）を

Mと略記する．

　まず局所ξ一因子の理論により，Qの各素点ρにたいし，局所符号吟（M）＝圭1が定

まり，有限個のρを除いてωρ（M）＝1となる．D面gneの積公式の予想は

ω（M）＝HωP（M）

　　　　P素点

を導く．従って相互法則

　　　　　　　　　　　　　　　rlψρ（M）＝1

　　　　　　　　　　　　　　P素点

を示せばよい．

　十分よい素点εを選び，陥＝∬m（叉G魁）（撃）を考える．Po三ncar6双対性と難

Le丘chetzにより直交表現

　　　　　　　　　　　　　　　ρぞ：GQ→0（η）

がえられる．3ω2（ρ£）をρゼの第2Stiefel－Whitney類とする．局所体のBrauer群の構

造により，各素点ρにたいし∬2（⑱，露／2）±｛丑｝であるので，醐2みρ王）＝圭1とみ

なす、すると平方剰余の相互法則より

rl　8ω2，ρ（ρ∂＃1

ρ素点

となる、

　従って各素点pにたいし，sω2試ρのとωρ（M）を比較すればよい．
　p≠ρo。．Delig鵬の定理より3ω2，p（ρ∂＝ωρ（ノレf）．

　p＝o。．直接計算して3ω2，。。（ρ∂＝uノァ（M）×（－1）九（M），　ここで九（M）＝
Σ¢〉警（　　　m9　2）dimQ　lf¢（・x・Ωm←¢）・

　ρ＝ερが良いとすると⇒（M）＝1．従って

定理’．pが良くてp≧27η＋2ならば3ω2，ρ（ρρ）ご（－1）九（”）．

　を示せば良い，

　この定理は，

　（1）躍2，タ（み）を2次形式つき《2ダ線形空間∬m（X嚢夕，島）とガ巖（X蔓．／魁）の

　　　Hasse－Witt類と，直交表現ρパGQ，→0（W）のspin◎r類で表す．

　（2）（1）のH田se－Witt類，spinor類を，具体的にHodge数を使って表し，定理’の

　　　等式を確かめる
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ことにより証明する．

　（1）はGQ，の表現Hm（X◎，，Qp）がHodge－Tate表現であることと，直交表現に

対するFr6hlichの定理のHodge－Tate表現への拡張とから従う、（2）は（⊇Q，の表現

κm（．X◎，，Qp）がcristalline表現であることと，そのmod　p表現に対するFontahle－

La緬也理論を使って示す、

　1．局所体のGa1◎is群のε進表現．

　Kを剰余体Fが有限の完備離散付値体とし，pをFの標数としqをFの位数とす
る，Kの絶対Galois群G1ぐ＝Gal（頁3eρ／1ζ）は次のようなmもrationを持つ

1cP⊂∫⊂Gκ．

ここで∫ニGal（K8ep／Kn「），P＝（〕刷∫ζ8ep／頁t「）はそれぞれKの最大不分岐拡大

κn「，最大馴分岐拡大汝「＝κ糀「（π1／m，ρ↑m，πはKの素元）に対応する部分群であ

る．各商群には標準同型

　　　　G／たG・－G司（F8ep／F），・／P嘩竺μ・（F3eρ）一∬z・（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ｛情　　　　　　　　〆≠ρ

があり，Pは戸｛淳群である．

　θ留＝Gal（κ吟頁）をG頁のabel化とすると，局所類体論の写像κX→G罐が
定義される．図式

　　　　　　　　　　　　　κx－G錐

　　　　　　　　　　　付値1　　⊥

　　　　　　　　　　　　　泌　一一→GF：1ト→FrF

が可換になるようにする．ここで幾何的Frobenius　FrF∈GFはq乗写像の逆である．
　鰭pと異なる素数とする．この節ではGκの有限次元ε進表現ρ：Gκ→GLQ、（γ）
に対し，その導手a（V），局所L因子取ジリおよび局所ε因子ε（Mψ）の定義をする．

　Gκの縫表現について，基本的なのは次の定理である．
　M◇nod∫omぎ定理（Gr◎寵end三eck）ρ：窃ζ→G．Lo、（V）をく文κの有鰻次元ψ進表現

とすると，1のある開部分群」と，べき零行列W∈E7頑γ）で，σ∈ノに対し

ρ（σ）＝：exp（む（σ））

となるものが存在する．

　ここで2ピ」→Zεは∫／P→路（1）に同型Zど（1）＝乏を合成したものである、

　VのArtin導手a（V）を

　　　　　　　　　　　・（γ）＃dimγ一dim　y∬＋・ωγ

により定義する．これは作用の1への制限のみで定まる．γ∫は1による固定部分であ

り，Sw孤導手§w（V）は次のように定義される，作用のPへの制限のみで定まる自然

数である．上のような」で1の正規部分群であるものをとり，Lを対応する五肝の有
限次Galo輌s拡大とし，　G＝1／」とおく．関数Tr（σ：γ）はG上の関数を定める．　Gの

Swan指標を　　　・

　　　　　㊥一｛一〇rdL（σ（πL）／7rL－1）1・ngth・。（Ωも。／。。．．）一（〔L・κnり一1）竺1
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により定義する、ここでπLは五の素元でordLはLの正規離散付値である．σがPの
像に入らなければ8蝋σ）＝0である．Swan導手

　　　　　　　　　　1

司γ）rGl』ω（σ）Tr（σ：γ）

は自然数となり〉♂のとり方にはよらない．

　　すみませんが，本文は次のページに続きます．
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