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index19のZariski　pair

高知大理徳永浩雄玉

　Int，oduct沁n

　この稿の目的は2つの例を通して，Zariski　pairというtopologlcalな

対象と楕円曲面のMordell－Weil群というarithmeticな対象の間に関連が

あることをを報告することである．

　Zariski　pairの定義はE｝．　Arta1－Bartoloにより［A］で与えられている．

ここではその定義を与える前にまず，この名前の由来ともいえるZariski

の例から始めたい．

　Example　O．L（Zaτiski［Z］）B1うB2は既約な平面6次曲線で次の条件

を満たすものとする．

　（i）B1，B2の特異点は共に6個のcuspのみ．

　（ii）（a）B1：6個のcuspを通る2次曲線oが存在する．（b）B2：上記

のような2次曲線は存在しない．

　このとき，

　　　　　　　　　　π1（P2＼B1）i芦π1（P2＼82）

　この例により，Zariski　p頑とはどのようなものか大体察しはつくであ

ろう．Zariski　pairの正確な定義は以下の通りである．

　De6nition　O．2．（Arta1－Bartolo［A］）被約な平面代数曲線のpair（B1，B2）

が次の条件を満たすとき，このpairをZariski　pairと呼ぶ．

　（i）deg　B1＝deg溜2，

　（ii）BlとB2のcolnbi品toric　dataは等しい．ここでcombinatoric　data

とは（a）既約成分の数，（b）各既約成分の次数及び特異点のタイプ達，（c）

各既約成分の位置関係（既約成分がどのように交わっているか），　をいう．

　（iii）P2＼81はP2）32と同相でない．

上記の定義でB1，砺が既約な場合は，（ii）は次の条件に置き換えられる．

（li），　B1，B2は特異点のタイプに関して同じdataをもつ．

1この報告の結果はE．Artal－Bartolo氏との共同研究である．
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　ZariskiによるExample　O．1はZariski　pairの最初の例である．　この例

以降このような例は殆ど知られておらず6次曲線についてはZariski　pair

の第2の例は次のものであろう．

　Example　O．3．（E．　Artal－Bartolo［A］，1）egtyarev［D］，徳永［T1］）β1，

．82は既約な平面6次曲線で，　つぎの条件をみたすものとする．

　（i）B1，B2の共にε6型特異点（e6：y3十♂＝0）．

　（ll）81：B1と各特異点で4重に交わる2次曲線が存在する．

　β2：上記のような2次曲線は存在しない．

　このとき，　P2＼B1とP2＼B2は同相でない．

　この例の発見以降ラ6次曲線のZa∫iski欝al貧は1◎種類以上発見された

6Al，｛T21，｛T3D．またラより次数の高い例については岡，　島田による例

（［Ol，［Sh］）がある．この稿ではこれらの文献では得ることの出来なかった

例を紹介する．そのためまず6次曲線のindexを定義する．

　De6n三tion　O。4．8は6次曲線で高々simple　s短gulariもy（♂4。，ε。型）

しか持たないとする．　このとき，Bのindex‘（B）を

2（B）：＝特異点のタイプにある添字の和．

と定義する．

　例えば，Example　O．1の6次曲線のindexは12，　Exampl¢0．3ではind⑧x

は18である．また，6次曲線のlndex　i（B）については次の事実が成立する．

0≦乞（B）≦19．

　｛A］，｛T1｝，｛T2］う［T3］ではExamρle◎．］やExample　O．3以外のZariskl

paiτが与えられているが，それらのindexは全て18以下である．　従って

index　19のZariski　pairは存在するか？という問題が考えられる．本稿の

第1の主題はこの間がYesであることを主張するものである．

　荘xample　O．5．（B1，　B2）は平面6次曲線のpaiTで次の性質を満たす

ものとする．

（i）B、－0｛‘）＋0夕）（i－1，2），φ1）は・・d・1・ubi・．
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　（ii）cl‘）とc｛‘）（i＝1，2）は1点己で9重に交わる．ここで，町はcl1），

c！1）の変曲点，ω2は0｛2），C｛2）の変曲点でない点とする（図1）．

　Example　O．6．（ぴ，B2）は平面6次曲線のpairで次の条件を満たす

ものとする．

　ω易一〇｛㍉c！㌧o烈（i－1，2），d・gc！‘㌧ゴ，コ）は既約o！匡）は

nodal　cubic．

　（輌i）（a）0｛りとo！りは2点で交わる．

　（b）olりとc！りは1点p鍵で6重に交わる．

　（c）clりはo！りの変曲点ρ総での接線．

　（d）ρ19における接細、はρ｛9を通るが，躍における接線1、は躍を通

らない（図1）．

　The◎rem　O．7．　Exapmples◎．5，◎，6の条件を満たす6次曲線は存在

し，各pa三rはZarisM　pairである．

　上記の定理のひとつのポイントは6次曲線の存在であり，それがが一

旦わかればあとの主張は次の定理から従う．

　Theorem　O．8．（ぴ，82）はExample　O．5，0．6のpairとする．このと

きP2のGalois　coveringでB1に沿って分岐し，かつGalois群が3次対称

群33であるものは存在するが，82に関してはそのようなGal◎ls　c◎ver麺g

は存在しない．

　さて，ここでこの稿のもうひとつの主題であるextremal楕円K3曲面

のMordell－Weil群へ話題を移そう．

　εは曲線0上の楕円曲面とする．以下ではelliptic　6brationψ：ε→0

は常に次の仮定を満たすものとする．

④｛2腐三㌶㌶蕊二；已＿持つ．

　また，N3（ε）はεのN6ron－Severi群，　Tはその部分群で5◎とジのファ

イバーの既約成分で生成されたものとする．また，MW（ε）はψ：ε→0

のMordel1－Weil群，すなわち，ψのsectionのなす群とする．このとき，次

が成立する．
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Theorem　O．9．（塩田［S］）

　　　　　　　　　　MW（ε）…≧ノVS（ε）／T

次に“extremal”という雷葉の定義を与える．

　De餐nltion　O．10．楕円曲面ε→Cが次の2条件を満たすときextremal

という．

　（i）ρ（ε）＝rankZV5（ε）＝ん1・1（ε），

　（ii）rankルfルし「二＝0．

　従って，extT砲al楕円曲面のMordelLWea群は有限であり，それがど

の様な群であるかについては部分群丁とそのNS（ε）への埋め込みによる

（この入り方も部分群τによりかなり制限される）．

　rは特異ファイバーのcon6gurationが決まれば決まるので次のような

問題が考えられる．

　Question　O．11．留：ε一ヅ0はextremal楕円曲面とする．、MW（ε）は

特異ファイバーのcon丘gurationで決定されるか？

　このQuesti〈＞nについてはεがextremalな有理楕F］曲面である場合は

Yesであることが知られている（［MP1］，［N］，［B］）従って次に問題となるの

はεがextremalな楕円K3曲面であるときである．

　Mlranda，　Perss◎nは論文｛MP2］でse㎡一stable（特異ファイバーはすべて

み型）な楕円K3曲面の特異ファイバーのcon台gurati◎nを分類し，続く論文

［MP3］でse㎡一stable　extremal楕円K3曲面のMordell－Weil群が特異ファ

イバーのcon6gurationからどの程度決まるかを調べている．ψ：ε一→P1

がsemi－sもable楕円K3曲面であるとき，ψは輻型の特異ファイバーを6

個持つことが容易にわかる．それらを1卯＿ラ1掩6（略してう｛7妬＿うn6Dうた

だしΣ㌧1η‘＝24，とおく．［MP2］の結果によればse㎡一stable　extremal

楕円K3曲面の特異ファイバーのcon丘gurationは112通りあることがわ

かっている．さらに，［MP31では，そのうち95通りは6－tuple［nb＿，η61が

わかればラ］羅◎rdelLWeil群は決定されることを示している．しかしながら

［MP3｜では残る場合については，Question　oJ1は未解決であり，また，反

例も与えられていない．ここでは，6－tupleは同じだがMordell－Weil群は

異なる例（すなわちQuestion　o．11の反例）を2つ挙げる・

一一
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　Theorem　O．12．（a）楕円K3曲面佑：ε→P1（i＝1，2）で次の条件を

満たすものが存在する．

　（i）協：ε→P1の特異ファイバーのcon6gurationは［18，2，1，1，1，11で

ある．

　（ii）ルfルγ（ε1）竺Z／3Z；ルfレレ（ε2）竺｛0｝・

　（b）楕円K3曲面仰：ε→pl（2＝1，2）で次の条件を満たすものが存

在する．

　（i）ψ、：ε→P1の特異ファイバーのcon丘gurationは［12，6，2，2，1う1］で

ある．

　（ii）ルfレγ（ε1）i≧≦Z／6Z；MW（ε2）i≧Z／2Z・

以下この報告の内容は次の通りである．

§1Example　O．5及びExample　O．6の6～欠曲線の構成

§2Theorem　O．12の証明

§3Theorem　O．8の証明の方針

§4補足（曲線のAlexander　p・lynomial）

　§1Example　O．5及びExample　O．6の6次曲線の構成

　［AT］では，問題の6次曲線のexplicitな定義方程式を与えているが，こ

こでは或る種の有理楕円曲面を用いてその存在を証明する．

　（1）Example　O．5の6次曲線の構成

　X1，　X2は有理楕円曲面で次の条件を満たすものとする．

　（i）X1の特異ファイバーのcon6gurationはH＊，∫1，11．

　（ii）X2の特異ファイバーのcon丘gurationはム，∫1，∫1，∫1．（X1，　X2の

存在に関しては例えば［MP1］を参照）．

　X1，　X2の特異ファイバーの既約成分に図2の様にラベルを付け30，

E1，＿，E8の巡にblow－downしていく．すると得られる曲面は射影平面P2

であり，．Eg，　Eloの像はそれぞれnodal　cubicである．そこで，各場合にこ

の2つのcubicの和集合をとればそれが得るものであることがわかる．

（II）Example　O．6の6次曲線の構成．

X1，X2は有理楕円曲面で次の条件を満たすものとする．

（i）X1の特異ファイバーのcon6gurationは∫H＊，∫2，∫1．

…
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　（ii）X2の特異ファイバーのcon6gurationは左，13，∫2，∫1．（Xl，X2の存

在に関しては例えば［MPllを参照）．

　X1，　X2の特異ファイバーの既約成分およびX1の2－torsion及びX2の

6－torsionに図3の様にラベルを付け80，　El，＿，－E8の巡にblow－downして

いく．すると得られる曲面は射影平面P2であり，Eg，　Elo，　E11の像はそれ

ぞれ直線，2次曲線，nodal　cubicである．そこで，各場合にこの3つの和

集合をとればそれが得るものであることがわかる．

§2．Theorem　O．12の証明

まず，証明に必要ないくつかの補題，命題を準備する．

　Proposition　2．1．（Miranda－Persson［MPI］）留：ε→0は楕円曲面，

」はそのfunctional　invariantとする．」≠coη31αηfならばつきの不等式

が成立する．

　　deg　J≦6Σ（iπ十1：）十4伝十初＊）十2＠十商＊）十12g（C）－12

　　　　　　π≧1

ここでiπはム型特異ファイバーの数を表す．他も同様．また，g（0）はC

の種数．

　Proposition　2．2．ψ：ε→0はextremalな楕円曲面とする．」VS（ε），

Tの交点行列の行列式をdisc（（NS（ε）），　disc（T）で表すとき，

ldisc（1VS（ε））1‖（Mレ1ノ（ε））2＝ldiscTl．

この主張はTheorem　O．9から直ちに従う．

　Theorem　O．12（a）の証明に入ろう．隅，鵬はそれぞれ，　Example　O．5

の6次曲線B1，　B2に沿って分岐double　coveringとし，μi：ε→死・はそ

れぞれのcanonical　resolution（定義については［H］を参照）とする．この

とき，島は次の可換図式を満たす．

隅・←　ξ

↓　　　↓

P2　←　Σ（り
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ここでΣωはP2からblow－upを繰り返して得られるものであるが今の場

合，特に次の性質を満たす．

　（＊）（i）Σωは§1，（1）の有理楕円曲面晃の2つの1、型特異ファイバーの

nodeでblow－upして得られる．

　（ii）double　covering島→Σωのbranch　locusは（i）の2つの特異ファ

イバーのproper　transformである．

　Biのnodeをひとつ選び，その点を通る直線のなすpencilが引き起こす
己上のelliptic　6brationを宮：ε‘→P1と表す（注意：このelliptic丘bration

はX‘のelliptidbrationから引き起こされたものとは異なる）．このとき，

　Lemma　2．3．　i＝1，2共にψ‘：己→P1の特異ファイバーのcon丘gu－

ration　lま［18，2，1，1，1，1］．

　証明canonical　resolutionの構成及びProposition　2．1から主張は容易

にcheckできる．

　さて，［MP3］によれば，倍：ε→P1について、MW（昌）はZ／3Zまたは

｛0｝であることに注意する．

　Lemma　2．4．ψ1：ε→PlについてMWε）竺Z／3Z．

　証明砺の接線はψ1：ε1→P1の2つのsection　8＋，8一を決める．［S］，

Lemma　8．1，　Theorem　8．4または［M］より，この3＋がMW（ε1）の3－torsion

を定めることがわかる．

　次にψ2：ε→P1に関して一MW（ε2）竺｛0｝であることを示す．この方

法は城崎の講演時に解説した方法と異なるが，見通しはよい．

　Lemma　2．5．　MW（ε2）竺｛0｝．

　ε2はX2のelliptic　fibrationから引き起こされたelliptic　6brationψを持

つ．この丘brationの特異ファイバーのcon丑gurationはこの節の注意（＊）よ

り［9，9，2，2，1，1］である．有理楕円曲面X2のMordell－Weil群はZ／3Zで

あるから，X2から引き起こされたψに関するMordell－Weil群は位数3の

元をもつ．ところが，［MP3］よりψのMordell－Weil群はZ／3Zか｛0｝であ

る．従ってψのMordell－Wei1群はZ／3Zである．故にProposition　2．2よ

りdisc（NS（ε））＝琴2＝36．従って再びProposition　2．2をψ2に適用し

てλfレレ（ε2）＝｛0｝を得る．
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　以上を合わせてTheorem　O．12（a）を得る．　Theorem　O．12（b）はEx－

ample　O．6の6次曲線B1，　B2に沿って分岐するdouble　coveringに対して

上記と同じ議論を繰り返せばよいので詳しくは省略する、

§3．Theorem　O．8の証明の方針

Theorem　O．8を証明するには次のTheoremを証明すればよい．

　Theorem　3．1．（召1ラ82）はEx＆mple◎．5またはExample◎．6の6次

曲線とする．このときB‘に沿って分岐するGalois　coveringで，　Galois群

がぷ3であるものが存在するための必要かつ十分な条件はMW（ε‘）が位数

3の元をもつことである．

　このThe◎remの証明は2年前の城崎で報告したd描¢dral　Gal◎is　cov－

eringの手法をつかえば証明できるのでそのideaについては1994年度の

城崎の報告集または［T4］に譲ってここでは省略する．

　§4　補足

　Theorem　O．7は6次曲線のAlexander　polynomialを計算することに
よっても証明できる．Alexander　polynomialはP2＼B‘）（‘＝1，2）の位相

的不変量である（詳しくは固または［D］を参照）．従ってThe◎民m◎．7は

次のTheoremからも従う．

　Theorem　4．L　Example　O．5，0．6の6次曲線について，B1のAlexander

polyn◎皿alは〆十ま2千1，刀2のAlex＆nderρolynomialは1である．

　本稿ではZariski　pairとMordel1－Weil群の関係を報告することが主な

圏的なのでここでは省略する．詳しくは［AT］を参照．

　Reference8：
［A］EArtal　Bartolo：Sur　les　couples　de　Zariski，　J．　Algebraic　Geom．3，

223－247（1994）
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the　Mordell－Weil　groups　of　extremal　elliptic　K3　surfaces，　preprint．

［Dl　A．　Degtyarev：Alexander　polynomial　of　a　curve　of　d¢gree　six，　J．　Knot
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