
Defbrmation　of　Picard－Le烏clletz　Mollodromy

北海道大学・理学部　島田　伊知朗

　　アフィン超曲面の補集合の普遍被覆空間のホモロジー群に対してPicard－Lefsche七z型の

理論，すなわちモノドロミーの作用を消失サイクルを用いて記述する理論を展開し，それが

古典的なPicard－Lefschetz理論におけるモノドロミーの4一変形としてとらえられることを

示す．ここで4一変形という言葉は，止型のヘッケ環が，対称群の群環のg一変形であるとい

うのと同じ意味で使っている．証明の細部についてはIS｜を参照されたい．＊

1古典的Picard－Lefschetz　theory

　　1．1古典的Picard－Lefschetz　theoryの復習

　　1．2アフィン超曲面の場合への適用

II変形の構成と主結果

　　2．1q－mOIlodromyの構成

　　2．2q卜→1で古典的なモノドロミーになること

　　2．3既約性定理

　　2．4組ひも群のreduced　Bllrau　representationとの関係

III　Picard－Lefschetz　theoryのq－analogue

　　3．1境界の設定

　　32ホモロジー群品、（瓦），Hη（瓦，∂o），11。（瓦，∂。。）の構造

　　3．3交点形式

　　3、4Picard－Lefschetz公式

　　3．5モノドロミー群の群環上の生成元

　　3．6既約性定理の証明

　　3．7Quadratic　relatio・1s

　　1．まず最初に，古典的なPicard－Lefschetzの理論を復習しよう．

　＊この解説は1996年7月に裏磐梯で行われた多変数函数論サマーセミナーの予稿集

に載ったものに若干手を加えたものである．
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　　1．L　1924年，　Lefschetzは高次元複素代数多様体のトポロジーに関する有名な論説｛Lel

を出版した．この論説には多くの基本的な定理が述べられているが，その証明は直観的で理

解することはむずかしい．その後，H◎dge理論やM◎rse理論などの洗練された道具を使う

ことにより，これらの定理には厳密な証明が与えられたが，もとの論文にある幾何学的な構

成は置き忘れられた形になっていた．

　　1981年，Lamotkeは｛La｝においで，　Lefschetzのもとの“証明”を現代の言葉で書き直

し再構i成してみせた，以下の記述はこのLamotkeの論文によっている，

　　非特異連結な射影代数多様体W⊂申Nを考える，Wの次元nはれ≧2をみたすとす

る．射影空間pNの超平面全体のなす射影空間，つまり双対射影空間を（pN）》であらわし，

この空閲の点y∈ぽN）》に対応する超平面を鞠とかく．的によるWの超平面切断を

鵬で表わす．Wの双対超曲面wv（：ぽN）》を

　　　　　　W∀：＝　｛y∈（pN）v；的はWとtransver8eに交わらない｝

により定義する，この双対超曲面の補集合をβwで表わす．

召w　：＝（酬∨）へ至ゲ、

超平而切断の族｛∫偽｝はβwの上で可微分多様体の局所自明な族をなす．したがってモノ

ドロミ～表現

　　　　　　　　　　ρ　：　7r1（βw，の　→　Aut　Q（11n＿1（仰㌔；（Q））

が得られる．

　　さてHn＿1（嘱；Q）の上には非退化な交点形式（，）が存在する．ぴ、－1σW；Q）のなか

の消失サイクルの空間γおよび不変サイクルの空間∫を次のように定義する，

　　　　　　　　γ・＝Ker但。－1（w6；◎）→王r祠σγ；Q）），

　　　　　　　　∫：ニ｛］ω∈」了π一1（じγb；Q）；（tO，u）＝Ofor　all　u∈γ｝．

Hard　Lefschetz　Theorelnによればつぎの直和分解が存在する．

司、＿1G｛ノゐ；Q）　＝　vθ∫．

この直和分解はモノドロミー衷現ρによって不変である．Picard－Lefschetzの理論は次のこ

とを主張する．
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定理1．モノドロミー表現ρは∫上に恒等作用として作用し，γ上には絶対既約に作用

する．

ここで表現が絶対既約とは係数体を代数閉体にまで持ち上げても既約のままという意味であ

る．γの元へのモノドロミーの作用はいわゆるPicard－Lefsche七z公式によって記述される．

bを基点とするβwのなかのループγは次の形に書けているとき1γ》のまわりの単純ルー

プとよばれる．▽）の非特異な点cと，Wノ》と点cのみでtransverseに交わる十分小さな

disk△が存在して，γは6から出発して△の境界上の点b’に道βにそって到達し，　b’を

基点として∂△にそって珂ノ》のまわりを反時計周りに一周し，再びもとの道β一1にそって

bに帰る．この点c∈W》を単純ループγの中心とよび，△を単純ループ7のディスクと

よぶことにしよう．

定理2．単純ループγに対してある元u［γ］∈γが符号を除いてuniqueに存在し，7に

そったγへのモノドロミー作用は

エH⑳＋（－1）n（叶1）／2（¢，u｛γ1）・u同

と書き表せる．

この元幻同を単純ループγに対する消失サイクルとよぶ．これがどのような（η一1）サイ

クルで表わされるかについてもよくわかっている．cをτγ》の一般の位置にある点とすると，

対応する超平面切断W、はただひとつの通常2重点のみを特異点としてもつ．（Z1プ・・，Zn）

をこの点を中心とするWの局所座標系とし小さなη次元球体

B・＝｛（・1，＿，・。）∈W；レ112＋…＋同2≦・｝

をとる．局所座標系をうまく選ぶことによりb’∈∂△に対応する超平面切断珂1b’はBのな

かで

　　　　　　　　　　　　　　　者十…十弓＝ε

なる方程式で書き表せる．ここでεは十分小さな正の実数であるとしてよい．B∩称ノb’のな

かの（η一1）次元球面

｛（z1，．．．，zn）∈B；Im　z、＝O　for　i＝1，．．．，η，（Re　z1）2十…十（Re　z，、）2＝ε｝

はB∩晩’の変形レトラクトである．u同はこの（n－1）次元球面を道β一1にそって脆

まで移して得られるサイクルで表わされる．
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　　さらにγの生成元について次のことが知られている．

定理3．Vは群環Qlπ1（βW，b）］上の加群としてただひとつの消失サイクルu同で生成さ

れる．ここでγは任意の単純ループである．

　　L2．以上の結果をアフィン空間のなかの超曲面の族に対して適用しよう．以下π≧2，

∂≧3を仮定する．騨の中に超平面亙。。をひとつ闘定し，その補空間A⇔を考える．

轡の∂次超曲面全体のなす空間P。（F）：＝凪（Fぽπ，0（の））を考える．これはベクトル空

間r：＝F（pn，0（の）の1次元線形部分空間全体のなす射影空間にほかならない．以下，

μ∈P．（F）に対応する射影超曲面をア、で表わし，そのアフィン部分叉、∩AnをX、で表

わすことにする．また，X、と∬。。の交叉X、∩∬。。を互で表わす．聡（r）のなかで次の

ふたつの条件を満たす超曲面X、全体のなすZariski開集合びdP．（F）を考える；（1））r、

は非特異，（2）叉、は∬。ρとtransverseにまじわる．この空間Uは凪（r）のなかの次の

ふたつの超曲面の合併の補集合である．

　　　　　1）o　　：＝　｛ぴぐ駄（r）；ア社は特異点をもつ｝，

　　　　D。。　：＝　｛u∈聡（r）；叉、はH。。とtran8v¢rseに交わらない｝．

X、、，又、および互はσ上局所自明な族をなすから，われわれは3種類のモノドロミー表現

ρ：π1（び，b）　一→　AutQ（Hn＿1（Xb；（Q）），

および

但：ち（ひコ6）一シAuも◎（γ（Xゐ）），　ク。。：巧（U，6）一→Auto（V（ち））

を得ることになる．部分空聞γ（Xの⊂王ち＿1（Xb；Q）およびγ（η）⊂Hπ＿2ぱ偏Q）はそれ

ぞれXbおよび琉の消失サイクルの空間である．ここでXbおよび巧はそれぞれ射影空

間PnおよびH。。の4次のVeronese　embeddingの像の超平面切断として考えている．表

現ρoおよびρ。。は

　　　　　ρo　　：　π1（～ゾ，ξ｝）　一噺　π1（P＊（F）＼Doハ6）　一→　　AutQ（γ（♪（b＞）　，

　　　　　声。。　：π三（σ，あ）　一噺　πコ（職（r）＼D。。，カ）　→　AutQ（v（琢））

のように包含写像にともなう自然な準同型を経由する．上記の古典的なP▲card－Le£schetz理

論によりこのふたつの表現は絶対既約である．

一 122一

4



一方，次の◎ベクトル空間の完全系列が存在する．

0　－一｝　y（yi）一→五「n＿1（X6；《妻）　一→　　γ（Xる）　一一→　　◎．　　　　　　　　（1・2戊）

まず双対同型瓦H（x‘；Q）竺∬“　1（アb，玲Q）が存在する．これより

　　　　　　　∬芦二；（ぴ◎）　　　；＝　　 Coker（」日n｛2（言6；《工）→　 ▲Eぎn…2（壬ノL；Ql）），

　　　　　　∬㌫；（）「b；Q）こKer（∬n－1（蒐も；Q）→∬π一1（陥Q））

と置くことにより，完全系列

o－→可晶（y魂）→昂ば（x参；（≧）→∬蒜、（ぎヵ；⑨一→o

が得られるが，射影空間のなかの超曲面の場合には自然な同型

H品（陥；Q）竺晒），and艦三（x・；Q）訓ア・）

がPoincar6　dualltyから導かれるので完全系列（1．2．1）が成立する．この完全系列（1．2．1）

は1了，、＿1（Xみ；Q）の混合ホッジ構造のweight　61tratio11に対応している（cUDID．したがっ

て（12．1）はじつはπ1（び，6）加群としての完全系列にもなっている．つまり，王f，ば（X6；Q）

への表現ρはふたつの既約表現ρoおよびρ。。から“合成”されているわけである．特に

表現ρは既約ではない．

　　部分空間γ（聡）⊂刀オ、1（．X参；Q）が爪（び，6）のモノドロミー作用で不変であるという

ことは，上記の定理2と3を使うと次の定理4の形に言いかえることができる．いま，

刊：∫→びをDoのまわりの単純ループ，7。。：∫→びをD。。のまわりの単純ループとす

る．ただし以下でびにおける単純ループというときは，それぞれの中心Coおよびc。。は

Oo∩D。。には含まれておらず，かつそれぞれのディスクはDouD。。と中心のみで交わる

ものとする．

γ。。

　　　γO　D◎。

姦　　　　Do

このふたつの単純ループに対して，消失サイクルu｛7。。狂V（鞠）およびu｛物拓V（言のが

符号を除いてunlqueに定まる．定理3よりγ（陥）はQlπ1（σ）1上u［γ。Qlで生成される．
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u［7。。］は上の準同型（1．2．1）によって王1n＿1（Xb；Q）の元と見ることができるので，γoにそっ

たモノドロミー｛70］．がu［γ。。1にも作用する．

定理4．σにおけるDoのまわりの任意の単純ループγo，およびσにおけるD。。のまわ

りの任意の単純ループγ。。に対して，［γol、（ul7。。D＝ulγ。。］が成立する．

　II．われわれの目標は表現ρの変形でそのgeneral　memberが既約なものを構城する

ことである．

　　2．1．Fulton－DeliglleによるZariski予想の解決（［F］，【D2Dにより，σの点μに対し

て補集合E、：ニAn＼X、の基本群は無限巡回群になることがわかる．基本的なアイディア

はX。のかわりにその補集合E。のZをガロア群とする普遍被覆空間

Fu　－→　Eu

の中間ホモロジー群Hn（瓦；Z）を考えることにある．

　　このアプローチは，【qにおいて，hypersurface　singulari七yのversal　deformatioll　family

の上でのモノドロミー表現に対して取られたものである．Givental’はこの論文で，　versal

deformationのbase　space上のdiscrimimant　locusの補集合の基本群の一般化されたBura11

表現を，幾何学的なモノドロミー表現として得ることに成功している．

　　しかしながら，π1（σ，b）のHπ（現；Z）上へのモノドロミー表現は構成できない．なぜ

ならばE。の普遍被覆．F。がσの上でuniversalに構成できないからである．そのために，

次の空間〃を考える．F×でF＼｛0｝を表わす．射影空間P．（F）はF×／C×に他ならない．

”：F×→1P．（F）を自然なprojectionとし，

〃　：＝　ρゲ1（［r）

と置く．自然な写像〃→σはC×束であるから，π1（〃）はπ1（σ）の巡回群による中心拡

大となる．実は1〈er【π1（Zイ）→π1（び）∈Zがわかる．さて，〃の点uを指定することは，

pnのなかのH。。と七ransverseに交わる非特異射影超曲面の定義方程式∫、∈Fを与えるこ

とと同値である．無限遠超平面H。。を定義する九∈F（Pn，0（1））をひとつ選び以後固定す

る．このとき∫、に対して，多項式写像φ、：An→Cがφ社：＝九／解により定義される．

アフィン超曲面X．の補集合E、はこの写像によるC×：＝C＼｛0｝の引き戻しに他ならず，

一 124一

6



さらにφ。：E、→C×は基本群の同型を引き起こす．したがって普遍被覆凡→E、を，指

数関数exp：C→C×のφ。：E。→C×による引き戻しとして定義することができる：

　　　　　　　　　　　　　　　　瓦　一→　Eu

　　　　　　　　　　　　　　　　⊥・⊥・・

　　　　　　　　　　　　　　　　C　＿→　C×．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　exp
この構城ならば，すべてのt4∈〃に対してuniversalに施すことができる．したがって〃

上に瓦をファイバーとする局所自明な族がつくれ，π1（乙4，b）のHn（凡；Z）上のモノドロ

ミー表現が得られることになる．

　　さらに，各μ∈〃に対して，Gal（瓦／E。）は自然にπ1（C×）竺Zと同型であり，この群の

Hn（瓦）への表現はπ1（〃）のモノドロミーによる作用と可換になる．　Gal（F。／E、）＝π1（C×）

の反時計周りのループで表わされる生成元の作用をgによるmultiplicationと考えること

によって，1了π（F社）はローラン多項式の環Z【g，丁1］上の加群となり，モノドロミー表現は

Zlg，q－1］加群上の表現になる．この表現をρと書こう：

戸　：　π1（〃，b）　一→　Aut　z［ロ，ザ11（」日n（Fb；Z））・

この表現がわれわれの研究の中心テーマである．

　　底空間をびからμに拡大しなければならないこと，つまり〃上の族｛F。｝がσ上の

族の引き戻しとしては得られないことは次の命題からわかる．

命題1．自然なprojection〃→σのファイバー（≡C×）上の反時計周りのループで表わ

されるπ1（〃）の元cのHn（凡）への作用はq倍と等しい．

証明．ループ7：∫→〃を∫7（り＝e2而九で定義する．このループはcを表わす．このルー

プにそって点uが動く時，E7（りはAπのなかで動かないが，多項式写像φ7ω：E7（り→C×

はφ7ω＝e2頑φbと変化する．これは疏をC×の上で反時計周りに一回転させることに等

しい．よって疏上にGal（Fb／Eb）の生成元に対応するdeck　transformationを引き起こす．

　　2．2．Libgober［Li；Corollary　1．21によればEbは51とN：＝（∂－1）n個の5τ♪のブー

ケとホモトピー同値である：

Eb　～　51＞5⇔〉…∨5n．

　　　　　　－　　　　　　　1V　times
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したがって1了n（』∂b）は階数1Vの自由Z加群であり，　Hn（凡）は階数Nの自由Z｛g，ブ11加

群である．

F‘　　～

　　　　Ncopi㈱of　3n

　　　　　ハ

　　一　’－　the　deck　tral18for£nation　cotrespollding　to　4

実はより強く次のことがいえる，

命題2．Z｛g淳一11加群としての同型凝纏（凡）≡ぴ、（套∋句zZ｛ロ品一11で，　g古1として得ら

れる準同型H，、（万）→∬n（刷）が被覆写像凡→瓦によって引き起こされる準同型と一致

するものが存在する．とくにこの準同型ぴ、（冗b）→瓦、（Eのはπ1（の加群としての準同型

である．

たとえば，ブーケ51∨5’IV…∨5nの各S”に対して，その普遍被覆による逆像は可算無限個

の5鴛のdlsj◎i琉u11沁11になっているが，そのなかからひとつ選び，こうして得られたN個

の5nのホモロジー類を」f，、（凡）のZ［q，ガ11上の基底として∬n（凡）竺ぴ、（瓦）⑧z2｛g，q－11

を構成すれば，求める同型が作れる．もちろん，昂と51V5n＞…∨511のホモトピー同

値の取りかたはu山queではないし，逆像のなかからひとつの5nを選ぶ方法には任意性が

あるので，この同型は自然なものとは程遠い．

　　一方，Hパ司）と万n＿1（♪（∋は自然に（つまりπ1（U）加群として）同型であることが簡

単にわかる．これと，上記の命題を組み合わせることによりつぎの系が得られる．

系．Z柘g『11加群としての同型

∬H（F毒）　　竺　　∫fn＿1（Xあ）⑭z　Zl4，｛『－11　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．1）

で，9H1として得られる準同型∬，、（凡）→∬，、＿1（Xのがπ1（川加群としての準同型であ

るものが存在する．

注意していただきたいのは，同型（2．2．1）はπ1（〃）加群としての同型ではないということで

ある．
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　　α∈C×をひとつとり，¢とαを同一視することによってCをZ［0，丁1］加群とみなす．

同型（2．2．1）により，

刀π（Fむ）⑧z｛9，ザ11C　窪　∬n－1（Xb）⑧zC　鰺　∬n－1（X‘；C）

が得られる、モノドロミ～表現戸を璽＝αでevaluateすることにより，表現

パα）　1　恥（Z・イ，6）　一一→　A砿c（17n＿1（X6；C））

が得られる．上記の系に記述された同型（2．2．1）の性質は，表現ρ（1）が1．2で得られた古典

的なモノドロミー表現ρ⑭C（と自然な準向型π1（〃）→π】（のを合成したもの）と一致する

ことを示している．こうして0でない複素数αをパラメ～ターとするρ⑧Cの変形｛ρ（α）｝

が構成された．

　　2．3．この解説の主結果は次の定理である．＠（のをZ柘ゼヲの商体とする．

既約性定理．π1（Zイ，のの表現戸⑧鞠，ザ、］《茎（むは絶対既約である．

系．α∈C×が超越数ならばρ（α）は既約表現である．

完全系列（1．2．1）の存在により表現ρ⑧C＝ρ（1）は既約ではなかった．したがって，ここで

構成された変形｛ρ（α）｝はnOn－trivialであることがわかる．パラメーターαが1からずれ

るとふたつの絶対既約な表現陶とρ。。が“融合”されてひとつの大きな既約表現になるわ

けである．

　　2．4．この既約性定理は，アルティンの組ひも群の被約Bばa11表現がパラメーター口

を一般にとったときに既約になるというよく知られた事実（c£｛Al）の一般化であるとみな

すことができる．このことをみるために，η＝1の場合を考えよう．このときπ1（σ）は∂本

の紐のなす組ひも群134と同型になる．一方，η＝1のときには，自然なprojection〃→0か

にはsec七ion　5が存在する，なぜなら，舌を刀。。＝｛』◎O｝なるピ上のアフィン座標とす

るとき，）㍍を定義する標準的な定義方程式として，〆の係数が1であるものをとることが

できるからである．凡を，exp：C→C×のφu：E。→C×による引き戻しとして定義す

る．n≧2の時と異なり，鑑→君、は普遍被覆ではない．こうして得られる刀dの表現

　　　　　　　　　8d☆π1（の2→Aut鞠，ザ・1（ぴ（司））

は被約Burau表現に他ならない（cf．　ILi；p．127】）．

一 127一

9



　　III．既約性定理の証明には，通常のPicard－Lefschetz理論と同じように単純ループに

付随したモノドロミーを記述するPicard－Lefschetz型の公式と，“モノドロミー群の群環上の

加群としての生成元の記述を必要とする．しかし，射影多様体の場合とことなり，1㌦はコ

ンパクトではないので，Plcard－Lefschetzの公式に必要な交点形式を定めるためには瓦に

適当な境界を設定しなくてはならない、

3．1．〃上の連続関数ε：μ→R＞oで十分小さいものをとり，次のように定義する．

∂oC：：＝｛・∈cx；レ1≦ε（・・）｝，　and　∂。。Cご　1＝｛彩∈C竺；121≧ε（u）－1｝．

現のふたつの境界∂o瓦，∂。。現，および瓦のふたつの境界∂o凡，∂。。F、をそれぞれ

φ。：E。→C×，および凡→現→C×による∂oC膓∂。。C：の引き戻しとして定義する、

以下，混乱のおそれのない限り，たとえば空間対（瓦，∂。。馬）は（凡，∂。。）と略記すること

にする．

　　空閥対（五魅，∂◎），（君ロ，∂oo），（」㌦，∂o），（瓦，∂。。）のh◇me◎mo玲1、lsm㍍ρe　lまε（⇒が十分

に小さい限り，実連続関数εのとりかたによらない．さらに，相対ホモロジー群正1n（F、，∂o），

∬π（瓦，∂。。）は∬n（．Fのと同様に司g，ザ1】加群とみなすことができ，π1（iソ，b）がモノドロミー

として作用している．自然な準同型王1，、（冗b）→Hn（Fb，∂のおよびHn（現）→Hπ（凡，∂。。）

は群環Zlg，q－1】［π1（〃，b）】上の加群としての準同型になっている，

　　3．2．まずホモロジ～群刀n（鑑），1㌔（瓦，∂の，∬n（瓦，∂。。）の司小丁11加群としての構

造を調べよう．

命題3．　（1）Hn（罵），∬n（瓦，∂の，亙n（瓦，∂。。）はいずれも階数N：＝（∂－1）nの自由

Z［4，q－11加群である．（2）自然な準同型柘（．Fの→Hπ（瓦，∂o），Hn（、Fu）→Hn（凡，∂。。）は

ともに単射である．とくに，∬，1（∬の→Hn（．F。，∂o）の像は（1－g）Hn（、Fu，∂o）となる．（3）

これらの準同型はQ（の｛π1（況，旬｝加群としての同型

H。（Fb）⑧Z｛、，ザ・｝Q（9）ざ∬。（凡，∂・）⑧Z［4，、一・玉Q（の吉ぴ、（』㌦，∂。。）⑧Z｛，，ザ・】（　（q）

を引き起こす．

以上の事実から，モノドロミー表現砂Zl鯛．、稗（g）を調べるためには，π1（〃）のHn〈五b，∂の

およびH。（疏，∂。。）への作用を調べればよいことがわかる．実は，こちらのほうが容易なの
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である．なぜならば，1了。（凡，∂o）および17。（Fb，∂。。）の砲，ザ11上の基底をなす1V個の

サイクルは具体的に書き下すことができるからである．

　　まず，u∈〃を十分一般の位置にとる．φ、：刀、→C×の臨界点は

　　　　　　　　　　　　　　　塾＝＿＝塾＝o
　　　　　　　　　　　　　　　∂訟輌　　　　∂㌔

の解であるから，その個数はちょうど1∨＝（d－1）n個あることがわかる．さらに，これら

の臨界点はすべて非退化であるとしてよい．q1，．＿，qNをこれらの臨界点とし，ρ1，＿，PN

をφu（qi）＝p‘なる臨界値とする，εは十分小さいとしたから，　pぎはどれも∂oCごu∂。。C：

には含まれていないとしてよい，さらに，uは一般に選んだから，　arg（P」）（i＝1，＿，∫V）

はどれも異なるとしてよい、下の図のようにC×上の道ξ『，ξ㍗（i＝1，＿，1V）をとる．各

留：∫→C×（resp．ξ㌍：∬⇒C×）は∂o　q（resp．∂。。C：）からpまへ至る道であり，単射

で刊以外の臨界値を通らず，またお互いに（嚢sjointである．図において影をつけたところ

が境界である．

P2　　　　．．　　　　　1　　　　　％・・ρ〒　　　　・

ρ1 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　　　　　　　　　　　ρ1　　　　　　　　ξ∫ゆ　　、

　　　　　　　　1　　　　　　　・舌
　　　　　　　　1　　　！・　P2　　・怜　’，
　　ξ～P‘　　i　　「　　　　寿
　　　　　　　　｜
　　　　。　　　　l　　　　　　　　　　　　Pj　　　　（
　　　㍉：　　i　　；　　　PN　．・　：
ρN ／ノ 　　　i　　　』・　　　　φ　◇
　ぐ　　　　　　i　　　　ゴΣ　　　　　　。③
　　㌦…δ・cζ　；　　　も，＿＿．’・約δ・・cご

tlxe　I）at…ISξ～3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　縫）eρathSξ㍗

　　さて，非退化な臨界点gの下にある臨界値を終点とし終点以外では臨界値を通らない

道ξがあたえられたとき，ξ上の各点のファイバーのなかにある，qで消える消失サイクル

をつなぎあわせることによって，E、のなかに，その道の上にのったalimbleがえられる．

（了茎一1）次元球面5炉1上のコーンをcsn－1とする．各消失サイクルは，ファイバーのなか

に埋め込まれた5Rパで表わされているから目11mbleは玖のなかにはめ込まれた05”づ

で表わされる．コーンの頂点は臨界点4であり，コーンの底面となる5移一1はξの始点上

のファイバーに含まれている，
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the　vanishing　cycle

　　　　ぐ　the　criti・・1　P・i・t　g

〔：二口ζ　tlle　c「iもi㈱l　value　p

　　　　ξ

　　　　　　　　　　　　　　　Figure　of　the　thi㎜ble

ここで上にとった道ξζおよびξ㍗の上にあるもhimも1e§をそれぞれeζ〈：君．および

θ㍗cE、としよう．これらは，空間対（E。，∂o）および（Eu，∂。。）のなかのηサイクルを

定める，そのホモロジー類をθ『∈∬n（E。，∂o），およびθr∈Hれ（ぴ，∂。。）で表わす．

命題4．ホモロジー類畔，＿，θ鳥は基（E。，∂ののQ上の基底をなし，ホモロジ～類

θ㍗，＿，θ寮はHn（拶助∂。。）のQ上の基底をなす．

　　被覆写像F、→E、は6tale　morphismであるから，　E、内のthimblesθp，O㍗はF、

に持ち上がり，空間対（F。，∂o），（』弘∂。。）のなかのnサイクル0輻0㍗を定める．それ

ぞれのホモロジー類を畔∈尾（宮雛〉∂o）｝θξ◎∈刀n（2Pμ，∂◎○）で書き表す、持ち上げ方には

Gal（鶏ノE∋の作用の分だけ不定性がある．したがって，ザ，θ㍗は11p　to｛グ；〃∈影｝で

のみuniqlleに定まる、

命題5．ホモロジー類θp，＿，θ昆はぴ、（F．，∂0）の劉g，gゴ1上の基底をなし，ホモロジー

類θ㍗，．．．，θ許は元（礼，∂。。）の司皇，ザ弓上の基底をなす．

　　このふたつの命題を用いることにより，

　　　　　　　　　　　　θ£⑭1層㊨£，　θ㍗⑱1Hθ㌘

で与えられる準同型は，司g，g　コ］加群としての同型

　　刀「れ（五㌔，∂o）⑭z2Z　l9，9－1】竺Hn（1㌦，∂o），　」口n（瓦↓，∂o。）⑧z　Z｛9，窟…玉1εさ1ifn（Fu，∂oo）

を引き起こす．ここで，π1（〃，b）加群としての同型

　　　　　　　　　　　　　Hnづ（xら）　…≧　刀n（み，∂o）

が存在することに注意する．これは∬。（1弘∂o）の元θ『に対し，thilnbieθ日の底面となっ

ている消失サイクルのホモロジー類（H。＿1（XDの元とみなすことができる）を対応させる

ことにより得られる。同型（2．2．1）は上の式の最初の同型

　　　　　　　　　　　Hれ（瓦，∂の鋤z｛島9－コ］鋭刀籟（兵，∂の

一 13◎一
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と，自然な同型ぴ、＿1（Xb）竺Hn（Eb，∂o）および命題3（2）で与えられた（1－4）倍写像で

得られる同型

　　　　　　　　　　（1－∋－1　二　基（罵，∂の　竺　私毒（凡）

を組み合わせることで得られる．（2．2．1）がπ1（μ，の加群としての同型でないのは，上で注

意したように，thi㎜bl㈱の凡への持ち上げ方に不定性があるためである．

　　3．3．或瓦∩∂。。F、＝9であるから通常の交点形式

　　　　　　　　　　〈，〉　：　∬η（君4，∂。。）×Hn（瓦，∂o）一→　Z

が定義されていることに注意する．この交点形式はGal（瓦／Eの不変である．つまり〈忽，y＞＝

〈g幻，但〉が任意のエ，ガに対して成立する．Pi㈱品L砲cl滅2の公式を述べるために，交点

形式
　　　　（，）o　　：　王rn（」㌃，∂oo）　×　Hれ（1㌦，∂o）　一→　Zlq，9一“｝，　　and

　　　　（，）。。　：Hn（瓦，∂o）　×　Hn（凡，∂。。）　一→　Z［9，ザ11，

を次の式で定義する。ローラン多項式ぴ＝ぺの∈Z恒ザ11に対し亘をa（の：＝づg　］）と定

める。

　　　　　　　　　（鋤・・一Σ〈・，ぱy）9レ，　（・，y）．．・一（痢・・

　　　　　　　　　　　　　　レ∈2

定義から直ちにわかるように，これらの交点形式は次のエルミート性をもつ：（，）oについ

てのみ記すと

　　　　　　　　　　（α∬，y）。＝α（靱）。，　＠，αy）⑪＝a（∬，y）。．

命題6．これらの交点形式は非退化である．

実際も111mb茎esの持ち上げかたをうまく選べば，02とe㌘は戸」のときコーンの頂点

のみでtransverseに交わり，　Z≠ゴのときdisjointとなるようにできるようにできる．さら

に，（9～の別のlift，つまりピθ『（レ≠0）に対してはグ02∩θg°＝のが任意のi，ゴに対し

て成≧ンニするようにできる．したがって，これらのt1山Dblesのホモロジー類のなす基底によ

り，上のふたつの交点形式は土1を対角成分とする対角行列で表わされる．

　　3．4．F×のなかの超曲面Z）oおよびP。。を，それぞれIP．（F）のなかの超曲面Do，D。。

の自然なprojection　r×→P．（F）による引き戻しとして定義する．〃⊂F×は力o　U　Z）。。の

補集合である．
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定理2q．（Picard－Lefschetz　formulaのg－analogue）

　　（0）70を〃のなかののoのまわりをまわる単純ループとする．このとき，あるpair

（U［γ0］，ぴ170D∈1了n（現，∂oo）×Hn（凡，∂0）が存在して，［γo　l∈π1（〃，b）の瓦、（凡，∂。。）へ

の作用は

　　　　　　　　　　　　　ω　ト〉　佑十＠，U》170DO・り［70】

と書ける．さらにul701＝土（1－g）u》［70］∈王1π（凡）が成立する．

　　（oo）7。。を〃のなかのの。。のまわりをまわる単純ループとする．このとき，あるpair

bh。。］，uvh。。D∈Hπ（冗b，∂0）×Hπ（凡，∂。。）が存在して，1γ。。］∈π1（〃，b）の∬η（現，∂0）へ

の作用は

　　　　　　　　　　　　⑳　｝→　エ十（エ，u》1γ。。］）。。・u［γ。。｝

と書ける．

　　0－sideとoo－sideの間にきれいな対称性が成立していることに注目していただきたい．

　　証明の方針は次の通りである．命題5で述べたように，Hη（瓦，∂o）および瓦、（．F。，∂。。）

はφ勉の臨界値を終点とするC×のなかの道の上のthimblesのF、への持ち上げ0£，θ㍗

によって表わされるホモロジー類を基底にもつ．これらのlifted　thimblesのホモロジー類は，

C×上の道のホモトピー類とliftingの指定によって決定される．　Hn（凡，∂o）や∬n（現，∂。。）

へのモノドロミー作用をみるには，これらのlifted　thimblesがどのように動くかを見ればよ

いわけであるが，そのためには，cxの上で道がどのように変化するかを見ればよく，さら

にそのためには，道の終点であるφuの臨界値がどのように動くかを見ればよい．

　　3．5．定理3に対しても4－analogueが成立する．

定理34．γoを〃のなかののoのまわりをまわる任意の単純ループとする．このとき，

王1，、（現）は群環Z［g，g－1Hπ1（況6）1上の加群として，ただひとつの元ul70］で生成される．

　　3．6．古典的なモノドロミーρと，その変形ρの間にもっとも大きな違いをもたらす

のは，ρに対しては定理4の逆が成立するという事実である．

定理一4q．γ。。を乙4のなかのの。。のまわりの任意の単純ループとする．このとき，乙イの

なかのの0のまわりの単純ループγ0が存在して［70］、＠［γ。。D≠U［γ。。1となる．

　　さて，以上の準備のもとでわれわれは既約性定理を証明することができる．命題3（3）

より，π1（〃，b）のH，、（凡）⑧Q（g）への作用を調べるためには定理24を自由に使ってよいこ
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とがわかる．とくに，u｛70］，u［7。。1，ぴ［70］，ぴ【γ。。］などはすべて11。（凡）⑧Q（のの元とみな

してもよい．エを11n（．Fb）⑧Q（g）の任意のzeroでない元とし，　Mを皿を含む最小の部分

Q（g）1π1（〃）｝加群とする．．Mが全体に一致することを証明すればよい．そのためには，定理

3gより，　Poのまわりの単純ループ70が存在して，　Mがu｛70］を含むことをいえばよい．

まず，Zariskiの超平面切断定理により，π1（〃，b）の任意の元はDoまたはZ）。。のまわりの

乙イのなかの単純ループの積で書けることがわかる．とくに，Ker　lπ1（川→π1（σ）】の生成元

cもn［川δ‘の形に書ける．（各7輌は2）oまたはの。。のまわりのμのなかの単純ループ，

δ輌＝土1．）命題1より，c、（勾＝卿≠ωだから，ある7mがあって，17司．（勾≠のとなる．

したがって定理2gより，　u［7司∈λ4となる．もし，γmがのoのまわりの単純ループなら，

証明は終了する．γ，．がの。。のまわりの単純ループなら，定理一4gより，のoのまわりの単

純ループγ0が存在して，170｜、（ul7mD≠ulγ司，つまりU｛70］∈Mとなり，証明が終わる．

3．7．70をのoのまわりの単純ループとする．このとき次の式が成り立つ．

［701＊（U［γ0］）＝士q・Uhol・

ここで符号は次元nによってのみ定まる．したがってPicard－Lefschetz公式より

（［γol－1）（［γo】土9）　∈　Z［4，4－1］｛π1（〃，b）〕

はHn（凡）⑧Q（g）上に0として作用する．つまり，われわれの表現ρは，のoのまわりの

単純ループのホモトピー類に関しては，Hecke　relationをファクターすることになる．

　　一方P。。のまわりの単純ループに対してはどのような関係式が存在するのかまだわか

らない．この関係式，つまり1V×1V行列ρ（［7。。D∈GLQ（の（1ゴn（Fb）⑧Q（∋）の最小多項

式を具体的に求めるというのは興味深い問題であると思われる．このことに関連する研究が

［GNIにある．

Referellces

囚：Atiyah，　M．　F．，　Represen七atjons　of　brajd　group5，（notes　by　S．　K．　Donaldson），

　　Geome七ry　of　Low－Dimensiolla⑪）lani£olds：2，（S．　K．　Donaldson　and　C．　B．　Thomas，

　　ε43．），London　Mathemat三cal　Society　Lecture　Note　Series，151，Cambridge　Univ．　Press，

　　1990，115－122
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