
曲面の非可換変形のいくつかの例について

土基善文

ABSTRACT．この小文では可換スキーム、とくに曲面の非可換方向
への変形の話題を中心にして、非可換代数幾何学のいくつかの話題

について概観する。まず多阿換空間および非可換スキ～ムの定義を
R◎s瓠be培｛8pこ従って述べる。（2β節。）次｝こ可換スキームの非可

換スキームとしての無限小変形をコホモロジーの言葉を用いて表現

し、それが三種類に分かれることを示す。（5節）そのうちのひとつ

は良く知られた可換スキームとしての変形であり（6節）、～つは交

換関係の変更により得られる変形である（丁節）。最後の一つはブラ

ウアー群に関係した変形である（9節）。
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1．序説

　物理量を（微分）作用素のスペクトルと見ると（原子の輝線「スペク

トル」の問題などで）実験に良くあう結果が出せることが認識されてか

らほどなく、作用素の非可換性が問題になって来た。

　これは数学の言葉でいうと、次のような問題を考えていることにあ

たる。

　可換理論ではSpec、4のC値点を考えるということは、　Aの線型表

現における同時固有値ないし固有スペクトルを求めることに対応して

おり＿4の性質はしばしば恥ecA（C）を調べることにより完全にわか
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る。ぴ環の理論においてもこの現象は顕著であり、Gerfandによる表

現定理によれば、可換ぴ代数はその同時スペクトルの構造からもと

の環の構造が復元できることがわかる。これらの事実はいずれも「互

いに可換な行列の族は、そのおのおのが対角化可能ならば、同時に対

角化可能である」という良く知られた事実が元になっている。

　一般の“可換な”（つまり、通常の）スキームについてはCのような

ひとつの万有体での線型表現で話が済む訳ではないが、上のような精

神は受け継がれているといってよい。

　一方、非可換な環を扱う際には全く事情が異なる。互いに可換でな

い行列を同時に対角化するのは一般には不可能であり、正準交換関係

P¢一ωP＝1

を満たすような行列ρρはどのような場合においても同時固有値をも

ち得ない。このことは、これら二つの物理量を同時に観測することは

一般には不可能であることを示唆している。

　このような事態を解決するには、例えば次のような手立てが考えら

れる。

1．近似をとる。量子力学に現れる非可換性（可換な理論からのずれ）

　はわずかであるので、それを無視して可換理論で話を進める。巨

　視的理論では大抵の場合これで十分であるが、微細な世界を研究

　するためにはそうも言っていられない。

2．互いに可換な変数のみを観測する。いくつかの変数は互いに可換

　であるから、それらのみを観測して満足する。でもそれだけでは

　済まないだろう。

3．amplitudeを考える。環の言葉で言うと、環AからCへの環準同

　型は少ないので、線型写像（”amplitude”）gを相手にする。Aが

　可換な時には留は準同型の線型な重ねあわせになっているので、

　留を「Spec．4の各点に複素数の重みをつけたもの」と解釈でき

　る。あるいは物理的な言葉を使えばψは古典的な状態の重ねあわ

　せである。Aが可換でない時にもおおむねそのような気持ちで取

　り扱うとある程度解釈できる。

　「確率解釈」のキーワードで語られる三番目のアプローチは最初は

奇異な印象を与えるものの、成功をおさめて量子力学の骨格の一部を

なして来た。
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　しかし、これは局所的な、相空間が近似的に盈2nと思える時の話で

あって、相空間が「曲がって」いる時にどうなるかについては十分分

かっているとは言えない。η変数微分多項式のなす環Dの「スペクト

ル」（量子論的な世界）が近似的にR2ηを与えて古典力学的な平坦な世

界を見せているように、古典的なり一マン多様体の世界（重力の働いて

いる世界）を与えている「非可換な空間」があってしかるべきである。

非可換幾何学はそのような問題を取り扱おうとする。圏標は非可換の

世界に可換理論と同等以上の理論を見出すことである。可換理論で言

うところの「空間」は全て「非可換空剛に置き換えたい。

　但しこれにははじめから困難が見えている。例えば非可換空間の「モ

デュライ空間」も非可換なものに置き換えたいのであるが、前述の通

り非可換空間には十分な点がないため、「モデュラス」が十分にはない

ことになる。すなわち、「ひとつの」非可換空間を取り出すのは一般に

は不可能で、実際に扱えるのはそれらの「重ねあわせ」としてのモデュ

ライ空間上のamplitudeだと言うことになる。

　そこでひと安心か、と思うとそうではなくて、今度はモデュライ空

間自身にもこの問題が当てはまる。モデュライ空間自身が「ひとつで」

存在するのは幸運であって、一般にはおそらくそうではない。（これは

無限に続く）

　この状況をうまく処理する方法があるのかどうかは定かではない。

（告白しなければならないのだが、私は神秘主義者である。いままでの

殻を破ろうと思って外に出てみると、そこは数学の世界ではなかった、

と言うことがしばしばある。ZFC（Zermero－Fraenkelの公理＋連続体仮

説）から出発する様な、大きな入れものをつくってその中で遊ぼう、と

言う縮み思考の立場は放棄され、神、界王、界王神などと必要に応じ

て作っていくトリヤマアキラ的な方法が検討されねばならないのかも

知れない。）

　が、そう言っていても仕方がないので、とりあえずどっかの段階で

幸運な状況が起こっているとして先に進まねばなるまい。

　はじめのステップは非可換多様体を定義し、その性質を調べること

である。

　この小文では可換スキーム、とくに曲面の非可換方向への変形の話

題を中心にして、非可換多様体がどのようなものになるかについて調

べる。まず非可換空間および非可換スキームの定義をRosenberg［81に

従って述べる。（2，3節。）次に可換スキームの非可換スキームとしての
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無限小変形をコホモロジーの言葉を用いて表現し、それが三種類に分

かれることを示す。（5節）そのうちのひとつは良く知られた可換スキー

ムとしての変形であり（6節）、一つは交換関係の変更により得られる変

形である（7節）。ここではP1×Xと二次元トーラスの二つの例をとり

あげてこの変形について考察する。

　最後の一つは幾何学的ブラウアー群に関係した変形である。この部

分については今少し研究が必要である（9節）。

　なお、余談であるが、「非可換一」はしばしばr量子一」と呼ばれる。

それにはいくつか理由があって、

　1．「非可換一」と言う呼び方は紛らわしく、混乱を生じやすい。例え

　　ば「非可換群スキーム」と「群非可換スキーム」とを区別しなけ

　　ればならなくなる。

　2．「非」可換という言葉が否定的なイメージを与える。

等々。もっともなところもあるのだが、「量子」数学は量子論の思想を

盛り込んだ数学を（必要なら数学を一から書き直したものを）指すべき

であろう。（それが最終的に「非可換」の方向なのかどうかもわからな

い。）そういう意味でこの小文では「量子」と言う言葉は使わずにもっ

ぱら「非可換」と言う書葉を用いることにする。

2．非可換空間の定義

　非可換幾何学を始める上でまず問題になるのは、非可換スキームと

いうものをいかにして定義するかである。ここではR◎senbe培［8］の

見方を採用する事にする。まず、「非可換空間」を定義する事から始め

よう。ここでは空間をその上の準連接層のなすアーベル圏によりとら

える。すなわち非可換空間とはこの立場では単にアーベル圏のことで

ある。（層のセクションとは「場」の別名であると解釈できる。そう考

えるとここの考え方は空間をその上の場の「種類」と場の間の「関係」

により捉えようとしているとも言えて、なかなか面白い。）非可換空間

の間の射は次のようにして定義する。

Defi且m◎n　2．1．［8］Let　e1亨e2　be　abehan　c箏eg◇ぎies．　A　moτph輌sm∫

fr・m　el　t◎e2侮the　se簸se・f　R・sぬerg）is　a痛・m・rphness　class・f

right　exact　additive　functors　from　e2　to　e1．　A　representative　of　the

class　is　called　an　mverse　image　functor．　And　if　we　made　a　choice　of

one　such，　we　denote　it　by∫×．∫is　said　to　be　continuous　if　the　inverse

η1
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image　funct◎r∫×has　a　right　adj◎int（cε沮¢（l　a　direct　im．age　functor∫×

of∫）．

注意右adjoi加輻の存在はゾの順極限との可換性を保証している。実

際、e2の任意の帰納系｛M｝をとって来ると、任意の～V∈Ob（e1）に

ついて、

HOIn（ア×（ll迎《鴎・），N）i≡HOIn（1ら1ル4，∫×N）

竺』1｛鍛（M，兵v）竺麺恥1n（∫×颯，N）

詔・m（1ら（∫M・），N）・

が成り立つから、∫x（らM）＝1畑げコ鴎）が成り立つことが分かる。上

の定義で言うところの「連続」にはおそらくそういう意味がこめられ

ているのだろう。

　（適当なuniverseに関する）アーベル圏の全体に、上のようなmor－

phismを導入した物が、我々の「非可換空間」のカテゴリーである。

　もちろん、普通の意味のスキーム、環付き空間等々は、その上の準

連接層を考える事により、このカテゴリーの対象とみなす事ができる。

　十分すぎるぐらい大きく見えるこの「空間」の捉え方にも補うぺき

点があって、

　1．ひ一代数の理論のような、環と加群に位相をもたせる理論では、加

群の全体はアーベル圏になり得ない。個型でない全単射が存在したり

する。）このことは、例えば通常の環の（ベクトル空間としての）双対

を考えたい時などにはこれは少し問題になる。（Manin［71にも少しそ

のような位相の問題について触れてある。）

　2．定義できる限りは、正しくない（笑）。（1節をみよ）

　そうは言うものの上の定義は代数的にはさしあたって考えられる限

りいちばん大きな風呂敷を広げていると言っても良いだろう。ここま

で空間の概念を広げておくと、貼り合わせ等の諸概念についていちい

ち正当化の心配をしなくて済む。安心感を与えてくれる定義である。

　ところで、“準連接層の全体のカテゴリー’ラは、元の空間を復元でき

るぐらい十分多くのデータを持っているのか、と言う疑問が生じる。結

論から言えば、「構造射」をコミにして考えれば答えは肯定的である。

以下そのことについて述べることにしよう。

　まず、（可換とは限らない）環Rについて、圏（丑mod）がRを復元

できるかどうかについては、次の補題が答を与える。
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Lemma　2。1．　Le舐6eαr卿，　R1，R26eた一吻e6rα3．　Le孟ρ｛：（凡一mod）→

（た一mod）6e　8舌mc施r磁moηんZ8msμ九α舌js，　moワん‘3m∂φηe∂6y‘んe

5励c伽eん・m・moη）ん‘8msた→Ri〃↓ニ1，2ノ．　We　de勲eαπegμ初一

αleηCe（ゾんOmOm卿ん↑訊3加m　R1‡O　R2　by　5αy吻仇α撹ω0んOmOmOr一

畑smsφ，ψ：R1→R2αre　egμ汕αζeηぽ加∂o物ら泊ゐere　e工繍αη初一

匁e悟6～eε～emε7z施（ザR2路cんき旭垣φバ1＝ψ．アゐeれ仇eTe匡s蕊匂ε語oπ

6ε抽e餓抗e3e／｝lom夫（R1，R2）／～〈ザe但初α1¢解¢c／α55ε8ζザ霧一α～9ε6賠

九〇mo推oアρ厄5m㈱d抗¢5ε£〔寸77LO7ψism5∫：（R2　mod）→（R1－mod）

ωんZCん3α舌幼es∫Oρ1＝ρ2．∫γりαγ’伽ulαγ・，αCα£egO7ψsOη↓0η加8γπ

（∫～2－mod）竺（Rrmod）励τcんcom7η碗esωτ〃↓ρ1，ρ2磁s古sザαη∂oπ勿ザ

彦九e伽o』lge6rα3　R1肌d　R2αre‘somoγ鋤c．

この補題の証明には、容易に分かる次の事実を使えば良い。

　　　　ρ：（鳶）竺Rε　（元＝1，2）

　　　　H◎m＆（民，Rづ竺R野（：＝1，2，代数としての同型）

　　　　Hon逗（昆，慨）竺M（毒・＝1，2，加群としての同型）

　上の議論を追うと分かるのだが、構造射ρiを指定する事には、「基点」

ρ：（旬を決める役割がある。実は基点を決めないでおくと、圏（R－mod）

だけではRを同定するのに十分な情報を与えない。二つの環R，R’は

（R－mod）と（R’－mod）とが圏として同値の時森田同値と言われる。あ

る環に森田同値な環がどのようなものかについては次の補題でわかる。

LemL】丑a　22．　r7Wεoアem　3．23語［4］托アαg初¢πア編g　R　Ieきeるe餓‘㎡em－

po鵬e鴛z編6mα柄念r編gMη（R），η≧1，　s％cゐ抗窃社九e掘eα1凪（R）e砿（R）

geηe耐e∂6yeτ3砿（R）．抗eπR’＝e』鴎（R）¢X8ルfo碗α5翻↓αr‘oR．

九foreouer，απy噺9λZorX／αs禰1α”・1砒飢8孤o励乞c　foα仇9〔ぴ硫3

五）rm．

　複数の環Rに対して対応するアーベル圏（昆mod）が同値になるこ

とは問題のようにも見えるが、この状況はうまく利用すれば面白いこ

とができると思われる。9節を参照のこと。

　さて、可換環のみを考えるとどうなるか、と言う問いに関しては、通

常の意味のスキームにまで一般化して次のような事が分かっている。

Lemma　2．3．［81励卿↓μ8μα1／5cんeme　X　mαり¢recouere∂∫rom　f九e

cαεegoη（Qcoh（X））（ヅ卿α3‘co九ere励5ゐcαu680ηX．
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3．非可換スキームの定義

　標語的にいえば、スキームというのは「扱いやすい」アーベル圏の

事であるといえる。どの程度扱いやすいのが良いかは場合にもよろう

が、ここでは前節に続いてRosenberg［8］の見方を採用し、そのスキー

ムの定義を述べる。

　　まずは「局所化」の定義である。

Def桓it三◎n　3．1．｛81　A　morphism∫（inも11e　sells℃of　Rosellberg）be㍍een

αLtegorics　is　said　to　bo且at　if　the　inverse　ilnag¢fullctor∫×is　exact．∫is

called　a且at　locali霧ati皿if∫is　Hat　alld　has　a　fuUy　faitllful　direct　image

fU　IIctor．

次に、「アファインスキーム」の定義をする。

De6nition　3．2．｛81　A　continu◎us　morph輌sm∫（i1パhe　s飽se　of　Rosen－

beぎ9）between　c＆te騨ies輌s　sa輌d　t。　be　alm・st　a伍簸e　if仇e　direet　image

fu琉oパ．　is　exact砿d丘ith㌔Lゾis　sa輌d　t◇1）e　a簸1e　if∫．　is　fai出劔

and　has　a　right　adjoint．

　　この定義がどうして「アファインスキーム」に当たるものを定義し

ていることになるのかについては少々注釈が必要だろう。Monadの定

義について思い出しておくことにする。

Definition　3．3．　A　Inonad　F＝（F，μ（F），ηの＞on　a　categ◎ry　e　is　a

：飯nct。r　F・e→ew泊anaMTal　tτansfbどmaa◇又sμ㈹・F2→F
（‘‘画tipli・ati。ガ）andがF）・id→F（‘麺tダプ）which・a乞i・6・・ce・t・in

axioms（・・ass◎ciaぴvity膓ツand　‘‘“unityラ，　being　un江yラ，）［51．“宅denote　by

（F－mod）the　category　of　F－modules（F－algebra　in　the　language　of　Mac

工ane同）．　By　definiti皿，　an　F－module　is　a　pair（M，α）of　an　object　M

cf　the　category　e　and　an　arrowα：FM→Meaction”）which　satisfies

“axioms　of　action”．

　詳しくは同を参照のこと。Monadの言葉を使うと上記アファイン

スキームの定義は次のように言い替えられる

工e頁1ma　3．1．｛81　Ld　e2　bεα鴛α6elZαπc砿《穆o瑠．澱）r〔鵬y万9力かe叙1c♂

耽・ηα∂F・πe2μeんαηeαm・η而sm∫：（F－mod）→e2．　A　c・砿π晒s

励励乞5m∫：er・e2乞3αれ08‘〔朔ηeぴαη∂0晦ぴe1τ5　eq⑭αleπX

ouere2亡o（F－mod）∫brso7ηe吻んかeコcαcτmoηαdFoηe2，

η4
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M◎nadの代表例として次のものがある。

E¢αm1）le．Let　A　be　an　algebra　and　B　a鳳A－algebra．　Then　a　functor

F：e＝（／1－mod）→egiven　by　tensor　products　F（ハ4）＝B⑧A　M　is　a

mo塗ad．　The　c就eg◎ry（F－m（）d）is　isomoぞph輌c給the　c畝¢9◎ry（8－mod）

・fB－m・du王es．　The　m・rphism∫：（F－m・d）→eiぼhis　case　is　idQti趾

with　the　morphism　associated　to　the　structure　morphism．4→B．

　以上のことから、環準同型A→Bがあれば（B－mod）は（．4－mod）

上のアファインスキームとみなすことができることが分かる。

　一般のmonadを扱う時には、　F（M）を心の中で万脇Mと読みか

えてダイアグラムを書くと、上の例と同様に処理できることが多い。例

えば、次の補題のような調子である。

Lemma　3．2。　Leξe6e観α6ε～Xαη四8ego巧、　LεξF，　G　6e　mo獺dsθη

eLe；θ：F→G6eαm・励τ5mq肋・ηα∂5［司．　Tん¢η‘んeree斑¢3α

m・η）臨m佃輪5cη5e・∫R・seηbe切蹴れんατ的∂‘耽かαπれηue酬

τmαge垣ηC／orsαre　g初eηα8允麗0祖S．

　　　　　　　ぴ（y，β）＝（跳βoθy）

　　　　　　　∫×＠，α）＝（Gαフ／〈（η！G）oα一θJF∬＞G，μ（G））

ψ九眠批symb・1佃＞G∂・η・伽α‘G一鋤m・励・・ぴ（G儒，μ（G））9・η醜ed

如《茎S紡0句εC／7n㎡G琉”．題蕊編Sフ

〈m＞G＝Im・g・（μ（G）。Gλ・G・・→G・）（λ・γ〃→G踏〃・e乞螂・切

　お待ちかねのスキームの定義は次のようになる。

Deflnit輌◎n　3．4．［81　A　set　o鐙at　localizations｛五：eξ→e｝is　said　t◇

b¢aZariski　c（）ver　of　e　if　any　arrow　50f　e　such　thatガ（3）is　invert湖e

食）rall　2　is　invertible．　A　continuous　morphism∫：ノt→eis　said　to　be　a

quasi－scheme　over　e　if　there　exists　a　Zariski　cover｛μ｛：ノti→ノt｝such

伍aげ。続is磁most　a乱e伽eae短．

　上のスキームの定義は、「局所的にアファイン」と言う従来のスキー

ムの定義をカテゴリーの言葉を使って非可換の場合にまで拡張した物

で、分かりやすいが、この定義がどのくらい良いかは、あとあとの判

断を待たねばなるまい。

　非可換空間の例としてアファインスキームの次に現れるのは、やは

り射影「スキーム」であろう。
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曲面の非可換変形のいくつかの例について

Definition　3．5．（See［2］and　references　cited　there．）Let．4　be　an　N－

graded　algebra　We　de6ne　the　projective　spectrum　of　A　as　follows．

Proj（A）＝（graded　A－module）／（Torsion），

where“（Torsion）”is　a　collection　of　modules　M　which　satisfy　the　fo1－

lowing　Propert5㌧

M＝sup｛」M（η）｝，　M（η）＝（elements　of　M　annihilatate　by　R＞η）

　．4の乗法が適当な交換関係（6re　property）を持てば、　Proj．4はRosen－

bergの意味のスキームになる。一般にはおそらくProj　AはRosenberg

の意味のスキームにならないこともあると思われる。（が、「スキームに

ならない」証明は難しそうである。）要は非可換空間がRosenbergの

意味のスキームになっていれば可換理論と平行な理論が進む幸運に感

謝しながら先を進め、そうなっていなければ他の意味で「扱いやすい」

かどうか検討してみれば良いのである。

4．非可換スキームをつくろう。

　スキームの定義は前節に述べたようなものがあるので、次の目標は

非特異多様体に当たる「良い」スキームを定義することである。

　どのような意味で「良い」かはいろいろ考えられようが、いくつか

羅列してみると、

　1．（コ）ホモロジー論的な定義を考える。スムース性の最終的な定義

　　はホモロジー代数の言葉で述べられるのが妥当であると思われる。

　　既にいくつか定義が提出されているようであるが、いまのところ

　　私は余り詳しくないのでここで述べることは控えさせて頂く。

　2．非特異性の本質はその等質性にある、と見ることもできる。例え

　　ば、C°°多様体はその自己微分同相群上の等質空間であり、スムー

　　スな可換スキームには自己同型は少ないがその無限小版であるベ

　　クトル場が局所的には十分多くある。

　3．良いものの小さい変形はよいはずである。と言う仮設をたてるこ

　　ともできる。たとえば、通常の意味のスムースなスキームは良い

　　ものであろうから、その小さい変形を考えれば良いスキームの例

　　を作れるのではないか。（ただし話を「プロパーな」スキームに限

　　るべきである。プロパーでない多様体の変形はいきなり悪くなる

　　可能性がある。）
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　　　　　　　　　　　　　土基善文

　4．genericなものは良いものである。すなわち、非可i換スキームの族

　　において、大多数を占めるものの特徴が良いものを表現している。

次節以降では、3．の考えに従って、「良い」非可換スキームの例を得

ることを試みよう。

5．可換スキームの非可換スキームとしての無限小変形

　三種類の無限小変形XをC上の可換スキームとする。Xの一次の

無限小変形を考えよう。XをC同／（～）上の非可換スキームに延長し

ようと言うわけである。これには要はX上の加群の層Ox÷Oxεに

C［εL双線型な乗法m，を

η酩c（∫，9）＝∫9十εβ（∫，9）　（∫，9∈（つx）

という具含に定義し、この乗法が結合律を満たすようにすればよい。

（ここでは暗黙のうちに次の二つの仮設がおかれている。

　1．無限小変形においては、関数環の線型空間としての「サイズ」は

　　元の物と変わらない。

　2．ξは新しく作った層の元と可換である。

二番圏の仮設については、モデュライ空間の可換な部分のみを眺めて

いることに当たるので、将来は見直さねばならないと思われる。）

　さて、m，が結合律を満たすための条件を書き下してみると、βがあ

るコサイクル条件を満たすべし、と言うかたちに落ち着くのがわかる。

このコサイクルを然るべき同値類で類別したものはホッホシルトコホモ

ロジーの言葉で1ゴ2（Ox，Ox）と書かれるものである。あるいは別の言

葉で言えば上のことはOxのOxによる拡大を考えていることに当た
るので、∬2（Ox，Ox）の変わりにExt編（Ox，Ox）（（吸＝Ox⑧c（3x）

と書いても良い。両者は同じものである。

　このExt2をもう少し見慣れたもので表現することを考えてみよう。

導来函手の間の等式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む
　　　　RH・m・良（Ox，（9x）魂H・m・。（Ox⑧Ox，Ox）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　咋

により、スペクトル系列

（5・1）　E蜘丁・夢（・x，・x））－E・t憲（・x，・x）
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　　　　　　　　曲面の非可換変形のいくつかの例について

が得られる。Xがスムースなら、

丁・・㍗（Ox，（りx）竺Ωタ

と言う同型がある。（特に、これらの層はフラットである）

　正確な条件は何だったか忘れたが、Xが良いものの場合には上のス

ペクトル系列（5．1）は退化する。したがって、一次の無限小変形をパラ

メトライズする空間は

　　　　E・・6し（Ox・Ox）竺H°（Ω㌃）㊥H’（Ω業）田2（Ox）

（＊は双対加群をあらわす）と分解する。すなわち、スキームの（非可

換）無限小変形は大きく三つの種類に分かれる。この三つについて、そ

れぞれ対応する変形がどういうものか、無限小変形ではなく本当の変

形で実現することに注意を払いながら、以下の数節で様子を見る事に

する。

　以下の議論での引用のためにここで二次元射影非可換スキームに関

する次の予想を載せておく。

　Conjecture　of　M．　Artin（［2D

　Letたbe　an　algebraically　closed五eld　of　chεLracterstic　zero，　and　let／1

beた一algebra　of　dimension　3　sastisfying　the“good”properties．　Then

one　of　the　following　holds：

　（i）X＝Proj〆Us　finite　over　its　center，

（11）Xisq－ra犠◇n砿ラ◇r

（iii）Xis　q一撒led．

（ステートメントは一部省略してある。“go◎d”がどのような意味か、

等詳しくは原論文を参照のこと。）

　容易に想像がつくように、q－rational，　q－ruledな非可換スキームとは

それぞれrational，　ruledな（通常の）曲面の変形に当たる。上の予想は、

それ以外は可換スキームに毛を生やしたようなもの（可換スキーム上の

代数の層〉しかないと主張している。

6．可換方向への変形

　無限小変形のうちで、おそらく読者にとってお馴染みなものはH1（Ω劉

であろう。（人によってはExt1（Ωk，Ox）と書いた方がお気に召すかも

知れない。）
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土基善文

　この空閲の元に対応する無限小変形は「可換方向」への変形であっ

て、その理論は小平・スペンサー理論として有名である。チェックコホ

モロジー的な解釈によれば、これは多様体全体をいくつかの「プレー

ト」に分け、プレート間の微小な変位を記述することにより多様体の

変形を記述しようという「プレートテクトニクス」理論を考えること

になる。

7．交換関係の変更

　この節では、HO（Ω糞）の元の解釈について述べる。スペクトル系列

（5．1）を追ってみると、α∈丑o（Ω穿）によって、0κ｛6］に次のような乗

積表がきまることが分かる。

　　　　　　　　　　　　　　　　ピ　　　　　　　　　m・（∫・9）＝∫9＋蒼α（可噛）

この乗積において本質的なのは、∫とgとの交換関係の変更である。す

なわち、元の積では∫g－g∫＝0であったものが、臓（∫，g）一γη，（g，∫）＝

εα（4∫〈dg）と変わっている。以下ではα（可，49）のことを｛∫，9｝と書

き、∫，gのボアソン括弧と呼ぶ。

　2一フォームの空間の双対の元α（ボアソン括弧｛∵｝）を与える事によ

り決まるこのような量子化はC°°多様体のを相手にしている場合には

ポアソン多様体の量子化として良く知られたものである。（なお、この

一次の変形が高次の変形に延びるための、いわゆる可積分条件は、ボ

アソン括弧｛・，・｝がJacobiの恒等式を満たす事であることが知られて

いる。（この周辺のことについては例えば固を参照のこと））

　（余談であるがり一マン多様体の無限小変形では、32τとパ丁のセ

クションが肩を並べて出て来ることになるので、T⑧7「のセクション

がフルに必要になる。これは面白い事実のような気がする。）

　もう少し0°°多様体の量子化の話を続けると、考えている多様体が

偶数次元の時にスムースな非可換スキームを得るのには、5節の4、に

よれば、αが非退化な方向に変形するのが良いと思われる。このよう

な場合の量子化はシンプレクティック量子化と言われて特に良く調べ

られている。ところが代数幾何的な状況においては、αが全ての点で

非退化であることを望むのは一般には不可能である。後述するように、

αが退化している場所では退化していない所に比べて特異な現象が起

こっており、5節の2．に照らしてもあまり嬉しくない。このことは、

ひょっとしたらαが正則な関数であると言う要請が（多様体の計量が正

η9
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　　　　　　　　曲面の非可換変形のいくつかの例について

則関数であると言うのが望みすぎ、と言うのと同様に）望みすぎである

のではないか、とも思わせる。しかしこれはこの段階であまり憂慮し

ても仕方がないというものだろう。

　非可換変形の実現の簡単な例として、接合積による構成を扱ってみ

ることにする。XをC上の可換なプロパー、スムースなスキームと

し、Xには自己同型の1パラメーター群｛σ1｝が与えられているとす

る。特に、x上にはベクトル場γ（のの無限小生成元δo）が一つ与

えられていることになる。Pl×X上にαとして

　　　　　　　α一・£〈v（・はP1の非斉次座標）

を採用して、これに対応するIP1×xの変形がどうなるか、というの

が問いである。zとX上の関数φとの交換関係は、

zφ＝φz十⇔γ（φ）

となるが、これを書き直すと、

zφ＝（φ＋εγ（φ））z＝σ，（φ）z

となる。この交換関係は容易に無限小ではない「本当の」パラメータ

fにまで延長される。すなわち各f∈Cにたいし、

（7．1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　zφ＝σ1（φ）z

なる交換関係で与えられるような関数環を考えれば、P1×xの変形

族が得られることになる。上記の関係式は（Nと関数環との）接合積と

して良く知られているものであり、この話は（Rosenbergの意味の）ス

キームの言葉で全て正確に記述することができる。（PD

Proposition　7．1．［9］Leτebeαπαbe∬απcα亡egoryω乞亡九由red　sμm5

0∫COμπτα61e　O句eCτS．1ンe亡ん：e→ebeαmOrp九乞5m‘π仇e　Seη8e　O∫

Roseη6ergωん乞cれ8拠er醐e．　Ooη8乞∂erαπαcZ乞oηo∫Z　oηegeηerατed

6四．τんeηωemαパe励eα‘‘Sんe岬町ec励e励e”P（九）α5sociατed亡・

九α5∫blloωs

　　　　　　　　P（ん）＝（N×e）UZ×e（（二N）ウ〈e）

伽Sα9μα5i　5C九eme　Oηe．∬eiSαqUαS乞5cんeme・uerα6αSe　SCんeme　eO

απ∂‘んere　eoじi5亡5α九一2ηUαア乞αη‘Zαr乞S臨COηer　o∫e，‡んeηP（九）乞Sα9μαsi

8c九eme　ouer　eo．
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　　　　　　　　　　　　　　土基善文

　この構成を使えばq－rational／q－ruledな曲面を作ることができる。

　ここでαの退化した点で起こる現象について観察してみよう。｛0｝×X

の各点においてαは明らかに退化している（のみならず、完全に0で

ある。）これらの点は変形後も生き残っていて、非可換空間では珍しい

はずのC一値点を生み出している。すなわちz＝0は交換関係7．1の

解になっている。この例に限らず一般的に言ってαが0になる点では

交換関係の変更後もC一値点が残り、他の部分と明白な相違を見せてい

て、いわば「特異な」印象を与える。逆に言うとこれらC一点が十分た

くさんあるおかげで、そこを「切れ目」に上の命題で言うところのe

をアファインスキームの和に分割でき、quasi－schemeたり得ているの

であって、そういう切れ目のない対象（もしあれば一前述のM．Artinの

予想は曲面ではそういうものはないことを主張している）に出食わした

らうまく扱えるかどうか、興味深いところである。

　　　　8．マーニンの量子化されたテータ関数固との関係

　前節での話ではP1という「大域的な」座標変数zをもったスキーム

を使っているので楽だったが、一般の場合はそうはいかない。一般の交

換関係の変更の様子を知るために、話を“analytic”（ないし、　formal）

な場合にまで広げて、二つの楕円曲線（というか、一次元複素トーラ

ス）Ei＝（C／Li（Li＝Z十Zηは（Cのmaximal　lattice）（‘＝1，2）の積

E1×E2の変形について考えてみることにしよう。今度は（トーラス全

体で定義された関数という訳ではないが）平坦な座標関数を用いること

ができる。また、E1×E2の双対2－formは（0以外は）必ず非退化であ

り、ある意味では最も「非特異」の語にふさわしいものが期待できそ

うである。

　E1，　E2の平坦な座標関数をそれぞれz，ζと書くことにする。　zとζ

との交換関係を次のように変更しよう。

　　　　　　　　　　　zζ一ζ2＝¢　（舌∈c）

zやζは周期関数ではないのでE1，E2の関数とみなすことはできない。

そこで例えば傾勾と傾ζ）との交換関係がどうなるかが問題になる。

（なお、以下の計算を間に合わせ的に正当化するには、2及びζをそれぞ

れz×，一掘／∂zというC（（勾）／Cレ，ブ1］上の（可逆な）作用素と見倣し、

作用素の収束はその関数空間上の単純収束の位相を考えれば良い。逆

に言えば以下では傾z）と擬微分作用素ρ（∂／∂z）との交換関係を計算し
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　　　　　　　　曲面の非可換変形のいくつかの例について

ていることになる。）まず、上の式から一般に、2φ（ζ）＝¢φ’（ζ）＋φ（ζン

がζの多項式あるいはその極限で与えられるようなφ（以下このような

ものを単に「式」と言い表す）について成り立つ。とくに、ξ＝e2π＞qく

とおくと、

　　　　　　　　　　　2ξ＝：ξ（z十2クrv／：二fτ）

が成り立つことが分かる。これは、任意の之の「式」∫（づにたいして

　　　　　　　　　∫（z）ξ＝ξ∫（ξ＋27rv／：：『f）

が成り立つことを示しており、とくに、琉＝e2π百彦とおくと、媛＝砥ヱ

と書けることになる。マーニン固はこの交換関係から出発して、テー

タ関数の量子版について論じている。その考察は（2次元とは限らない）

一般のトーラスの量子化にあたるものを関数環の位相まで込めて議論

していることになっていて興味深いものであるが、その全部をここで

紹介するわけにもいかない。そこでここではとくにαが特別の値をと

る時について議論したい。（実質的には同において「αが1の巾根の

時」として扱われている。）ξ→αξはE2のある自己同型σで書ける

ことに着目すると、これは媛＝σ（ξ）劣とかくこともできる。そこで、

ξの任意の「式」に対して

　　　　　　　　　　　エφ（ξ）＝σ（φ（ξ））佑

が成り立つことになる。いま、σの位数1Vが有限であるとする（この

ようなσに対応するτはCのなかで稠密である）と、E2の上の「関数

空間」（例えば、有理関数体）はσによって固有分解を受ける。輻がそ

のひとつの固有関数、すなわち、

　　　　　　　　・（φ、）＝ωんφ、（ω＝e2・洞／N）

ならば、上の関係式は、⑳友＝ぱφμ灘軌丁ん＠）となり、生→鵬が

E1のひとつの自己同型アに対応することに着目すると、上と同様の

議論により、任意の忽の「式］∫（エ）にたいし、∫（勾軌＝娠丁是（∫（¢））

が成り立つことが分かる。この最後の式は、代数的に取り扱い可能で

あって、次のような補題に一般化できる。

Lemma　8．1．　Le西6eαC6‘晦e6rα，　AαηH孤o翻e　C一αZge6rαα励

B6eαη1牙一com・翻¢（C一α～gre6rα．　TんeηA⑧c万んα5α8‡rμc加re・∫α

〆μ愉o垣350c鰯舵ノC一吻eウ宿9初επ勿

　　　　　　　（α⑧b）・＠鋤）＝α6（．1）一・唖6（・）y，
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土基善文

ω1↓ereωe　d1eπ0£e古んe　Ieゾ1　COγ7Z2』1吻）∬cαれ0ηψB→∬⑧B6y

　　　　　　　　　　　ψ（b）＝6（－1）⑧b（o），

αηdmμ1κ幻瓦cαZZoηo∫αηelemeπ舌力∈170η∬∈A6y九一ω

　出て来る述語等については［1］を参照のこと。（とくに、「H－module

（C－algebraと言う述語に対しては注意が必要かと思われる。）この補題

は、AとBとの間に交換関係を設定して、　A⑧Bに積を導入するに

は、bialgebraによるactiol1とcoactionがそれぞれB，Aにあれば十

分であることを示している。少し考えると分かるのだが、．4，Bが有限

次元の時などはこれは必要でもある。（これらの事実や上の補題は基本

的かつ簡単なのだがどこを引用すべきか分からなかった。土基にお教

え願えると幸いである。）

　有限群Z／NZとその双対によるトーラスへの作用（平行移動）をホッ

プ代数で表現し、上の補題を適用すると上の議論と同等のことができ

る。しかし、反省してみると、上の議論で、σの1掴有空間はE2／σ

の関数空間と同一視でき、それらの元は変形された代数の中心に属す

るので、容易に分かるように変形された環は（E1／ア）×（E2／σ）の上の

有限階数の代数の層のセクションと見倣すことができる。したがって、

残念ながら以上の考察のみからはArtinの予想の反例を得ることはで

きない。トーラスの変形族のうち射影的なものが本当に上に挙げたも

のしか無いかどうかは面白い問題だと思われる。

　とりあえず、この場合には変形は“analytic”ないし“formal”なカテ

ゴリーでうまく実現されており、その中の“rationar’な点に対応して

いるもの（のみ？）が代数的である。

9．幾何学的ブラウアー群の方向への変形

　さて、

　　　　　　　　　　　　　H2（x，　Ox）

の方向の変形については、幾何学的ブラウアー群のコホモロジー群に

よる表示

　　　　　　　　　Br（X）＝HZ（X，　O美）t。rsi。、

を想起させる。（聞く所によると普通右辺のエタールコホモロジー群に

はもともと位数有限の元しか無いらしいが解析幾何の場合も睨んでこ

う書くのを許して頂きたい。）
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曲面の非可換変形のいくつかの例について

　この表示の作り方を思い出してみると、右辺の元に対してXの被

覆｛じ，｝をとり、M試0σ、）をうまくつなぎ直すことにより、X上の代

数の層汎（東屋代数）を構成するというものであった。先に述べたよう

にOxと．M。（Ox）とは森田同値であるから、A加群のカテゴリーを構

成するのは単にく9σ，加群のカテゴリーをつなぎ直すことにほかならな

い。すなわち、上の表示の解釈においては、カテゴリー論的に考える

方がかえって自然であることが納得頂けるだろう。

　前節でも見られたことだが、非可換スキームの族を考えようとする

とある連続的な対象の有理点ないしトージョン点に対応する部分のみ

が捉えられることがあるようだ。「解析幾何学」の様な対象にまで話を

広げて、とびとびにしか出て来ていない「東屋代数丸の上のmodule

の圏」を補間するような圏が「解析幾何学」の様な対象にまで話を広

げて出て来ると面白い。

　また、前節で見た二次元トーラスの変形はこの節で述べた構成と深

く関連している。この奇妙な合致が何を意味しているかは、興味深い

研究材料になると思われる。
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