
混合標数の2次元の特異点の例

東京農工大学前田博信

　　はじめに2次元のエクセレントスキームの特異点を解消する広中の
方法1）を復習した後で具体的な例2）を述べます．これはpを素数とした
とき，ρ次のフェルマ曲線の素点ρにおける安定退化（麟七able　reduction）

を求める時に現われた特異点です．

1。特異点の性質

』定義スキームXの点zは局所環Ox，。が正則局所環であると
き非特異点（単純点）という．そうでないとき¢はXの特異点（重複点）
であるという．

　自・一旦の｛　3）次の3つの条件をみたす環R（環は常に単位元をも
つ可換環のこととする）を正則局所環（ひReihenring）という．

　　（1）Rは約鎖律をみたす（つまりネータ環である）．

　　（2）Rの非単元の全体mはイデアルをなす（これは唯一の極大イデ
　　　　アルになる）．

　　（3）mの極小基底を1組選んで固定すると，Rの各元の初項形式
　　　　（AIlfangsfbrm）が一意的に決まる．＊）

』定義（1）と（2）からクルルの共通部分定理（Durchschnittssatz）

　　　　　　　　　　　　　∩mρニ（o）

　　　　　　　　　　　　　ρ≧o

が成り立つ．mの極小基底（α1，＿，αn）を1組固定する．　Rの0でない

元αに対して自然数

〃（α）＝sup｛ρ；α∈mρ｝

　1）H．Hironaka，　Desingularization　of　excellent　surfaces，　Bowdoin　Lecw

t田e1967，　in　Lect。　N◎もes．　in　Maもh．，　VoL　1101（1984），　Springer－Verlag．

2）H．Maed＆，　A頑6sung　deぞFlac』皿n騨輌aT輌垣Cen　und　stab輌le　Reduk－

ti◎n　der　Ferma汰urve，」．of　Mmber　The◎ξy，　Vol．65（1997），305－315．

3）W．KruU，　Dimensionstheorie　in　SteUenringen，　J、　fUr　die　reine　u．

angew．　Math．，　Bd，179（1938），204－226．

＊）英initiaほbrm，「初項形式」という用語は松村英之著「可換環論」に
よる．

155

代数幾何学シンポジウム記録

1997年度   pp.155-167

1



が決まる．このとき〃（α）次の同次多項式ψ（¢1，＿命）ξR｛¢1，＿，¢司

が存在して
　　　　　　　　　・≡ψ（α1，＿α。）m・dm”（α）＋1

をみたす．〃（⇒の定義によりψの係数がすべてmに含まれないように

選べるので，ρの係数をmを法とする剰余類で置き換えた◎でない同次
式ψ（¢1，・一ハ¢九）が得られる．口は一意的とは限らないがこれをαの初項

形式といい菰と書く．とくに可＝砺である．0の初項形式は0と定義
する．しかし0でない〃次同次式ρ∈R｛¢1，＿，¢司が存在して

ψ（α1，・・夕，α穐）∈mw

となることもある．このとき轍¢1，＿，砺）も0の初項形式とする．上の

（3）は0の初項形式が0しかないことと同値である．

例況＝Q［♂］伊＋1）は1次元の正則局所環である．Rの極大イデアルの生

成元をαとし，δ＝¢とすると，例えば；＋云3＝∨ご了忠となる．

注Rが（1）と（2）をみたす環のときmの代わりに別の素イデアルpに対
しても頑の＝sup｛ρ戸∈pρ｝が定義される．さらに況のイデァル白
に対してシp（の＝醗n｛ンp（の；α∈吋力淀義される．

　漕イー’ルの｛　Rが（1）と（2）をみたす環のとき況のイデアルαに

対して

　　　　　　　　　　　　　蒼＝｛豆；αξi白｝

はR／m［¢1，＿，¢η］の同次イデアルになる，6をαの先導イデアル（Leit－

ideal）という．

　　Xは非特異スキームZの閉部分スキームで¢ξXとする．X＝
0恥は正則局所環である．XのZにおける定義イデアルをヱとし，
α＝ZOz，τとおくとき，　Proj（R／rn［¢1，＿，¢司）内の閉集合叫（百）を♪（

の⑳における接錐（tangent　cone）といいC。（X）とかく．同次イデアルと

しての百の極小基底を次数の順に並べたものをψ1，．．りρmとするとき，

αは抱，．．．，ψmを初項形式とするRの元ム，．．．，んにより生成され，

（deg～ク1，．．．，de9望＞m）はαのみで決まる4）のでこれを〆（⇒又はシ訳γ）

と書く．ゾは非常に良い不変量で，正標数混合標数を問わず¢を含む
許容中心のブローアップで，辞書式順序に関して単調非増加である．

4）H．H輌ronaka，　Resoluもion◎f　singulaiti㈱of　algebraic　varieもy　over　a

自eld。ΩhaΣ＆cもeξ輌stic　zeτ・，　Ann・・債a眠VoL　79（1964），1◎9－326．
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注クルルが正則局所環を定義する以前は，特異点は局所環を用いないで大

域的に定義されていた．5）ただしXが基礎体κ上の射影空間Z＝Pえ
の既約で被約な閉部分集合という場合に限られていた．XのZにおけ
る次数をdとし，Xの同伴形式（zuge◇℃dneもeるbrm，英C加w　F◎τm）を
．F（μ；ぴ（1），＿，μ（の）とする．¢をXの点とする．一般の超平面駕（”）を

u（”）に特殊化して，ヵ（”）の共通部分がXとは¢でのみ交わるようにする

と，鐙がXのm重点ならば，17＠；τ（1），＿，u（の）は対応するm次の重

複因子をもつ．なお，同伴形式は基礎多項式（G斑磁pdyn◇m）と同じも
のである．6）

翅Kは標数2の不完全体で姉∈X＼頁2とする．Z＝Pえとし，　X
はp＝（㎡偏，∨儒，～偏，1）∈Zを生成点とする既約閉集合とする（今は

Xぱ｛p｝）．このときXの基礎多項式は寄一（ui1α＋μ126＋ui3α6）とな

る．このZ1にぴ11×1＋晦2×2＋哨3×3を代入して鞠に関して整理した
ときの係数全体の生成するイデアル（Xぞ一α，湾一6，環一αのはXの定義

イデァルとは一致しないが，その極小素因子（X～一α，X日一6，X3－XIX2）

がXの定義イデアルになる．pを2重点とする2次の超曲面Fで，　pを
通る直線を1つも含まないものがある．？）点¢における接錐がこのダに

なるような（3次元以上の）代数的スキームは¢を中心とするブローアッ
プで，特異性が，τ不変量が減少するという意味で，悪くなる．これは正

標数の特異点解消が難しい原因の1つである．

ここからXは局所ネータ的で被約なスキームとする．このとき，

S桓g（X）＝桓∈X；¢はXの特異点｝

とおき，Reg（X）＝X＼Sing（X）とする．

基杢閲題Sing（X）を求めよ．

これは非常に難しい問題で，Sing（X）が閉集合にならない例8）もある、ま

たXが具体的に与えられてもSing（X）を具体的に計算することは難しい．

5）B．L．　van　der　Waerden，　EinfUhrung　in　die　algebraische　Geometrie，

SpパngeΣ一Veτlag（1939）．

6）W・Kru∬，　Parameterspezialisierung　in　Polynomringen．　D品Grmd－

polynom．，　Archiv　d．　Math．，　Bd．1（1948），129－137．

7）H．H輌r四ka、　Add垣ve　gr◇uρs　ass・daもed　with　p幅s・f　a　pτ。jective

sp＆ce，　Ann．◇f　Maもh．，　v◎L　92（戊970），327－334．

8）M．Nagata，　On　the　closedness　of　singular　loci，　Publications　Math．

IHES，　t．2（1959），29～36．
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例［Z＝Proj（Z［虚，y，司），　X＝レ午（¢5十y5・十25）とすると，　Sing（X）は

Z［¢，y，z］の次の4つの同次極大イデアルからなる．胸＝（5，¢，y十z），
m2：＝（5，3ノ，　z→一¢），　m3＝（5，　z，¢十3ノ），　mo：＝（5，¢→－3ノ十z，¢2十zz十z2）号

これらはすべてXの2重点である，すなわちμm《（X）＝2となる．

皿pは奇素数とし，況＝Zp｛［¢斑y］／（y2十靱十ρ），　X＝y（ρ）とおくと，

Rは正則局所環でS三ng（X）＝｛m｝（Rの極大イデアル）である．

、　占　工の｛　Xは被約な局所ネータ的スキームとする．Xの特異点
解消とは，非特異なスキームγからXへの双有理で固有的な射γ一乙X

であって1グ1（Reg（X））＝Reg（X）をみたすものをいう．

注一般の局所ネータ的スキームは，たとえ1次元であっても特異点解消
ができるとは限らない．1次元の局所ネータ的スキームはジャパニーズ9）

なら特異点解消が存在する．体κの上に有限生成なデデキント環Aは
常にジャパニーズである10）が，X＝Spec但）の非特異モデルは必ずし
もK上なめらか（sm◇◇th）になるとは限らない．　Xのなめらかな非特異

モデルが存在するための必要十分条件は，文献1◎）で与えられた正規基底

（NoΣmalb蛋s，これはG品bn佼基底の一種で，岩沢健吉著「代数関数論」

では標準基底とよばれている）を用いて定義されるXの種数が基礎体の
拡大で不変になることである．11）

注一般に特異点解消のできるスキームではSing（x）はいたるところ稠密
でない閉集合の部分集合であるが，ジャパニーズであってもSing（X）が
閉集合にならない例12）がある．強い意味で，すなわち強鎖状なスキーム

Xが，XだけでなくX上有限な既約かつ被約な任意のスキームもすづ
て特異点解消できるためには，Xはエクセレント（excell頭t）でなければ

ならない．9）そこで

エ　セレン　ス　ーム　｛　1）次の条件（1），（2），（3）をみたすスキー

ムXをエクセレントスキ・一ムという．Spec（A）がエクセレントスキーム

のときAをエクセレント環という．

9）A．Grothend▲eck　et　J．　Dieudonn6，　EGA　IV，§7．　Relations　entre　un

anneaux　local　noeth邑rien　et　son　compl6t6．　Anneaux　excellents．
10）F．K．　Schmidt，　Zur　arithmetischen　Theorie　d¢r　algebraischen　Funk－

tionen　mit　beliebigem　Konstatntenk6rper，　Math．　Z．，Bd．41（1936），415－

438．

11 ）R．臨11・戸b在die　Exi・も・脇eines・輌ngu泌もaも融ei斑M・dells・桓・Σ

algebΣai§¢hen　K汲ve，　Maもh．　Ann．，　Bd．14◎（196◎），344－35◎．

12）Ch．　Rot砧aus，　Umv鍵se▲l　japanische　Ri澱ge　mlit滋chも◎音enem　regu－

larem　Ort，　Nagoya　Math．」．，　VoL　74（1979），123－135．
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（1）Xはネータ的である．

（2）X’→Xが有限生成射であるときSing（X’）は閉集合である．

（3）X”→X’→Xが有限生成射の合成で，¢∈X’におけるOx’，τ

　　のm進完備化をRとするとき，基底変換

ん：X”；SpecR×x’X”一→X”

により特異点が保たれる，すなわちん一1（Sing（X”））＝Sing（X”）

である．

　　ここでエクセレント環に関する簡単な歴史を紹介する．ただし単位元

の生成する部分環がZ／ρZに同型のとき標数ρの環ということにする．

1926年（E、Artin，　B．　L．　van　der　Waerden）Rが正標数ρのデデキント

　　　　環のとき，R1／ρがR加群として有限生成ならRはエクセレン
　　　　トである．13）

1935年（秋月康夫）1次元の局所ネータ環Rでエクセレントでないもの
　　　　が構成できる．14）

1936年（F．K．　Schmidt）1次元のネータ環Rでエクセレントでないも

　　　　のが構成できる．しかもRの素イデアルの個数として，1個か
　　　　ら可算無限個まで自由に選べる．15）

1960年（永田雅宜，A．　Grothendieck）完備局所環（特に体も）はエクセレ

　　　　ントである．有理整数環はエクセレントであり，エクセレント環

　　　　の局所化や，有限生成拡大環はまたエクセレントになる．9）

1976年（E．Kunz）Rが正標数ρのネータ環のとき，1る1／ρがR加群と

　　　　して有限生成ならRはエクセレントである，16）

注正則局所環で複素数体を含んでいてもエクセレントでないものが存在
する．正則局所環でヘンゼル環であってもエクセレントでないものが存在
する．

13）Die　Erhaltung　der　Kettensatze　der　Idealtheorie　bei　beliebigen　end－

lichen　K6rpererweiterungen，　Nachr．　Ges．　d．　Wiss．，　G6ttingen（1926），23－

27．

14）Einige　Bemerkungen　Uber　primare　Integritatsbereiche　mit　Teilerket－

tensatz，　Proc．　Phys．－Math．　Soc．　of　Japan，　VoL　17（1935），327－336．

15）Uber　die　Erhaltung　der　Kettensatze　der　Idealtheorie　bei　beliebigen

endlichen　K6rpererweiterungen，　Math．　Zeitschr．，Bd．41（1936），443－450．
16）On　noetherian　rings　of　characteristicρ，Amer．　Math．　J．，　Vol．98

（1976），999－1013．
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2．広中の方法

2次元のエクセレントスキームxの特異点を解消する広中の方法1）を復
習する．一般に，任意のエクセレントスキームの特異点解消の存在を示す

には，XニSpec（A），　Aは完備ネータ局所整域の場合に示せば十分で
ある．17）完備局所環の構造定理からXは非特異なヱクセレントスキー
ムZの閉部分集合としてよい．
　　特異点を解消する広中の方法はSing（X）の中の適当な閉集合Dを選

び，XをDを中心としてブローアップし，これを有限回繰り返すもので
ある．途中で正規化（N◎Σ・maガzξ誌i◎n）を必要とするAbhy孤k泣やL垣m翻

の方法に比べて計算しやすく，高次元への拡張に優れ，かつ高速解消アル
ゴリズム18）の開発などの発展性がある．

ブロー　ップの｛　DはZ上の連接イデアル層Zで定義される閉部分
スキームとする．このとき，次の自然な写像

　　　　　　　
九・z㌧P・。」（①ヱつ一z

　　　　　　〃＝0

をZのD，あるいはヱ，を中心とするブローアップ（blow垣9　uP）とい

う，このときイデアル層としてのZの引き戻しZσz・は可逆層で，Dの
逆像Eニん　1（0）はProj（㊥三〇Z”／Zμ＋1）に同型である．　Eをんの例

外集合という、

ここでは以下のような特別な条件をみたすブローアップのみを考える．

法工義4）忽∈D⊂XをZの閉点とする．ここではZとDは非
特異とし，Dは既約＃）を仮定する．　ZをOz，．におけるXの定義イデ

ァルとし，pをDの定義イデアルとする．　pは仮定により正則な素イデ
アルである．〉（が¢においてDに沿って法平坦（norm頭y　Hat）である
とは，次の2つの条件をみたすZの生成元∫1，．、．，」㌦が存在することで
ある．

　　（1）∫1，＿，∫らの初項形式がZの先導イデアルの極小基底をなす．

　　（2）各iについてレmぴ）＝レp（力）が成り立つ．ただしmは02，鐙
　　　　の極大イデアルを表す．

17）E．Kunz，　Algebraische　Geometr▲e　IV，，Regensburg大学講義ノート．
18）0．Villamayor，　Introduction　to　the　algorithm　of　resolution，　Progre＄s

of　Math．，　VoL　134（1996），　Birkhauser　Verlag．

＃）群の作用もこめた同変特異点解消を考えるときは，ブひ一アップの中

心は複数の既約成分からなる，とした方がよい．
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注Dの各点において0がXに沿って法平坦であり，．D⊂Sing（X）と
なるき，DはXに関して許容中心（permissible　c¢nter）であるという．

注Xが2次元で超曲面のときは，Dが閉点（0次元）なら無条件で法平
坦，非特異曲線（1次元）のときはこの曲線に沿って頑X）が定数，つま

り等重複度なら各点においてDはXに沿って法平坦になる．

強変逡D⊂Xは非特異なエクセレントスキーム2の閉部分集合達で，
Dは既約かつ非特異で，XはDに沿って法平坦とする．　Dを中心とす
るZのブローアップを九：Zノ→Zとする．DがXの開集合を含まな
いとき，Z’内における市1（X＼D）の閉包X’をんによるXの強変換
（strict　transform）という．

　　X’のZ’における定義イデアルは局所的に次のように表せる．〆∈X’

を閉点とし，¢＝ん（¢’）とする．R＝Oz，、，mは況の極大イデァル，αは

RにおけるXの定義イデアルとし，PをRにおけるDの定義イデアル
とする．｛∫1，＿，∫m｝を法平坦の定義の（1）と（2）をみたすαの生成元と

する．Z’も非特異なエクセレントスキームで宮＝Oz’〆は正則局所環
である．η：R→宮をゐできまる局所準同型とすると，η回亮は単項イ
デアルψ宮となる．このときρ（了ゼ）；ジPぽ）と書いて

　　　　α’＝（ψ一”ω∫1，…，グ”（∫m）∫m）＝Uゾ”（α∩Pり窟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ≧0

がR’におけるX’の定義イデアルになる．

　　なお
　　　　　　　　　　　　α1＝ψ一”（α）αR’

をイデアルαの弱変換（weak　trans」brm）という．たとえDが局所的に

単項イデァルで定義される余次元1の閉部分スキームであって，したがっ

てゐが恒等写像であっても。の弱変換は自明でない変換を受ける．その
意味ではブローアップは代数的な操作であると考えられる．

特異点の不変量のうちブローアップと関係するものを復習する．

L　変量璽定義¢∈XcZは上の通りとする．正則局所環R＝Oz，．の
極大イデァルmの極小基底（α1，＿，απ）を1組固定しておく．Rの剰余

体R／mをKと表す．況におけるXの定義イデアルをαとする．この
ときXの¢における接錐Cエ（X）はSpec（K｛¢1，＿滉n］／司に同型にな

る．ここで先導イデアル盲を生成するような1次形式が最低何個必要か
考える．頁｛硫，＿揚篇〕のX線形部分空間で苅，＿，砺で生成されるも

のをVと表すとき

　　E（∋ニ｛ソのκ線形部分空間丁；五＝（五∩川TDκ［¢1，＿，¢η］｝
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とおき自然数

　　　　　　　　ア（α）＝Min｛dimκT；T∈E（五）｝

を定義する．これはmの極小基底の選び方によらずに決まるのでこれを
アτ（X）と書きXの¢におけるア不変量という．4）

強圭⑭定義ア（α）＝dimκWをみたすンV∈E（6）が唯1つある．
κ［¢、，＿，¢π］においてwの生成する同次イデアルをz（ンv）と書くとき

Spec（κ［¢1，＿，¢η］）の閉部分集合γ（Z（W））はK線形部分空間の構造を

もつ．これを万（X）と書いてXのzにおける強接空間（strict　tangent
space）という．万（X）の次元η一dimκ（W）をe。（X）と表す．　Z（W）⊃6

であるから万（X）はC。（X）＝咋（6）の部分集合になる．

ブロー　ップによる・亦ロの亦　X⊂Zは上の記号のままとし，D⊂X
はXに関する許容中心とする．ん：Z’→ZをDを中心とするブロー
アップとし，ん：X〃→XをXの強変i換とする．¢’∈X’を閉点と
し，¢＝九（¢’）とする．Dは非特異かつ既約を仮定しているのでOz，．

におけるDを定義するイデアルpはmの極小基底（α1，＿，α。）の一
部（α1，＿，α．），ア＝codimz（D），で生成される素イデァルとしてよい．

α⊂PであるからW⊂K可＋…＋K可となる．したがってDの¢に
おける接空間丁パD）＝凧／m2十p＝κ＝十…十κ～現はπ（X）に
含まれることに注意する．このとき次がなりたつ．

広皇のヱ値二△記号は上の通りとする．Xが2次元のとき
　　（1）常にン：，（X’）≦壕（X）が成り立つ．

　　（2）肪（X’）＝レ：（X）のとき，つまり〆が¢に無限に近い特異点の

　　　　ときは，¢’∈P（π（X）／Tの（D））となる．

広里の定理Xは非特異エクセレントスキームZの既約かつ被約な2次
元の閉部分スキームとする．このとき下の条件（1）と（2）をみたすブロー

アップの有限列

　　　　　　XN」工XN－1ノ＝1＿ムx1ムXo＝x

が存在する．

　　（1）五は適当なD‘⊂Sing（X∂を許容中心とするブローアップで
　　　　ある．

　　（2）XNは非特異なスキームである．

注特異点¢の剰余体Ox，．／凧x，．が不完全体のときはCossartの論文19）

を参照．実際には各ブローアップの中心をどのように選ぶかが問題であ

19 ）V．Cossart，　Desillgularization　of　embedded　excellent　surfaces，　T6ho－

ku　Math．　J．，　VoL　33（1981），25－33．
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る．Xが標数ゼロのスキーム，すなわち各点¢の局所環の剰余環が標数
ゼロのときは，群の作用がある場合でも，群作用と可換な中心の自然な選
び方が知られている．18）ただし以の選び方はブローアップの歴史，す
なわち仁1までのブローアップの例外集合にも依存する．

3．特異点解消の具体例

注この節では　　は初項形式ではなく，極大イデアルを法とする剰余類を
表すものとする．

ここで考える例はρを奇素数としたときのp次フェルマ曲線¢ρ＋ゾ＋zρ＝

0である．この曲線は有理数整数環上で定義されているが，素点ρ上では
ρ重直線に退化する．しかし基礎体を冗＝Q（万＝て，甑，＿，涙）
まで拡大すればρ上の素点で安定退化が得られることが知られている．こ
のκは式を計算するだけで初等的に決定できる．20）ただしζは1の原
始ρ乗根の1つを，β、は有理数83／（8＋1）3＋1を表す．β、はQρ内で
は整数である．

　　そこでκの整数環をAとするとき3次元の非特異エクセレントス
キームZ＝P1内の超曲面X＝叫（¢ρ＋yρ＋zρ）の特異点を解消し，
必要なら例外集合のなかの第1種例外曲線をつぶして極小モデルを作れ
ばフェルマ曲線の半安定退化（semistable　reduction）を，さらに必要なら

A，D，E型の例外曲線をつぶして高々有理2重点をもつモデルを作れば，
安定退化（stable　reduction）を具体的に，つまり退化した曲線の定義方程

式を計算することができる．

　　最初にXの特異点がどこにあるかを知る必要がある．

　　自然な射影X→Spec．4のファイバーのうちρを割らない素点q，qφ
ρ，上のファイバーはSpec（ノ〃q）上なめらかであるからSing（X）は高々p

を割る素点p上のファイバーに含まれる．そこでAをpで完備化した
ものをRとすると，エクセレントスキームの性質からX→Spec（A）を
X×spec（A）Spec（R）→Spec（R）へ基底変i換をしても特異点は変らない．

そこで最初からAは局所体R＝Qρ（∨T＝て，瓶，＿，応）の整数環
としてよい．．4は完備な離散付値環である．

　　Sing（x）を具体的に記述するには
　　（1）π＝X×Spec（A）Spec（A／Iw）の特異点を記述すること（完全体上

　　　　の代数多様体γの重複度≧μとなる点は，γの定義イデァル
　　　　Zvに微分作用素をレー1回作用させたもの△”－1（Zのの零点
　　　　になるから計算可能である），と

20）H．Maeda，　Stabile　Reduktion　der　Fermatkurve廿ber　einem　Zahl－

k6rper，　Manuscripta　Math．，　VoL　56（1986），333－346．
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　　（2）上の（1）で求めた特異点（素イデアル）をA上の素イデァルに持

　　　　ち上げること，つまり拡張ヘンゼルの補題，21）

が必要になる．

工造局所体κはQρ上のeニ2（ρ一1）ρ次の完全分岐拡大体であ
る．これをみるためZ係数の多項式

　　　　　　　　　　　　　（x十γ）ρ一xターyρ
　　　　　　　　φ（x，y）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　P

とφ（X）＝φ（X，1）を導入する．また5＝1，＿，p－2に対してγ、＝
（βξ一β。）／ρとおく．このときβ，がρ乗根をもつための条件は：

　　　　　β5∈Z；⇔75≡Omodρ⇔φ（s）i三〇mod　p

となる．そこで

定義Pは奇素数とする．5＝1，．．．，ρ一2のうちでβ、がZρでρ乗根を

もつものを従順な（zぬm）β，といい，そうでないものを野性的な（w湿）
β、という．

またφ（X）をXで微分すると

φ’（X）≡－H（X一ε）modρ

が成り立つ．ここで∂はFブパ◎，－1｝の元を丁度1回走る．したがって
ヘンゼルの補題により五をφ’（α）＝0をみたすp進整数αに持ち上げる

ことが出来る．そこでぼ＝言（8＝1，＿，ρ一2）のとき5の代わりにαを

添え字に用いることもある．5三αlnodρのときφ（s）…≡φ（⇒m◎dρで

あるから

　　　　　　β、が従順⇔βαが従順⇔φ（α）≡Omodp

となる．

櫨題ρ＞3のとき野性的なαは少なくとも2つ存在する．pニ3のとき
はβ1が唯1つ野性的である．

注フェルマの小定理により2ρ　1≡1mod　pであるが

β1が従順である⇔2ρづ≡1m◇dρ2

21 ）B．L．　van　der　Waerden，かber　einfache　Punkte　von　algebraischen

Mannigfaltigkeiten，　Math．　Z．，　Bd．51（1948），497－501．
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となる．どのようなρがこれをみたすかよくわかっていない．

ヘンゼルの補題を用いると，2つの異なる野性的なβα’とβα〃の比はQρ

においてρ乗根をもつことがわかる．したがって

鑑題pを奇素数とするとき，野性的なβαを1つ用いて

　　　　　　　　　　　充＝Qρ（㎡荒，く／冨）

となる．ここでπは局所円分体Qρ（く）の一意化元1一ζを表す．した

がってKはQρ上の2（ρ一1）ρ次の拡大体になる．

また，完備離散付値環のρ拡大の一般論から次がわかる．

±　　　・直旦．4の一意　一についてρ＞3とする．、4の一意化元，つ

まりAの極大イデアルの生成元Zは単元を除くと

　　　　　　　　　　¢一（砺吉禦

となる．ただし6．はQρ（∨係）の単元β£－1（1＋v噺）を表す．

注後で野性的な特異点を表す極大イデアルを記述するときに次の式が大
　　　　　　　　　　　　　　　　エ切である：βαが野性的なときアニβゾー1は局所体Qρ（瓶）の一意
化元であって，次のZρ係数のアイゼンシュタイン方程式

　　　　　　　丁ρ十ρφ（ア）十ρ｛φ（α）十ρδ｝＝◎，δξizρ

をみたす．

　　占の言沐各アフィン部分を考えればよいのでXはγ（エρ十yρ一1）⊂

Spec（A［¢，y］）とする、座標変換¢；¢o＋yo＋1，　y＝－yoによりXの

定義方程式は

（1）　　　　∫＝¢ζ十鋤¢eφ（τo，yo十1）十μ£eφ（y◎）＝0．

となる．ただし毬はRの単元でぴ〆ニρとなるものとする．これから
S桓g（X）＝V（（ρ，Xo十抑一1））がわかる．五＝S垣g（X）はXに沿って

等重複度ρの非特異直線であるからLを中心にSpec（．4［¢，yDをブロー
アップする．このときXの強変換もまた特異点がρ重直線となるのでこ
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の直線を中心にブローアップする．これをe’＝e／ρ回繰り返したときの

Xの強変換X〆の方程式は（変数を改めて¢，yとすると）

　　　　　　　　　　　　　　　（2）　　　　　　　　　　　¢ρ＋t』φ（¢‡e，y＋1）＋uφ（y）＝0

となる．以下X，’を改めてXと表す．

　　（2）式をmod‘でみると〆＋y2ニ0と解析的に同型な尖点をp－2
個つ，Fρ上で定義された平面有理曲線を表していることがわかる．これら

の尖点P、（8＝1，＿，ρ一2）の座標はmod　Xでは（¢，y）＝（rφ（∴），∴）

となることが，微分の計算からわかる．

　　問題はこの鳥をSpec（醐¢，のの極大イデァルで表したときの生成
元の選び方である．つまり鳥のまわりの座標をどう選ぷかである．実
は上の例では次のように簡単である．以下P、の添え字は，8の代わりに
φ’（α）＝0，α三5modρをみたすようにヘンゼルの補題で持ち上げたρ
進整数αを用いることにする．

　　（1）αが従順のときはんを表すR［¢，y］の極大イデアルとしてmα＝

　　　　（ち¢，y一α）が選べる．

　　（ii）αが野性的なときはPαを表す珂¢，y］の極大イデアルとして

　　　　mα＝口，¢一λ，y一α）が選べる．ただしλは上で定義した記号
　　　　を用いたときλ＝γ／〆という刀の単元を表す．

上の（2）式をmαの生成元を用いて書き直すことにより，XはP－2個の
孤立特異点Pα伝＝1，．．．，ρ一2）をもち，各PαはXの2重点であるこ
とがわかる．

注上のλを選んだ理由は次の合同式が必要だからである．

　　　　　ノλρ十μφ（λが）十叫（α）…芸Omodオε．

注上の例では特異点のまわりの座標において，整数論のみで決まるα，λ

と，幾何学的な座標¢，yとが分離されているので簡単になっている．一般

にはこれらが混ざり合うので難しくなる．これは完備な正則局所環の構造

がクルルの命名pReihenringの期待に反して必ずしもρ進数（p－adische
Reihen）の部分とべき級数（Potenzreihen）の部分とに分けられないからで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ある．しかし上の例では，正則局所環Oz，p．は分岐している，すなわち
ρ∈τnεである，にもかかわらず，完備離散付値環A上のべき級数環にな

るのでSing（X）⊂X⊂Zの記述が簡単になる．

・塁占の　拙詳しい計算は拙著2）を参考にしてもらうことにして，Pα∈
Sing（x）の特異点解消の概略を述べる．
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　　島はe孔（X）＝2となるXの2重点で，これを中心にXをブロー
アップすると，、Pαの逆像は強変i換上X1の特異点で，重複度が2の1次
元の集合になる．これは広中の補題の（2）によりP（7云、（X））＝Pト，と同

型な2重直線になる．この2重直線L1上の各点yにおいてey（X1）＝2
となる．垣は許容中心となるのでこれを中心にブローアップすると，強

変換X2のぴ上の特異点集合はε＝2の2重直線L2となる．広
中のアイデアA（2）によれば，L2の点zがL1の点yに写るとき，

誌霧髪丁劉嘉㌫懸冨島縫㌶そ認謬
2重直線の各点の逆像は1点を除いて重複度1になるが，この直線上に
e＝2となるX巴の孤立2重点が1つある．この点を中心にブローアッ
　　　　　　　　プすると再び2重直線Mが現われる．この2重直線を中心にさらに子

回ブローアップするとXの強変換は正則なスキームXとなり，Mの逆
像は非特異な曲線C、となる．（フ、はFρ上定義された種数が≒」のア

ルチンーシュライアー超楕円曲線となる．XやCαの定義方程式は2）を
参照のこと．

　　上のようにして特異点」㌦を解消したとき，X上の例外集合の成分
のうちL1の強変換は第1種例外曲線となるのでこれをつぶして極小特異
点解消を得る．

これは1997年11月13日に城崎シンポジウムで講演したものです．この
文章はplain　TEXで書きました．特異点の解消を意味するAufl6sungが
A岨6sungになってしまわないように（つまりfと1がくっつかないよう
に）するためDANTE　e．V．のマクロgem1＆n．sty，VeΣ．2．4aを雀吏いました．
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