
K3曲面上のベクトル束のモジュライ空間について
　　　　　（向井の演習問題について）

吉岡康太　（神戸大学理学部）

　K3曲面上のベクトル束のモジュライ空間についての結果は，実は（最近のHuy－
brechts［H1，2］やO’Grady［02］などは除き）ほとんどすべて向井先生により10数年

前に得られているものである．ここではその1例について述べたいと思う．なお本文
を読まれた方は

階数は便宜的なものであり，向井ベクトルの長さのみが本質的

ということに同意していただけるのではないかと思う．ともかくK3曲面（あるいは
Abel曲面）の場合，あらゆる階数にわたってモジュライ空間を扱うのは単なる一般
化ではなく大変自然なことなのである．もっとも，向井先生のFourier変換を考え
ればこんなことはあたりまえのことなのだが．なお今回の話にしろFourier－Mukai

変換にしろ，Kxが自明であるといろいろとおもしろいことがいえる．これはどう
してなのか，理由をご存知のかたは教えてください．以下敬称は略す．

　Notation．　複素多様体Mとコホモロジー類エ∈1f＊（M，　Z）にたいし，固‘∈
H2‘（M，Z）でエの第2ρ成分をあらわす．また猛＝Σεエi，賜∈H2i（M，Z）にたいし，

エvニΣi（－1）己とおく．XをK3曲面としたとき，射影S×X→SをP5とあら
わす．

　1．向井格子．p：X→Spec（C）をC上定義されたK3曲面とする．まず最も重要
な概念である向井格子IMu2］を定義する．これは向井により［Mu2］において導入さ
れたもので，今回の話でも大変重要な役割を果たす（本当は，そうなるように定義し
たのであろう）．

　H＊（X，Z）上の対称形式〈，〉を

　　　　　　　　　　〈靱〉・＝－P。（W）

　　　　　　　　　　　　　＝P。（同1團一同o瑚2一同2胡0），

ω，y∈H＊（X，Z）で定めることにより，1了＊（X，Z）は格子の構造をもつ．この格子を向

井格子と呼ぶ．H2（x，　z）とHO（x，　z）㊥1了4（x，　z）は直交するので，この格子r4卯は

符号数（4，20）の格子で次の分解をもつ：

　　　　　　　　　　　　　F4，2・＝F3，19㊤H

　　　　　　　　　　　　　　　＝（－E8）Φ2ΦH㊥4．

ここでr3，1gはK3格子，またHは双曲格子である．
　H2（X，　Z）のHodge構造により，　H＊（X，　Z）にもHodge構造がはいる．
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　この格子の優れた点はRiemann－R◎chの定理と大変相性が良いことである．　X上
の連接層Eに対し，Eの向井ベクトルを次で定義する：

　　　　　　　　　　　・（E）・一・h（E）〉辰商

　　　　　　　　　　　　　　＝ch（8）（1÷ω）∈亙＊（X，　Z），

ここでωはXの基本類．するとRiemann－Rochの定理は次のように表わされる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　X（E，F）・＝Σdim　Ext‘（E，F）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　うニな
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一｛u（E），u（F）〉．

注意1．技術的にはκκが数値的に自明であることが本質的である．

　ある連接層の向井ベクトルになっているH＊（X，Z）の元も向井ベクトルと呼ぶこと
にする．

　2．向井格子のisometry

　（1）NをX上の直線束としたとき，簡単な計算により

　　　　　　　　　　　　　　　〈エch（1V），ych（N）〉＝〈靱〉

　　　がわかる．よって

　　　　　　　　　　　　　　7）v：κ＊（X，Z）一→H＊（X，　Z）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳←→¢ch（N）

　　　はr4，⑳の輌sometryである．
　（2）O（r3，1g）をr3，1gの直交群，　O（3，19）をr3，1g⑧艮の直交群，　O÷（3，19）をSO（3）×

　　　O（19）と同じ連結成分をもつO（F3，1g）の指数2の部分群とする．　O＋（r3，1g）＝

　　　O（r3，1g）∩0＋（3，19）とおく．これはXの微分同相写像群の∬2（X，Z）への作

　　　用により定まる群である．∬に自明に作用させることにより，これはr420に
　　　も作用する．
　（3）

　　　　　　　　　　　　　　D：伊（㌻Z）二㌢Z）　　（2）

　　　｛まiSOΣnetry

　（4）U1∈1了＊（X，2）が〈U2＞＝－2を満たすとする．この時U1はr4，20の鏡映変換

　　　を定める：

　　　　　　　　　　　　　．R”1：万＊（X，Z）→∬＊（X，Z）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　←→¢÷〈9，u1＞明

　　　これを向井の鏡映変換という．
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O（Σ’4，20）はこれらで生成され，長さの同じ原始的ベクトルに推移的に作用する．

　3．向井の演習問題．

定義LLを叉の偏極とする．向井ベクトルパH＊（X，勾に対し，1臨（司をパE）＝
uを満たす安定層がなすモジュライ空間とする．ここで回oニ0の場合の安定性は
Simpson［S］の定義を使う．

　向井IMu1］により，ML（のは次元がくの＋2のsy即lectic多様体である．　uが原
始的ならば一般の偏極Lにたいし，．ML㊤）は射影的になる．

　さてMを2η次元（コンパクト）既約symplectic多様体とするとき，Beauville｛Bl
はH2（M，Zゆ上に自然な対称形式B（，）を定義した＿8は原始的で，次の対称形
式B’に比例する．

宮⑭一…∫φn－1∧研㌔2＋（1一η）∫φπ〈プー1∧　∫φn－1〈ア∧エ・④

ここでφ∈HO（M，ΩL）は∫φn〈ア＝1を満たすようにとる．さて8の符号数
は（3，b2（M）－3）である．　Mの局所変形族M→T，ルfo＝Mにたいし，格子
（H2（w｛場）β∂を考える．このとき同一視褒f2（ル㌔Z）≡∬2（M，Z）により易はβ

に同一視される．

　さてMの周期を格子（∬2（M，Z），8）と172（M，C）の部分ベクトル空間∬o（M，Ω編）

の組の事として定義する．Mの周期は双有理不変量である．つまり，

命題1．∫：M…→M’を既約sy卿lec伽多様体の間の双有理写像とすると，∫は
準同型写像H2（．M’，z｝）→∬2（M，　Z）を誘導し，これは∬04ge　i30me£ryになる．

　さてML（u）が既約symplectic多様体であるか？またその場合周期がどうなるか？
というのは自然な問いである．向井はこの問題について解答を与えた．

　　　　　　　　　　　uぷ＝｛文∈H＊（x，z）｛〈∪エ〉＝◎｝

とおく．向井はHodge構造を保つ準同型写像

　　　　　　　　　　　　　θガ：響⊥→・92（既（u），z）了

を次で定義した：

　　　　　　　　　仇（・）・一レ嚇（・h（ε）爾め1、・

ここで悟（ハ4Lb），Z）∫は解（ML＠），Z）の自由商加群，またεは準普遍族と呼ばれ

4鵠誌慧漂蔑違懸麟雛曇裁灘慧と灘罐
り証明されている．EをX上のベクトル束とすると，　Grothendieck－Riemann－Roch
の定理により，θ．b（E））は行列式直線束（det（PM。＠）！（EV⑧ε）））Φ1／ρの第1Chern類

になる．

　このとき問題は次のように定式化される．
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問題1．uを〈u2＞≧2をみたす原始的向井ベクトルとする．このとき

　（1）いつML＠）は空でないか？
　（2）ML＠）は既約か？
　（3）ML＠）が既約のとき，既約symplectic多様体か？またその場合θ，はisometry

　　　か？

注意2（向井）．　（1）〈u2＞＝0の場合は周期がu⊥／uで与えられるK3曲面になるこ
　　　とが知られている．
　（2）〈u2＞＝－2の場合，．ML＠）は一点からなる．

　階数が1と2の場合に向井はこの問題を肯定的に解決した．向井の方法（詳しくは
知らないが）は一般階数の場合にも通用するものであったが，本人いわく

　　　　　　　　「やればできるが、面倒くさいしやらなかった」

とのことである（修士の学生へのよい演習問題のつもりでいたのかもしれない）．以

下この問題を向井の演習問題と呼ぼう．なお演習問題ではあるが誰かがやらなきゃい

けない基本的な問題だと私は思っている．そこでできれば完全に解いてしまいたいの
であるが，情けないことに（修士の）演習問題にもかかわらず部分的にしか解けてい
ません．

注意3．私がこの演習問題を完全に解けていないのは，向井の考えを理解していない
からかもしれない．この問題に興味を持たれた方はご本人に直接質問するのがよいと

思います．またすべての場合をカバーする賢い方法をご存知の方は教えてください．

定義2．X，　X’をK3曲面，　u∈H＊（X，Z），〆∈11＊（X’，Z）を〈u2＞＝〈∂2＞なる原始

的な向井ベクトルとしたとき，

　　　　　　ML＠）～ML’＠’）

　　　　☆M〃＠’）はML＠）から変形と双有理変換の合成で得られる，

ここでL，L’は一般の偏極．

定理2．原始的向井ベクトルu∈H＊（X，Z）をuニ1（r＋ξ）＋αω，ξ∈1r2（X，Z），ア＋ξ

は原始的，（1，α）＝1とあらわす．このときr＞0，〈u2＞／21≧～であればML（u）はμ一

安定層を含み，ML（u）～Hilb隻2＞／2＋1，ここでLは一般の偏極．特にML（u）は既約

8ympZec紘多様体さらに〈u2＞／21≠1または1＝1であれば

　　　　　　　　　　　　　θ。・u⊥一→H2（ML＠），z）

｝ま　Ho4ge　乞30mε6γy．

　この定理の重要な根拠はo（r4，20）が長さが同じ原始的ベクトルに推移的に作用する

ことである．
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注意4．7＝◎の場合パ＝1の場合も定理は成立する．蓼＞1の場合はα≡1mod　Z
なら我々の方法で証明できると思うが，α≠1mod　Iの時はわからない．向井ベク
トルの長さに条件が付くのは仕方ない気もするが，α≠1modεの時が証明できな
いのは困る気がする．そこで次の問題をあげておこう．

　「γ＝0，α≠1mod　Iの場合にも適当な条件のもと定理が成立することを示せ．」

注意5．1＝1の場合はO℃rady［01］が証明を書いているが，彼の方法は楕円K3曲
面を利用するもので1＝1の場合にしか通用しないと思われる．また彼の解答は向井
の方法に比べて複雑である．（演習問題なんだからもっと簡単に解けなきゃいけない！）

注意6（中島徹）．ωを〈ω2＞＝－2をみたす向井ベクトルとする．ML＠），　u＝W一αω

がμ一安定層を含む条件を求める．昂をML（⇒の元とする．今8がひ安定でu（E）＝
uとする．Riemann－Rochの定理により，）（（E1，E）＝一〈ψ，u＞＝21一α［ω｜o．一方

Eがμ一安定であるから，Hom（E1，E）＝Hom（E，現〉＝0．　Serre双対性とあわせ，
2Z一α｛司o＝－dim　Exも1（E1，E）≦0．よって〈”2＞／21＝α回一ε≧1．つまりある場合

には（たとえばc1＝0の場合など），定理の条件がμ一安定層の存在のための必要条件

になっている．

注意7．実は既約symplectic多様体にならない例として次のものがある．　U∈Iu（Ox）－

e＋1）砂，Z＞1の場合次の自明でない拡大で定義される層は安定である．

　　　　　　　　　　　　0→F→E→．τP→0，

ここでF∈MLぴ一1），　P∈万Riemann－R◎chの定理とパこ関する帰納法によりこの
ような拡大が存在することはすぐ分かり、またML　bl）がHil賎×x‘－1と双有理同

値な連結成分をもつ事が分かる．とくに既約symplectie多様体ではない。
　この現象をどう理解するのが良いのかわからない．一つの考えはμ一安定層のモジュ

ライ空間のコンパクト化として構成される空間が重要とみなす立場であろう．（安定
ベクトル束ではなく安定層としたのは田頃を考察の対象としたかったからである．）

　4、証明の方針．我々の方法はζ＝1の場合が最もうまくいくので，ここではこ
の場合を詳しく説明したいと思う．まず階数が1の場合は，対称積S九Xの特異点解
消である事から，既約symplectic多様体である事とθ．がisometryである事がしたが

う．そこで一般の階数の場合を階数1の場合に帰着させるのが我々の目標となる．さ

て簡単な計算で万，1VcPic（x）は

　　　　　　　　　　　　　　θTlv（砂）（7か）v（エ））＝θτノ（忽）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

を満たすことがわかる．K3曲面の変形と2W，1v∈Pic（x）を利用して次の命題が示
される．

命題3．X1，　X2をκ3曲面，　uド1（r十ξ∂十αゼω∈万＊（Xi，z），　Z＝1，2を原始的向井

ベクトルで次をみたすものとする．

　（1）r十C，τ＝1，2は原始的，
　（2）｛警ぞ〉＝｛u日〉，
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　（3）α1≡α2mod　I．

このときML、＠1）とルfL，＠2）は変形同値，また

　　　　　　　　　　θψ、カミ乞80me‘ry⇔θη2カミi30me‡ry，

ここでL1，　L2は一般の偏極．

略証．7玩元（u∂＝uεch（ηLi），η》0を考えることにより，ξiはampleとしてよい．も

しρ（X1）＝1のときは偏極K3曲面の1次元族（κ，乙）→Tで尾。＝X1，ρ（形、）≧
2，孟o，孟1∈τを満たすものを考える．このときモジュライ空間の族U£≠t、妬，＠1）U

ML～＠1）→Tが存在する，ここで以は形、上の一般の偏極x1を渇、に取り替え
てρ（X1），ρ（X2）≧2としてよい．適当な直線束をかけることによって，

　　　　　　　　　　　（ξ…）≧4，Cはample，ξiは原始的

とできる．偏極K3曲面とモジュライ空間の組の族を考えることによって

X1＝X2＝X，ξzニσ＋ηi∫，ここでXは楕円K3曲面，σは断面，∫はファイバー

とできる．η：ニ（α1一α2）／1とおく．このとき7万（u2）＝u1．後半は（5）とモジュライ

空間の族にたいし，θ。、の族が構成できることから明らか．口

　この命題により1＝1のときは階数が等しい安定層のモジュライ空間はすべて同値
である事が分かる．実は向井の鏡映変換を利用すると階数も動かせる．

例1（G6ttsche－Huybrechts）．（X，　H）を偏極K3曲面でPic（X）＝ZHを満たす
ものとする．u1＝u（Ox）＝1＋ω，η＝2＋H一ωとおく．　E∈MH＠）にたいし
X（Ox，E）＝一〈u1，u＞ニ1．　Eの次数は正であるから，　Ext2（Ox，E）＝Hom（E，　Ox）v＝

0．よって以下のような完全列が存在する：

　　　　　　　　　　　0－一＞Ox　－一＞1D－→∫z（1∫）一一÷0，　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

ここで∫zはイデアル層．Eを一般の安定層とすると，Hom（Ox，E）＝Cがわかる．
u（∫z（H））＝u－u1＝＆、（∋であるから瓦、はモジュライ空間のあいだの有理写像
．MH＠）…→．MH（＆、＠））＝Hilb！ぎ2）／2＋3を引き起こす．実はこの有理写像は余次元

2を除いて自然に同型となりθ．がisometryであることが示される．更にこの事の系

としてDonaldson不変量が計算でき，特に不変量が交叉形式だけで表せることがわ
かる．

次の補題は例1を一般化するのに必要である．

補題4．XをNS（X）竺ZHなる非特異射影曲面とする．　c1（F）＝∂∬である連接

層Fにたいし，deg（F）＝dとおく．rとdを互いに素な正整数としr1とd1を
r1∂－rd1＝1をみたす整数とする．
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　（1）現を階数がr1でdeg（五1）＝d1をみたす安定ベクトル束82を階数がア2で
　　　deg（E2）＝吻をみたす安定層とする．このとき自明でない拡大

　　　　　　　　　　　　　　0→瓦→E→」ヲ2→0

　　　は安定層を定める．

　（2）E1を階数がr1でdeg（E1）＝∂1なる安定ベクトル束Eを階数がrでdeg（E）＝
　　　dなる安定層とする．γをH◎m（易，E＞の部分ベクトル空間とする。このとき

　　　φ：V⑭E1→君にたいし，次のいずれかが成立する．
　　　　（a）φは単射でcok⑧rφは安定，

　　　　（b）φは余次元2を除き全射でkerφは安定．

系5．補題4（1）の仮定のもと，普遍的拡大

　　　　　　　　0－→E1⑧Ext　1（E2，E1）〉→E－→E2－→0

は安定層をさだめる．

　5．鏡映変換による対応．rと∂を互いに素な正整数としr1とφをrld一τd1＝1
なる整数とする．XをPic（X）＝Z亙をみたすK3曲面とする．次を満たす向井ベク
トルu1，u∈H＊（x，Z）を考える．

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　幻1＝ア1十d1H十亀ω，
　　　　　　　　　　　　　　uニγ・十〔11if十αω，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　〈2ノ…〉＝－2，

ここで項，o∈Z．このときu（E1）＝簸を満たす安定ベクトル束が存在する．　E1は

　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　Hom（E1，E1）＝C，

　　　　　　　　　　　　　　　Ext1（8も五1）＝◎，　　　　　　　（8）
　　　　　　　　　　　　　　　Ext2（E1，E1）＝C，

を満たす．このようなベクトル束は例外ベクトル束と呼ばれている．
　条件（7）は強い条件であるが，十分に多くの条件をみたす組がある．

　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　（1了2）．＝2（3γ・鍵十γ・r1¢一γ・2），8ξ…Z，

　　　　　　　　　　　項：＝d細十婿3ア1一ち（碧十2d，　　　　　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　α：≡（2（1〔11γ・1～γ・d子）8十〔12（r1£－r），

とおくと，

　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　〈砂寄〉＝：－2，

　　　　　　　　　　　　　　　　〈u2＞＝23，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　〈ガラガ1＞＝一¢．

148

7



注意＆ア1，7，8，£は（∬2）＝2（s弓＋アr1毒一ア2）＞0を満たすようにとらねばならない．

定義3．i≧1にたいし，

　　　　　　娩（カ）元：＝｛E∈娩ω｝dim　H・m（Eb　E）＝一〈ガ、，u＞－1＋う｝

　　　　　　　　　　＝｛E∈ML（川dim　Ext　1（玖，E）＝2－1｝

とおく．これは娩＠）の局所閉集合である．

　Mる（u）1が稠密であることをいいたい．そのための準備をする．

定義4．ω：＝u－mu1，［ω］o≧◎にたいし，

　　　　　　　　　　N（mu1，り，ω）・＝｛E㍗⊂Elβ∈MLb）｝

とおく．π．：N（7ηub　2ちもo）→ML（づをE㌍⊂Eに君を対応させる射，　N（mubぴ祖）輌＝

πご（ぶ4L（妙）のとおく．

　N（mηbu，ω）はML（u）上の射影的概型として構成できる．補題4により，F：＝
E／Epmは安定である．よって射恥：N（mu1，u，⇒→．ML（ω）を得る．πωのファイバー

をみる＿F∈．ML（⇒砕mにたいし，由m　Ext1（君足）ニ《－1＋m．　U＞をExt1（呪E1）

のm一次元部分空間とする．包含写像σV⊂Ex奴兄易）に対応するσ⑭建xt1（瓦互1）

の元eは拡大

　　　　　　　　　　　　0－→σ㊧β1－一＞E→F－→0

を定義する．拡大類の取り方と系5により，Eは安定層である．よってFでのファイ
バーはG㈱§m雛多様体Gア（妻一1十m，m）である．

補題6．τ≧1十〈u，砂1＞にたいし，

　　　　　　　　　　codimハイL＠）毒＝（乞一1）（乞一・1－〈u，u1＞）．

特に〈鱈明〉≦◎なら，ML（u）1は稠密なw（⇒の開集合になる、

証明．ルfLb）‘の元Eにたいし，　dim　Extl（E1，E）＝－X（E1，E）＋dim　Hom（E1，E）＝

i－1．普遍的拡大

　　　　　　　　　　　　◎一＞EP（臼L→G－→E－→◎

を考える．系5により，Gはrk（G）＝（乞一1）ア1＋ア，　deg（Gト（X－1）d1÷dなる安定

層．よってExt2（E1，G）＝0．簡単な計算で

　　　　　　　　　dim　Hom（E1，G）＝・i－1十dim　HQm（E1，E）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2S－2－〈ガ1，の，

　　　　　　　　　　dim　Ext1（El，G）＝0
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がわかるのでGはML（パ窃）1に属する．夫：＝2乞一2－〈u1，幻〉と置く．すると
γ：＝Hom（E1，G）の仁1次元部分空間はGrassman多様体Grほ，‘－1）でパラメー
ター付けられる．u（G）＝u＋（i－1）u1であるから，

　　　　　　dim／ばL（幻（G））＝：〈u（G）2＞一←2

　　　　　　　　　　　　＝－2（X－1）2十2（τ一1）〈η1，u＞十〈u2＞十2．

よって

dim　Mる（u）鵬二《］im　Mる（u（G）〉十dim　Gア（ゐプτ一1）

　　　　　＝一（《－1）（8－1一く力勺⇒）十〈1畑ML（u＞．

　口

注意9．で事＝り＋（τ一1）u1とおくと，　ML＠）iはML（叫1上の6tale局所自明Gr（k，乞一

1）一束になる．またwガ：N（7瀦巧ヲぴ初）i→轟fる（u）iは6tale局所自明G7仏m）凍で，

πω：N（γηubu，狙）ピ→ML（ω）辞mは6tale局所自明（弄（ε一1＋m，ητ）一束になる，ここ

で1：＝仁1－〈Ul，u＞．

　N（mu1，u，ωLの元Epm⊂Eにたいし，　F：＝E／EPmとおく．E，　FのE1による
普遍的拡大を考えると次の可換図式が得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　◎　　　　　　　　◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　T　　T

　　　　　　　　　　　　　　　　　F　　　　　　　　F

　　　　　　　　　　　　　　　　　T　　l

　　　　　O－一→防⑧E1－→　　G　　－一→　　　E　　－→0　　　（11）

　　　　　◎一一→防⑭E1－一→｜ろ⑧E1－→V乏／Vi⑧現一一→◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　T　　T

　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　◎

　ここでG∈ML（慨）1，領＝u＋（2－1）u1，由m巧＝乞一1＋（フー1）m．とくに
dim陥／レi＝m．γ：＝Hom（E1，G）とおく．完全系列

　　　　　　　　　0－〉巧→γ一→Hom（E、，Ei）一→0

により，君の部分層忍pmを与えることは巧を含むyのm刊一1次元ベクトル空
間を与えることに対応する．よってN（mu1，u，切元は以下のような構造を持つ．
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N（m幻1ゆ，ω）i」竺→Mる（鐙）iキm

脳⊥　　⊥司　　　（12）
　MLぴ）《　一一→　．M五（u言）1，

　　　　　　　ロ2

　　　N（刷，⑭《・⊂M醜⊂v㌫漂1竺晋：㍑㈲1｝

　　　　　　　　　cMるω《×娩（笹i）、ML（ψ）乞椥・

ここでπ。，πω，ω1，⑦2は6tale局所自明な射である．

注意10．前にπ；1（F）＝Gr（Ext1（F，　E1），m）であることを示した．この事と上の図式

との間の関係をみよう．Ext1（Fプ易）を吟と同一視し，さらに（1∋第2列の完全系列
を普遍的拡大に対応するものに取り替えると第3列の拡大は包含写像（巧／レi）〉⊂冑

に対応する事がわかる．この対応により石1（F）＝Gγ（陥，卜1）となる．

　さて〈u1，u＞ニー君〈0，回o－¢［u1］⑪≧0の仮定のもと，1V（¢u1，u，R。、（u））による代数

的対応を考えよう．注意9により，ML（u＞1＝1V伽1，u，＆、（の）＝ML（馬、（u））絹．と

ころで〈＆、（司，u1＞＝6であるから，～既（馬、（u））絹は娩（馬、（u））の稠密な開集合で

ある．よって．ML（u）とML（島、＠））の間の双有理対応が得られた．さらにこの対応は

ファイバー構造妬（u）‘→ML（叫1をその双対ファイバー構造ML（ψ）抽→ML（μ∂1
に取り替える，ここでω＝瓦、＠）＝u一加1，μi＝u＋（‘－1）u1．とくに

　　　　　　　娩（の＼u輌．2玩（体・・→Mる（司＼u《＞2既ωw

は既約symplectic多様体の基本変換［Mu3］になる．

命題7。次の図式は可換

　　u⊥　　＿竺→　　祖⊥

砺⊥　　　⊥・・

H2（M（∋，Z）∫一一一→H2（M（ω），Z）∫・

　　　　　　　π顕π；

証明．簡単のためML（∋×X上普遍族ε。が存在するとする．ソ：＝HomρM膓ゆ）、（E1図

OM、（．）、，ε，）とおくとML＠）1×X上次の完全系列が存在する：

　　　　　　　　　　　　o→E1包噺ソ→ε蓼→ヂ亘→◎
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ここで瓦は向井ベクトルがωの安定層の族．ML＠）1の定義と固有射についての
底変換定理により

　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　PML（。）、．（ん⑧E「1）＝0，

　　　　　　　　　　　　ゾt1PML（∋1＊（」『ρ⑧E「1）二＝V，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　　　R2伽L⑭。（ヂ三⑱E「1）＝0．

よってε1（P嚇）、・（ん⑧町支））＝－c1（U）．ゆえに

仇（・）一レー（・h（ぴ）繭・∨）］1

　　　　一レー（・h（勾爾・∨）1、＋レ仇＠h・（・h（E1図ソ）緬・V）1、

　　　　＝θω（エ）一〈u1，ω＞c1（v）

　　　　＝θω（⑦）十〈u1，エ〉θω（u1）

　　　　＝θ初（＆1（鍔））．

あとは鏡映変換を〈u，u1＞＝－1かつ｛u1］o＝回o－1，回ザ2として適用すれば定理を
証明できる．

　6．［凡、ピ）lo＜0の場合．次に一〈Ul，u＞＝Z＞0，回o－‡［u1］〈0の場合を考えよ
う．｛u］o≧3を仮定する．

　　　　　　　　Z（∋：＝｛珂E∈ルfL（∋，Eはベクトル束でない｝

とおくとZ（u）の余次元は柄o－1≧2［Y1，　Thm．0．41である．五∈．ML（u＞パ2↑（の

にたいし，F：＝e◎ker（五〉→Eγ⑱Hom（五1，動∨）を対応させる写像は双有理写像
．ML（u）…→M乙（一（1《。、（u＞）v）を誘導する．さらに次の図式は可換になる．

　　　　　　　　　　　　u▲　　．巴〉　　ω⊥

　　　　　　　　　　　一叫　　　　⊥・・

　　　　　　　　　　∬2（M（∋，Z）∫　　H2（M（川，Z）∫，

ここで題＝一（馬1（句）〉．

注意1Lいま［蛎≧3を仮定したが，毒領§一回≧3を仮定すれば五にG：＝ker（昂⑧
Hom（E1，E）→互）を対応させる写像は双有理写像MLω…→ML（一（馬、（u）））を
誘導し，同様な可換図式が得られる．

命題8．rlτ一r＞0，　r＞3＋1，舌＞8ならML＠）竺ML（一（R。、　b））v）

］52

11



　我々は「〈u2＞＝－2ならルfL＠）≠¢」を既知の事として利用したが，この命題を

u1＝u（Ox）として利用すればこの事実の一つの証明が得られる．またHuybrechts
［H2，　Cor．4．8］の初等的な別証が得られる．

系9．（X，L）を偏極1ζ3曲面とし，　u＝r＋ξ＋αω∈1了＊（X，Z）をr＋ξが原始的な向

井ベクトルとする．〈82＞≧－2とすると一般のLについてML（u）≠ψ，またML（u）
はHilb隻2＞／2＋1に変形剛直

　多くの場合，階数に関する帰納法を使ってモジュライ空間の性質を調べるが，この

系の証明ではML（∋を階数が十分高い安定層のモジュライ空間と結び付けるという
方法をとる．このことから，階数2の場合を調べるのですら一般階数で考察するこ
とが重要であるといえる．

　最後にκxが自明にみえると，“鏡映変換”が定義できることの例を述べる．X
を非特異射影曲面とし，（K（X）⑭，－x（，））を考えよう．ここでκ（X）鞠は位相

的Grothendieck群，　X（，）はRiemann－Rochの定理を形式的に適用して定義す
る．この場合最大の欠点はKxが数値的に自明でないと一x（，）は対称にならな
い事である．Xが（－2）一曲線Cを含むとする．このとき（κx，C）＝0であるから

一
X（Oc，0ε〉・＝－2．また任意の連接層Eにたいし，　X（Oc，　E）＝X（万，　Oo（κx＞）＝

X（E，Oc）．よってE→E－X（Oc，E）Ocはκ（X）t。pの長さを変えない同型になる．
よってモジュライ空間の間の双有理変換を導く可能性がある．これはその場合幾何学
的に解釈でき、（－2）一曲線上の層に沿った層の基本変換になる．
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