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1　　1ntroduction

　個人的には密かにスローガンとして「ベクトル束に親しもう！！」を掲げていた．

ベクトル束という対象を，より身近な対象におきかえることにより明らかにしていこ

うというのが今回の筆者の立場であった．特殊な場合，ベクトル束は愉nadとい

う，ある種線型代数の範疇で統御できるような対象で記述される．monadはBarth，

Hulekといったいろいろな人々により研究されてきた．今回筆者はHulek［10］に従

い，話を展開することになる，

　Hulekは110］でs－stableという概念を定義している、おそらく当時“良い”概念と

思われたs－stableであるが，現在あまりmajorであるとはいえないと思う．（とする

とmm◎r．）今回はそのs－s垣bleという概念をあえて引っ張り出して，活躍させよう

と考えている．　｛本稿が活躍の場を与えたとしてもやはりmajorな概念になりきれ

ないと思う．）

　P2上のvect◎r　bundleでμ一stableとs－stableの二つの概念はrank≦3では一

致する．一般にμ一stableはs－stableの範疇に入るが，　rank≦4では一致しない．　s－

＄幅ble　vector　bundleはKronecker　moduleもしくはあるquiverの表現として記述

される．Kronecker　moduleまたはquiverの表現には自然に群の作用があり，それに

関する軌道がs－stable　vector　bundleの同型類を与える．　Hulekは［10］においてどう

も群の作用に関するstable　p◎intがμ一stable　vector　bundleに対応するのではないか

と考えていたのではないかと思う．実際Tankニ2の場合やrank＝3かつc2≦7の

場合にそのことを証明している．本稿ではそのことを任意のrankで証明する．これ

により歴史的にはおそらく忘れ去られていた問題が～つ解決することになる．
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　まず本稿における舞台を紹介しよう．kを代数的閉体とする．γをん上の3－d輌m

vector　spaceとし，γ＊をそのdual　spaceとする．　P2：＝Proj　S（γ＊）をk上の射影平

面とする．

　vector　bundleのstabilityを定義する．

定義1．1アをP2上のc◇herent　sheafとする．アがtoΣsi◇n　free　sheafであるとは，

　　　　　　　　　　　　O→∫・→∫⑧・。，、κ（P2）

がexactのときをいう．ここでκ（P2）はP2上の有理関数のなす層とする．　torsion

』h・af月・対してμ（ア）・一顎と鱗する・

定義1．2（Mumfbrd－Takeエnoto）アをP2上のtorsion　free　sheafとする．

　夕がμ一stable（resp．μ一semi8table）碁0＜rk∫ノ＜rk∫なる任意のcoherent

subsheafアz⊆アに対しμ（ア’）〈μ（∫）が成立する．（resp．≦戊

定義1．3（Gie§eker－Mamyama）夕をP2上のtor§i。ゑ臼ee　sheafとする．アが

stable（resp．　semistable）鵠0＜rkアノ〈rk∫なる任意のcoherent　subsheaf

＝に対しX（ヂ’（mrkア’）〉＜X（ 静））㌦》・で成立拓陣≦）

注意1．4vectoτbu塗dleのstabil輌tyに関して一般に以下が成立する．

　　　　　　　　　　　　μ一stable　　　⇒　　　　stable

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u

　　　　　　　　　　　μ．semistable　く＝＝　semistable

また，stable特にμ一stableであればsimple（すなわち自己準同型がconstant倍の

み）である、

　以下議論をP2上のc1＝◎なるベクトル束に限って行なう．

　s－stableの概念を導入しよう．

定義1．5（Hulek）アをP2上のc1（∫）＝0なるベクトル束とする．
夕がS－st・b1・く鵬が（ア）＝ん・（ヂ・）＝◎
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注意1．6c1＝0なるベクトル束に関しては，以下が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　μ一stable　⇒　　s－stable

　　　　　　　　　　　　　　妙

　　　　　　　　　　　　　stable

永≦3のときs－stable⇔μ一stableは成立する．しかしrk≧4のときは一般には

成立しない．

　一般にはstable⇒s－stable，　s－stable⇒stableの両方とも成り立たない．実

際，rank　3のstable　vector　bundleであるがμ一stableでもs－stableでもない例があ

る．（Maruyamaによる例c£［6］）また，　s－stable　v．b．の直和は再びstableであるが，

μ一stableやstableにならない．　s－stableとstableは相性が良くないと思われる．

ここで問題提起しよう、本稿の目標は次の問題の解決である．

問題1．7s－stab田ityとμ一stabi蹴yの差はどのぐらいあるのか？μ一stabilityの特徴

づけとは一体何か？

2　Monads

　ベクトル束を記述する手段としてmonadがある．　P2やP3においては，　monadを

使ったベクトル束の話が非常にうまくいく．さっそくm◇nadを定義することにしよ
う．

定義2．1P2上のmonadとはベクトル束からなるcomplexであって，

　　　　　　　　　　　　　0→．44Z3』＞C→0

プ：単射，g：全射，go∫＝0，　Im（∫）⊆Bはβの部分束となっているものをいう，

　ア：＝Ker（g）／lm（∫）をmonadのcohomology　bmdleという．

　monadを構成する手段として，　Hulek［珂に従い玲◇necke壬m◎du］eと呼ばれる概

念を導入することにする．
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定義2．2η≧2，兎＝冨とする．yを為上の3－dim　veぐtoΣ§pace，　y＊をVのdual

3paceとする．丘一1inear　mapα：炉⑧γ＊→☆nのことをKronecker　moduleと呼ぶ．

　基底Zo，z1，z2∈γ＊を固定しておく．‘＝0，1，2に対して

　　　　　　　　　　　αi：た窒茎→　　んπ

　　　　　　　　　　　　　　φ　ト〉α（φ⑧Z∂

と定義する．

　特に1対1対応｛α：Kro肚cker　module｝←→｛（αo，α1，α2）∈Mn㈹㊥3｝に注意す

る．

定義2．3（Hul・k）α・丘・・⑧γ・→ん…K・・neck・・m・d・1・がP・e・t・bl・鶏0≠

∀φ∈解に対して★nの部分空間〈α0（φ），α1（φ），α2（φ）〉及びぐαO（φ），fα1（φ），£α2（φ）〉

の次元＞2．

　α，β：んn⑧γ＊→解をKronecker　moduleとする．αとβが同値であるとは，あ

るω1，ω2∈GLn（k）が存在して，ω1隅ω2＝β氾＝0，1，2）が成り立つときをいう．α

とβが同値のとき，α～βと表すことにする．prestableなKronecker　moduleと同

値なものは再びprestableであることに注意せよ．

　Kronecker　moduleαに対して，

唾）
斗÷三マ）∈晦㈹

と定義する．

　さてprestable　Kronecker　moduleα：んπ㊦γ＊→ピに対して，　monadを以下のよ

うに構成する．但し汐o，u1，句∈γを之o，z1，z2∈γ＊のdual　basi8とする．

　　　　　　．4　　　　　　　　　8：＝畑A（α）⑧o

　　　　　　ll　　　　　　　　ノ　　↓
0－→女n⑭0（－1）一→k・・⑧γ⑧0鵬女力⑧γ・㊦0

　　　　　　　　　　　　　φ⑧賜　・→α元＋、（φ）⑧勾一αi．・（φ）欧＋・

　　　　　　13　　　　　　　　　　　　　　　　c

　　　　　　ll　　　　　　　　　　　ll
O－→ImA（α）⑧0－〉☆71⑧γ＊⑧0－→んη⑧0（1）一→0
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　以上からmonad

　　　　　　　O－→★”⑧0（1）一→ImA（α）⑧0－〉ピ⑧0（1）一→0

を得る．Kronecker　moduleαから上のmonadをつくりcohomology　bundleをとっ

たものをア（α）とおく．

定理2．4（Hulek）

　　　｛α：1♂↓⑧γ＊→んη1ατSPアes亡αbleαηd　rk／1（α）＝2γ乙十ア｝／～　∋　α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　　　　　　　　　↓
　　　｛」τ1ア↑sαs－s‡α61e　t／ec‡07・bμη〔1～eω乞‡んc2＝η，rkニ7・｝／…≧　∋ア（α）

は全単射を与える，

注意2．5アをs－stable　vector　bundleでc2＝η，rk＝アとすると，ん1（ア（－1））＝

ん1（ア（－2））＝ηとなる．さらにん2（ア）＝0，ん1（ア）＝－X（ア）＝π一ア（≧0）で

ある．上の全単射の逆写像はs－stable　vector　bundleに対して王f1（ア（－2））⑧γ＊→

H1（ア（－1））をとることにより得られる．

注意2．6αをprestable　Kronecker　moduleとし，アを対応するs－stable　vector　bun－

dleとする．（¢o，¢1，コじ2）∈ん3に対して，のoαo＋¢1α1＋oc2α2∈M，、㈹を考える．この

とき，

　　　　　　　　　¢。α。＋¢、α、＋¢2α2∈GL，、（た）⇔ア1～竺0㊥「

が成り立つ．但し1＝｛コじoZo＋¢121＋¢2z2＝0｝⊂P2

注意2．7μ一stable　vector　bundleアで∀1⊂P2に対してヂh呈0砂となるものが存

在する．（cf．［10］）

3　Quivers

　Quiverとは簡単にいえば有向グラフのことである．くわしくは［15］にまかせるこ

ととして，Quiverの例を示すことにする．

例3．1Quiverの例．

　　　　　　　　　　　　　A
　　　　　　Q・＝　…二L・・1
　　　　　　　　　　　　　∀
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以降は上のqu三verしか使わないが，今回は特別におまけでqu三verの例を奮発する．

Clつこんなのや◇合゜こんな　

　●

定義3．2Q頂ver
　　　　　　　　　　　　ぴむ
　　　　　Q、＝　・・．（三こ．・・

　　　　　　　　　　　∀
　に対して，path　algebra、4を次のように定義する．quiverのp＆th（連続するarrow

の列）を基底とするような克上のvect◎∫spaceを考え，積構造を二つのpathがつな

げられるならつなげた新たなpathを積の結果として決め，つなげられなかったら0

と定める．vertexもpathの一種と見る．具体的には次のような代数である．

A：＝鳶｛ε§，ε1，α｛ハ，α1，α2］

el＝eo，eぞ＝e1，eoe1昧eleo＝0

αゴeo＝αゴ，ε1αゴ＝α」，eoαゴ＝αゴe1＝0

　　　　　　　　　　　　　αξαゾ：＝◎，1ニeo－〆e1

、4は5－dimensional　algebraである．

　有限次元A加群を考える．70，的，γ2∈Hom人（たη㌔たア↓）このとき，A加群M：＝

鳶m㊤為”を

　　　　　　　　　　　eo・：ん”膓㊤丘n→た”膓㊥鳶”

　　　　　　　　　　　　　　ぴ，ω）　→　　＠，0）

　　　　　　　　　　　er：ん7τエ㊥たη一→た”L㊥k’L

　　　　　　　　　　　　　　（知祖）　→　　（o滉）

　　　　　　　　　　　αプ　：兎丁”eだ乏一→　た憤～≧㊥ん？8

　　　　　　　　　　　　　　　（カ，ω）　→（o，α」＠））

と定義する．このとき，（m，γL）をA加群Mのdimellsion　vectorと呼ぶ．
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注意3．3実は，有限次元A加群は上のようなものでつくされる．γo，71，γ2∈Hom夫（た7n，ん’1）

に対して構成されるA加群を叫とする，δo，δ1，δ2∈Homゐ（た3，丘りに対して構成さ

れるA加群をA4δとする．このとき，

HomA（Mγ，妬）竺｛（∫o，∫1）∈Ho叫（たη↓，た5）ΦHom人（丘η，kり1ら九＝∫功，（元＝0，1，2）｝

注意3．4Kronecker　moduleαに対して，αo，α1，α2から構成されるA－module∫ぬ

を対応させることにより次の同型がいえる．

｛α：ぽ㍍ld。1，｝／．⇒｛M』m・d・1・・fdim・n・i・nvect・・（・，η）｝／

定義3．5Mを．4－module　of　dimension　vector（η，γ乙）とする．

　．Mがprestableであるく≦錺Mはdimellsion　vector（1，1），（η一1，π一1）なる

、4－submoduleをもたない．

　上のprestable．A－moduleの定義は，もちろんKronecker　moduleの言葉でいうと

ころのprestableと対応している．

定義3．6Mを．4－module　of　dimension（γ㌧η）とする．このとき

命題3．7

M（。、・，η声b～・，一アア’5・励』ecτ輌η輌e「P2

M。以（。、。）晒・6～・、－MM：『α顕’m°∂％～ε可∂』⑭ecZ小η）

とおく．このとき，2つのαddτ伽e　cα句oryの同値

　　　　　　　　UM（ア；0，η）・－sτα祝・一三＞Uル｛・也4（π；ア）P「・・鋤le

　　　　　　　2くr＜7t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＜，・＜η

がいえる．

｛　c、一。，，、一η，，k一ア｝

｛　。（M）一ア　　　　｝
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雑談3．8U2＜。＜，、　M（ア；◎，れ）5“S抽～εというε窃対θ旭が果たして‘‘良いガ斑鞠0旭で

あるかどうか疑問の残るところである．実際，加法圏以上の構造を備えているかど

うか不明であるし，何か行き当たりばったりの作為的なもののような感じがしてしま

う．あくまで暫定的な枠組であって将来どのように修正されるべきか現在のところわ

からないのが実情である．

夫一anti　algebra　is◇moτphism　Sを次のように定義する．

s　：A　－→　A

　　　eo　　←今　　el

　　　e1　　ト→　　eo

　　α呈　ト〉　α∫

このとき，、4－module　M　of　dimension　vectorぴ，η）に対して，　Mv：＝Hom★（．M，た）に

Amodule　structureをA☆、4一ムEn臨（．Mv）で入れる．但し，ρ：、4→En似（M）

をMの、4－module　st百cWぞeに対するring　homomorhism㌧ρをそのadjointとす

る．このとき，prestable．4－module　M　of（π，γτ）に対して，　Mvもprestable／1－module

Mof（η，η）となり，対応するs－stable　vector　bundle∫も夕vとなる．

　．4には残念ながらHopf　algebraの構造が入らない．また都合の良いbialgebra構

造が見つかっていないので（本当にないのかもしれないが）、4－moduleのテンソル

積にうまく、4－nloduleの構造が入らない、　dualをとる操作しか新たな、4－m◎duleを

作る操作が現在見つかっていない．

問題3．9ρ7ε5加ウ1¢・4禰o∂μ～εのcα鞠o巧と3－5拓6花鵬¢20r6顕磁εのc雄9θ瑠の間

の対応に関して辞書を作ろう！！

　例として

ωs－s鋤le　uec；or施η∂leの間のmorp臨mが勿ec励eもしくは5吻ec励eを与

　えるのは，対応するρre3‡αble　Amo∂μleの間のAmodμ～e加mがどのような

　条件の時か？

ぴノ、4－mo∂uleを新たに構成する方法を考え，それが促c亡or施ηd～eの言葉で何に対

　　応するかを考えよ．

といった問題が考えられる、

128

8



定義3．10（Hulek，　A．　D．　King）Mを．4－module　of（η，η）とする．（η≧2）

　このとき、

　（i）Mがθ一stable浩Mは0＜m＜ηなる、4－submodule　of（m，　m）をもたな

　　い．

（ii）Mがθ一semistable浩Mはs＞‡なる、4－submodule　of（s，t）をもたない．

注意3．11（A．D．　King［13］）本来，上のθ一stableのθには意味がある．　M（’⇒を

dimension　vector（m，η）の．A－moduleとして

θ：κo（ノレfo（1一ノ1）→Z

　　　　M（η♪・7膓）　　｝→　π＿m

と定めたときの［13］の意味でのθ一stable，θ一selnistableに他ならない．すなわち，　M

がθ一semistableとは任意の．4－submodule　2Vに対してθ（N）≧0が成立するときで

あり，Mがθ一stableとはθ一semistableであって0とM以外の．4－submodule　IVに

ついてθ（N）＞0が成立するときをいう．幾何学的にはquiverの表現空間にある簡約

群が作用して，適当なlinearizationに関するstable　point，　semi－stable　pointに対応

する．

　但しここでは都合により，dimension　vectorが（m，m）（m≧2）なる．A－moduleに

ついてのみθ一stable，θ一semistableを定義することにした．

　K群からの準同型θを決めなければ，ただ単にθ一stableといっただけではあまり意

味がないが，本編では上の意味で使うことにした．

　（θ一stable）　　　⇒　　（prestable）

　　　∪

（θ一senlistable）

が成り立つことが容易にわかる．しかしprestableとθ一stableとの間には一般に包含

関係はない．

定義3．12アをs－stable　vector　bundleとする．

　アがθ一stable　vector　bundle浩対応するprestable、4－module　Mがθ一stable．

　θ一stable　vector　bundleの概念は本稿の終りでは消滅してしまう予定である．余命

残り数ページだけの悲しい存在である．
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補題3．路アがθ一s鋤～eならば、ア〉もθ一s滋旋である．

　Proo♪∫に対応するθ一stable．4－module　Mをとると，Mvは再びθ一stableである．

アvはちょうど．MVに対応する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

補題3．14M，　Nをそれぞれ．4覗o∂砲o∫（γn，γn），（η，π）とする．∫：M→Nを◎

でない、4－modμleんomomorpれ5mとする．

　ωM：θ一5εα61e，2V：θ一sem乞5‘α61e⇒∫：乞勿ec加e

θりM：θ一5e7磁励／e，　N：θ一5¢α61e⇒∫：5吻ec励e

　Pアooψいわゆる　「SchurのLemma」である．ここでは（i）だけを証明することに

する．Ker∫のd輌mensi◎n　vectorを（3メ）とすると，Ker∫＝◎でない限りθ一staもle

m◎d司eMのsubm◇d磁eとして，3＜ξでなくてはならない．しかしこのときパm∫

はdimension　vector（m－5，m一りなるθ一semistable　module／Vのsubmoduleなの

でm－3＞m一重であることは矛盾である．したがってKer∫＝0でなければならな

い．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

系3．15M，1Vをθ一s励～e．4－modμ／eとする．∫：M→Nを0でないAmodμle

んomomorpん乞smとする．このとき，∫は‘somorp3れmである．

上の系の主張をvector　bun飽の言葉に直すと次の系となる．

系3．16ア，9をθ一s‡α6～euedor碗ηdleとする．∫：ア→9を0でないmorpん‘5m

とする、∫は乞somo印んるmである、

蛇足ではあるが，次が成立する．

系3．17∫をθ一s鋤～euec亡or　6uηdkとする，このとき，アは5τmρle乞．e．　EndOp2（ア）竺

kである．

　Pアθoφφ∈EndOp2（ア）を任意にとる．琉∈P2をとり，φ⑧叔エ）：ア⑱釈¢）→

ア⑧k（00）の固有値の一つをCとすると，φ一〇Idは同型になり得ない．前系からこ

れはzero　morphismに他ならないことがわかり，φ＝c・Idである、　　　　　　ロ
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4　Lemma　in　nnear　Algebra

　この節では，雰囲気を一新して線型代数をしましょう．時間のある方は以下の補題

を解答を見ずに証明を考えてはいかがでしょうか．ちなみに筆者は証明に1ヶ月ほど

かかりました．あとで得意がって石井亮さんに出題してみると数日して解答が返っ

てきたので，非常に落胆したのを覚えています．以下の2つの補題の証明は石井亮さ

んによるものです．

補題4．1丘＝た，η≧2とする．．4i∈M，、㈹（i＝0，1，2）について

渥1丁）≦劔＋1

と仮定する．

　このとき，部分空間W1，助⊆Mが存在して

　　　　　　　　　　　　0＜dimレγ1＝dim　W2＜η

　　　　　　　　　　　　ノ1」（レγ1）⊆レレど（ゴ＝0，1，2）

が成り立つ．

　補題4．1を証明する前に，まず次の補題を証明することにする．

補題4．2η≧2とする＿4，B∈M。（た）に対して，　rk［．4，．8］≦1とする．但し，

［A，B］：＝．AB＿BAとする．

　このときηoη亡励碗な部分空間0⊂W⊂Mが存在して，Wは．4，B不変である．

　補題4．2の証明：

　［21］には標数0のときの証明が書いてあるが，ここでは一般標数の場合に証明する．

以下の石井さんによるエレガントな証明を御堪能下さい．

　まず［AB］＝0を仮定する．．A，Bは互いに相手の広義固有空間を不変にするので

．A，　Bは初めからただ一つの固有値をもつとして主張を示せばよい．　Aがscalar行列
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であれば主張は明らかなので，、4はscalar行列でないとしてよい．このときAの狭

義固有空間はB不変でありこれが求める部分空間となる．

　rk［。4，　Bl＝1の場合のときを証明する．Aの固有値の一つλをとり，Aの代わりに

、4一λム、を考えてもよい．det　A＝0を最初から仮定してよい．．4≠0に注意する．

Im［A，司＝克u（u≠◎）とおいて，二通りに場合わけをして主張を証明する．

　（Case　1）u∈Im．4のとき

　∀広∈ん範に対し，

BA¢＝一μ，B］¢十A8ω∈Im［A，珂十ImA⊆ImA

が成り立つので，8（lm、4）⊆ImAがいえる．ゆえにIm、4がA，B不変な部分空間と

してとれる．

　（Case　2）u≠Im／1のとき

　このとき，ImA∩lmレ4，8〕＝◎である．∀忽∈Ker．4に対して，

・48エ　＝　〔・4，8〕¢十8・4露

　　　＝｛Aβ］¢（∈lm加lm体8｝）

　　　＝　0

よってB（KeL4）⊆Ker．4．ゆえにKeL4が、4，B不変な部分空間としてとれる．　口

　さて，補題4．1の証明にうつろう．

　補題4．1の証明：

　　　　　　　　　　　　　φ当÷烈

とおく．

　（Case　1）・42が正則の場合

　Aに正則行列Pを乗じてP．▲P－1を代わりに考えて主張を証明しても構わない、

．42＝∫，、としてよい．行列Φは，基本変型により

（0∫n㌦41－∫nO／1000レ11，ノ10］）

とできる．rkΦ＝2η＋rk［、41，．40］となるので仮定よりrkL41，、40］≦1．
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すると補題4．2を使えば，．Ao，項に共通な不変部分空間がとれ，主張が成立する．

（Case　2）．A2が正則でない場合

　　　　φ　：　k’1Φ丘n㊤丘π　→　髭nΦkn㊤7c鋤

　　　　　　　（¢0，¢、，¢2）吟（A¢2一ん¢、，A2¢ザん⑳2，AO¢rA¢0）

とおく．標準基底でφの表現行列をあらわすとΦとなる．第」射影をρ戸knΦM㊧

若→解とおく．（」＝◎，1，2）亘：＝ρパ1葦孤φ：lmφ→為nとおく．

　まずImA＋Im、4ゴ＝解（i≠力であると仮定してよいことを説明しよう．例えば

W：＝Im、40＋Im友≠knと仮定する．　W＝0なら．42の固有空間を適当にとれば

よい．W≠◎なら、4Σ1（W）から次元がdim　W’になるような部分空間W1をとり，

助：＝Wとすればよい．以上からIm、4，＋Im．4ゴ＝丘7zと仮定してよいことがわかっ

た．

　すると，ρ3（lmφ）＝炉となる（元＝◎，1，2）．　dim　lmφ≦2π＋1よりdim　Ker（pゴ）≦

n十1が出る．

萄、（Ker㈲）＝｛A2¢ザA。パヨ¢1　S．t．　A2¢、＝友¢2｝

　　　　　　＝ImA2袖。（Ar1（Imん））　　　　　　（1）

に注意して二通りに場合わけする．

（i）AOG4「1（Im．42））⊆Iln．A2のとき

　．4ヌ（、4こ1σm、42））⊆1脇42，（」＝◎，1，2）が成り立つ．、42は正則でないので，

　Im、42≠んnである．　Im．42≠0のときはW2：＝Im、42，　W1として（、4f1（lm・42））

　　から次元慨だけ部分空間を適当にとればよい．

　Im・42＝0のときIm・4ゴ＋Im・42＝解よりAo，・41が正則としてよい・適当に

　正則行列Pを乗じてP．40P－1，P．41P－1を考えてもよく，、40＝∫，、としてよい．

　　このとき．41の固有空間を適当にとればよい．

（ii）、40C4「1（Im／12））91m．42のとき

　　占m刀1（Ke垣の≧rank、42＋1が成り立つ．（1）より

dim（Keゆo∩Ker夢1）　≦　dim　Ker戸1－（rankA2十1）

　　　　　　　　　　≦　η十1－（臓nk／12十1）

　　　　　　　　　　ニη一rankA

　　　　　　　　　　＝dim　KerA2
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ゆえにdim万2（Kerpo∩Ke垣1）≦dim　Ker．42．　W1：＝Ker、42とおき，助として

p2（Ker戸o∩Kerp1）を含むdim　Ker、42だけ次元をもつ部分空間をとる．

P2（Ker万o∩Kerp1）　＝　｛ノ10コc1－・41¢o　lヨ¢2　s．t．ノ12¢1＝ノ11¢2，ノ10¢2＝ノ12¢o｝

　　　　　　　　　　⊇　・41（Ker／12）十ノ10（Ker・42）

　　より．Aゴ（レγ1）⊆W2がいえ，主張がいえた．　　　　　　　　　　　　　　ロ

以上の線形代数での結果をpathalgebra、4上の話に翻訳すると次のようになる．

系4．3Mを、4－modu／e　o∫（m，　m）とする，（m≧2）

　．Mがθ一5励leであれば，　T（M）≧2である．

5　μ＝θ

　この節では本稿のMain　Theoremを紹介する．実はμ一stableとθ一stableは同値と

なることがわかる．これで当初目標にしていた問題が解決されるわけである．

　Main　Theoremを証明するためにまず次の非常に有効な補題を証明しよう．

補題5．1（Inaba－Akahori）1アをP2上のc1（ア）≧0なるuec亡or　b肌dleとする．

　このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　0－→ε一→ア

なるμ一s‘α6／euec亡or　6肌∂leεが存在して，　c1（ε）＝0が成り立つ．

　．Proo弄いくつかステップにわける．

　（Step　1）∫vector　bundle　with　c1（ア）≧0に対して，0→ε→ア（exact）なる

μ一stable　vector　bundleεwith　O≦c1（ε）〈rkεが存在する．

　ρroo∫o∫5fep　1：Harder－Narasimhall　filtrationとJordan－H6rder　filtrationによ

り，0→ε→∫なるμ一stable　coherent　sheafεwithμ（ε）≧μ（ア）≧0が存在する．

double　dua10→ε＞v→∫をとれば，εv＞はμ一stable　vector　bundleとなり，0（－1）

を適当にtwistしていけば0≦c1＜rkとできる．

　（Step　2）アをvector　bundle　with　c1（ア）＞0とする．このとき0→ε→ア（exact）

となるvector　bundleεwith　c1（ε）＝0が存在する．

　1筆者の後輩の稲場道明氏と赤堀喜信氏に証明をつけていただいた．この程度の主張にお二人の名

前を出すのはむしろ失礼かもしれないが、感謝の意味で敢えて出させていただいた．
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　ρroo∫o∫説eρ2：まず0（－1）をtwistしてもよいから0＜c1（∫）＜rkア＝：γと仮

定してよい．line　l⊂P2をとり，次のexact　sequenceを考える．

0→∫（－1）→ア→アレ→0

このとき，

　　　　　　　　　　　　アII竺OI（α、）Φ…eO↓（α。）

とおき，0〈‘：＝c1（ア）〈rとする．全射ψ：ア→アh→0～（α1）㊤…Φ0～＠一∂の

Kernelε：＝Ker（ρをとると，c1（ε）＝0である．必要があればdouble　dualをとれば

よい。

　さてrkアに関する帰納法で主張を証明しよう．rk∫＝1のときは明らかであるか

らrk∫＞1とする．　Step　1より0→ε→アなるμ一stable　vector　bundle　with

O≦c1（ε）＜rkεが存在する．　c1（ε）＝0ならO．K．　rkε＜rkアでも帰納法の仮定よ

りO．K．

　rkεニrkアかつc1（ε）＞0と仮定して話を進める．

　Step　2より0→ε’→εなるvector　bundleε’with　c1（ε’）＝0が存在する，

rkε’＜rkεなら帰納法の仮定よりO．K．なのでrkε’＝rkεとしてよい．

　ε’に対し再びStep　1を使うと0→ε”→ε’なるμ一stable　vector　bundleε”with

c1（ε”）≧0が存在することがわかる．以前と同様，　rkε”＝rkε’として示せば良い．

　このときε”とε’が同型であることを示す．それが示されればアはc1＝0なる

μ一stable　vector　bundleをsubsheafとしてもつことが証明される．

　さて0→ε”→ε’のdeterminant　bundleをとると0→detε”→detε’injective

となりc1（ε”）≧c1（ε’）＝0であるから全射もいえる．特にε”≡ε’がいえる．

　以上により主張が証明された。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

準備はそろった．Main　Theoremを紹介しよう．

定理5．2s－5亡α61e　uec亡or加ηdleに対して，

μ一stable⇔θ一stable

が成り立つ．

Proo舌命題（（9n）を考える．

（Q，、）：アisμ一stable　with　2≦rk≦η＝⇒ヨε→アgenerically　surjective　s．t．εisθ一stabl（
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但し，ε→∫がg頭亘cally　surjectiveであるとはP2のg頭eri¢P◎輌ntでs萌ect▲ve

のときをいう．

　まず最初に（（2，、）が任意のη≧2に対して成立することを示そう．そのために

（（2，、）＝⇒（（2，、＋1）を示す．（Q2）が成立することは以下の議論を追えば分かる．

　Mをμ一stable　of　r砿k≦穐＋1とする．　Mがθ一stableでないと仮定して話を進め

て良い．Mをル｛に対応するprestable．A－moduleとする．　Mの．4－submodu玉eのう

ちdimension　vectorが（ρ，ρ）の形をしたものでρが最小なものをNとする．このと

きNはθ一stable　Amoduleである．　（Mがprestableであることからρ≧2であ

ることに注意せよ．）C◎r43よリァ（N）≧2である．そこでNに対応するθ一s栖ble

vect◎r　bulld▲eをアとする．、4－rnoduleのilljectiOI1◎→1V→Mからinduceされ

るvector　bundleの間のnon－zeroなmorphismψ17’→Mを考える．

　ψがgenerically　8urjectiveならよい．そこでrk（lmψ）＜rkル｛と仮定して矛盾を

示そう．もしψが単射ならμ（ア）＝◎という事実からMのひstab克tyに反する．

よってKerψ≠◎としてよい、

　さて0→賀：＝（lmψ）vv→Mとおくとrk％＜rkル｛，rk7“である．ルfのμ一

stabilityよりc1（κ）〈0である．また7－→祝generically　surjectiveより0→

％v→7〆VWectiveである．（注意．この段階で（（g2）が正しいことがわかる．ル｛が

rank　2だと仮定すると究vはc1（％〉）〉◎なるline　b醗dleで九〇（7－》）≠◎となり，

アがθ一stableであることに反するからである．これで帰納法がうまく機能する．）

　c1（鴛v）＞0よりLemma　5．1を使えば0→ル｛1→？｛v　injectiveなるμ一stable

vector　bundleル｛1　with　c1（ル｛1）ぱ0が存在する．0→ル11一今7w　injectiveであり，

蛸（ア∨）＝◎よりM1挙0である．特にrkM　1≧2である．またrkルf　1≦rk％≦充

すると（Q，」が使えてτ→ル｛1generically　surjectiveなるθ一stable　vector　bundle

πが存在する．このときθ一stable　vector　bundleの間の110n－zero　morphismヨψ：

万→ル11→7“vが存在する．Cor　3．16よりψはisomorphismとなるがr孤kの小

さいル｛1をthroughすることはない．矛盾が生じ，これで（9ぷ）が示せた．

　以上より，「アisμ一stable　of　rank≦2⇒ヨε→アgenerically　surjective　s．t．

εisθ一stable」がいえた．

　次にf∫：θ一stable⇒μ一stable」をいう．

　アがμ一stableでないと仮定して矛盾を示そう．そのとき◎→ε→アinject輌veな

るvector　bundleεで0＜rkε＜rkアかつc1（ど）≧0をみたすものが存在する．ε

にLemma　5．1を適応すれば，0→M→εinjectiveなるμ一stable　vector　bundleル｛

w三th　c1＝0が存在する．力o（∫）＝んo（M）＝0であり，ル｛実0．特にrkル｛≧2．先
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程証明した結果からア→ル｛generically　surjectiveなるθ一stable　vector　bundle　7一

が存在する．以上のmorphismを合成するとθ一stable　vector　bundle間のnon－zero

morphismア→アが出来るが，　Cor　3．16より同型となる．ところがrankの小さいε

をthroughしているのでこれは矛盾である．以上からアがμ一stableであることが示

された．

　最後に「ア：μ一stable⇒θ一stable」であることを示そう．

　アがμ一stableであるとするとあるθ一stable　vector　bundle　7一が存在してψ：7－→

アgenerically　surjectiveとなる．ところがアはθ一stableであるのでμ一stableであり，

ψが同型であることが示される．よってアはθ一stableであることがわかった．　　ロ

6　Appendix

講演で述べられなかったことを補足しようと思う．

　まず，free　monoidの表現との関連から．　F2を生成元が2のfree　monoidとし，

α1，α2をその生成元とする．free　monoid　F2の表現ρ：r2→M，、（k）を与えることと，

2個の行列ρ（α1），ρ（α2）を与えることは等価である．

　このとき，

｛ρ：r2→M，ユ（ん）｝　→　｛α＝（αo，α1，α2）monad｝

　　　ρ　　←〉　（∫，、，ρ（α、），ρ（α2））

なる対応により，

｛ρ：F2→M夕L（k）lrk［ρ（α1），ρ（α2）］＝r，　prestable｝／竺

と

　　　　｛アls－stable　v．　b．　with　c1＝0，c2＝π，rk＝ア，ア1～。。竺0㊥「｝／竺

が等価となる．ここで，1。。＝｛Zo＝0｝⊂P2である．

　実はfree　monoid　r2の既約表現全体が，1。。に制限するとtrivialになるようなθ一

stableすなわちμ一stable　vector　bundleと対応することがわかる．　F2のcharacter

variety　（すなわちmoduli　scheme　of　equivalence　of　irreducible　representations．詳

しくは［17］）とframed　moduli　ofμ一stable　vector　bundleが結び付いたことになる．

　ところがこれは，μ一stable　vector　bundleの全体を尽くさないことに注意する．（c£

注意2．7）
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　次に触れたい事柄はθ一§table．4－m◇duleはμ一stable　vectOT　bundleに対応したが，

θ一semistable、4－moduleに対応するのは何か？ということである．

問題6ぼθ一3e愉5鋤～ε．4－mo∂漉に対応する対象は何か？例えばμ一5ε煽θ鋤～ε劫一

8励∫権8んeα∫か？

この問題はまだよくわかっていない．このことに関連して｛18］や｛1］の内容を言及

しよう．

Ψi…Q’＝　．二）．｛：こ．

　　　　　　　　　　）　）
　の表現でsymmetric　relationをみたす空間を考える．適当なdimension　vectorと

θを選んだとき，θ一stable　moduleの同型類のなすmoduli　spaceがP2上のGieseker－

Ma職yama　stable頭eavesのInoduliに一致することが知られている．

　こういうことが段々わかってくるとなぜQの方のstable　pointにμ一stabilityが出

てきて，（2’の方ではG輌eseker－Ma斑yama　stabi蹴yが出てくるのかが個人的には不思

議な気がする．

　そこで次の疑問が浮かび上がる．

問題6．2他の枠組ではどうなのか？例えばQ協ueアを変えてみてはどうか？どのよ

うなuec加r　bμηdl6が出て来得るのか？それともQやQ’はやっぱりP2上のuec亡or

汕滅eにとって特別であり，これ以上の枠組は本質的にないのか？極論を言うとμ一

3励／eやαese舵アーMαrμyαmα5励花は自然な概念であり，こういう特別な概念は他

には有り得ないのか？

　tilting　sheafを用いて，　variety上のcoherent　sheafのbounded　derived　category

とある有限次元algebra上のmoduleのbounded　derived　categoryとの同値性がい

える．（例えばμ41）

　ところが個人的趣味を言うとcoherent　sheafのcategoryのsubcategoryとある

algebra上のmoduleのcategoryのsubcategoryを“うまく”選び，　derived　category

までいかないでなんとか同値性がいえないものかと考える．前の問題と重なる部分が

あるが，問題提起すると次のようになる．

問題6．3co九eア四‡読斑了の斑Zεgθ的の5逸c磁εgθ轡をうまくとり，良く分かったくも

しくは取り扱いやすい）対象に置き換えることができるか？例えばs－s亡α61eのような

概念がないか？
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　今回議論を行なったのはc1＝0の場合であった．おそらく一般のc1の場合にもこ

れと似たような議論ができるのではないかと楽観視している．Gieseker－Maruyama

stableの方では先程の（g’の表現で記述されることが知られている．となるとμ一

stableについても何かいえるのではないか．

問題6．4本稿のような話を一般のcΣについてできるか？

　c1＝0のとき，rankが2や3の場合にはμ一stableとs－stableが一致するため比較

的μ一stableをcheckするのは容易である．ところがrankが4以上だとどうするか？

問題6．5μ一s励1吻の判定法に本稿の議論は使えるであろうか？

果たして本当にできるかわからない．いい加減なことを言っているに過ぎない、

　monadの話はP2だと非常にうまくいく．では他のsばfaceではどうか？vect◇r

bundleを記述するものとしてm◎nadに代わるものは果たしてあるのか？

問題6．6P2以外の渕げαc松もしくは高次元のume；y上のuec‘or加ηdleを記述せ
よ．

最後はつかみどころのない問題提起に明け暮れたが，この辺でおわることにしよう．

　本文の後ろで論文リストを作りたかったが筆者の知識の乏しさに遮られて満足の

いくものが出来そうにないが，幾つか紹介する．

　陶はm◎nadに関する基本的な文献である．実を言うと，筆者はここから勉強し

始めた．［101は本稿が主に引用した論文である．［12｜も基本的な文献としてあげてお

く．［6］はPL上のベクトル束に関して書かれた本．　Barth，　Hulekらの論文で12］，13］，

［111がある．［9］ではベクトル束に関する諸問題が述べられている．［16］をあげておこ

う，quiverとtorsion　free　sheafとHilbert　schemeが関連づけられて語られている．

［8H191は実を言うと筆者は内容を知らないのであるが，人から紹介された重要な文献

なのであげておく．｛131はq磁verの表現空間に関する文献として非常に重要である

と思われる．［151も基本的な本である．項輌ve∫に関してはこの本に依るところが多い．

｛11，｛181も挙げておくべきであろう。｛7］も問題6．6に関して重要であると思われる．

まだ取りこぼした文献があると思う．中途半端に終わってしまった．
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