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§1．INTROI＞UCTION

　　複素多様体としてのCalabi－Yau多様体の理論は最近ミラーシンメトリーとも
関連して目覚しい発展を遂げています．そこでそれを手本として，70年及び80年代

から勢力的に研究が進められて来た正標数K3曲面の理論を使い，正標数Calabi－Yau
多様体の理論が構成出来ないだろうかという動きが最近起こり始めています．ここで

はそれに関連した幾つかの話題のうちの一部について解説を試みます．

定義L1．叉を正標数代数閉体上定義された三次元非特異射影代数多様体とする。

もしKx竺Oxかつが（Ox）・＝続（Ox）ニ0が満たされる時X　をCalab輌一Yao
t祉eefρ1dと呼ぶ．

　　正標数C．Y．の重要な特徴の一つに，次で与えられる高さと呼ばれる不変量が定

まることが挙げられます．

定義1．2（Ar七in－Mazur国）．　XをC．Y．　threefoldとしたとき，Xに付随した高さ
ん老（X）を以下で定める．

九¢（X）：＝（Xに付随したArtin－Mazur形式群Φ3（X／ゐ，　Gm）の高さ）

また，WOxをS館eが定義したW抵ベクトル環の層としたとき，上の定義は以下
と同値であることが知られている

綱一
｛dimκ刀3（X，　WOx◎o）⑧Kli：1匡：㍑；露1

但し，KはWi七tベクトル環W（た）の商体とする．特に傾X）＝。。のときxを超
特異C．Y．と呼ぶ．

　　M．Ar七inはκ3曲面に付随した形式群（形式Br斑¢r群）を上と同様に定義し，
その高さを用いて変形の＄t戊磁cati◎Ωを与えたのだが，この不変量はまた正標数の

病理的現象と深く関っていることが知られている、ところで正標数での多様体を考

えた時，最も困難な点の一つに標数零の時のような完全な形のHodge理論が存在し
ないことが挙げられるが，それに関連して以下の問題が考えられる：
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問題1．3．

i）XをC．Y．　threefoldとしたとき，以下の等式は成立するか？

王τo（Ω5（）＝」ぼo（王x）＝0．

ii）C．Y．　threefold　Xにはどの様な正標数特有のファイブレーションが存在するか？

　　（i）の等式が成立することはXについてHodge　duali七yんq（Ω裂）＝んρ（Ω製）が

成立することと同値であることが容易に確かめられる．勿論，この先の段階としては
Hodge　spectral　sequenceの退化，171，y、（X）のトーション部分の有無などが問題とし

て考えられる．

　　特にXがK3曲面の場合には上の問題は次のように解決されている：等式

んo（乃ζ）（＝九〇（Ω｝（））＝0

は最初にRudakov－Sha£arevich［121が超特異K3曲面の楕円ファイブレーションの
構造を調べることで示し，更にNygaard［10］はde　Rham－Wi七七complexから定まる

コホモロジー（Hodge－Wittコホモロジー）を用いることで別証を与えた．特に1ζ3

曲面の場合，上記の結果より且odge　spec七raユsequence

E｛，ゴ＝∬」（x，Ωを）⇒H舘（x）

がEr項で退化し，またde　Rham　bet七i数6PR（x）：＝dim★∬6R（x）は1－adic　betti

数6i（x）：＝di⑩、陸t（x，　QI）G≠p）と一致することが従う．

　　また（ii）に関連して，κ3曲面．xが準楕円ファイブレーションを持つための必

要十分条件はXが超特異（塩田氏の定義で），かつp＝2又はp＝3でArtin不変量
σo≦6であることが知られている（c£［13］）．

　　そこで問題の正標数C．Y．七hreefoldについてであるが，現在以下のことが分かっ

ている．

定理1．4（宮岡［9］）．XをC．Y．　threefoldとする．もし1牙oぽx）が零でないなら以

下の二つの場合を除いてXはuniruledである，i）Ωx竺0婁3，又はii）1了o（取）＝＆

でこのグローバルセクションによるインクルージョンのコカーネル取／Oxが局所
フリー．

　　上定理（i），（ii）の様な現象が起こることは実際考え難いのであるが，今の所この

様なC．Y．　threefoldの存在，不存在は知られていない．

定理1．5．XをC．Y．七hreefoldとした時，もしXがuniruledならばXは超特異で
ある．

　　また諏訪紀幸氏はHodge－Wi七tコホモロジーについてEkedahl　du泣ityを適用

することで以下の定理が成り立つことを指摘した（c£［16D．
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定理1．6．xをC．Y．　th℃企efoldとしたとき，もしPic　Xがρトーションフリーであ

ればHO（ΩL）＝0が成立する．

　　上の諸定理は問題1．3および超特異C．Y．の関係について示唆的である．そこ
で以下ではどの様な正標数の病理的現象が実際に起こるかを例を構成して調べる、

§2．構成

　　このセクションでは超特異C．Y．　thτee蚕◎1dを実際に構成しう正標数での病理的

現象について調べる．扱う構成法は以下の二つである

　　（1）有理準楕円曲面と有理楕円曲面のファイバー積として，

　（II）IP3上の管閉有理ベクトル場の商として．

（1）．C．　Schoenは有理楕円曲面二つのファイバー積をP1上に取ることでC．Y．七hree－

foldが構成されることを示した．ここでは彼の方法を真似て，一方を有理準楕円曲面

とした時どの様になるかを考察する．

w：＝題×P、y2鵬　｝夕

　　　　　↓戸、口　　↓φ2

　　　　玄　⇒　酎，

ここでφ1：万→P1，φ21ち→P1はそれぞれ有理楕円曲面及び有理準楕円曲面で
セクションを持つとする．更に，全てのファイバーのコンポーネントは被約と仮定し

た時，以下が成り立つ（c£〔15D；

　　i）Wは高々孤立超曲面特異点をもつ，
　　ii）Wのdualizing　sh飽fは七rivia1．

そこで特異点解消π：W→Wを考える訳であるが，以下の定理が成立することが
わかる．

定理2．Lφ1，φ2を以下のような可約ファイバーのみを持つとする：

ρ＃2，　　　　　　φ1：fbur　I3’S，

　　　　　　　φ2：eight　IIIうs；

ρ＝3，　　φ1：七W・12’sandtwol4ハS，

　　　　　　　φ2：four　IV，s．

更に｛♂∈Pllφτ1（f）：特異ファイバー｝⊂程∈Pllφヂ（オ）：可約ファイバー｝が満た

される様轡上にファイバー積を取った場合sm認擁◎1utio難π：W→Wが存在す
る．実際にこれ等を満たすφ1，φ2は存在し以下が成立する：

　　i）脅はCa至abi－Y＆uぴreefbldである，i．e．，五W蟹OW，九1（Ow）＝九2（Ow）＝◎，

　　ii）Wはunirationa1，即ち超特異C．Y．，

W3
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iii）πチ9’（助＝｛1｝，

iv）b2（w）＝27　if　p＝2，62（w）＝35　if　p＝3が成立する，

v）九〇（Ω1矛）＝んo（TW）ニ0である，即ち且odge　dualityが成立する．

vi）P1上ファイブレーションで一般ファイバーが，（a）楕円曲線とカスプを一つ

　持つ有理曲線との直積，及び（b）有理二重点を持つK3曲面であるようなも
　　のが存在する、

（II）．ここでは正標数特有の管閉ベクトル場による商多様体の構成を用いる（c£［4］，

［12D．即ちZを非特異多様体とし，その上の有理ベクトル場δ∈Tz⑧秋Z）でp閉
なもの（i．e．，δρ＝αδfor　someα∈ゐ（Z））を一つ取る．この時，正規多様体γが商と

して得られ，Zの相対フロベニウス射はγを経由する．

z⇒γ→z（－1）．

gは有限，純不分離射で次数ρである．この様にして得られるγは勿論δの取り方
によって様々に変化するのであるが，ここではZとして三次元有理多様体を考え，そ
の商としてC．Y．　threefbldを構i成する．

定理2．2．以下のようなP上の鮮閉有理ベクトル場を考える：

　　　　　　∂　　　　　　∂　　　　　　∂
δ：＝（¢’一¢）～㌃＋（・ρ一・）砺＋（2’一つ万・

δによる商を怜→γとする．ここで標数p＝3の時，γはcrepa皿t　resolu七ion
π：X→γを持ち，以下が成り立つ：

　　i）XはCalabi－Yauもhreefoldである，

　　ii）Xは皿irational，即ち超特異C．Y．，
　iii）π：lgφ（X）＝｛1｝，

　iv）62（x）＝41，63（x）＝oが成立する，

　　v）㌍（Ωx）＝九〇（職）＝0である，即ちHodge　duali七yが成立する，

　vi）xは準楕円ファイブレーションを持つ．

注意2．3．上の（1），（II）のようにして得られたC．Y．　threefoldは次の形のHodge

di㎜ondを持つ，

1　　　0　　　0　　　1

0　　力1・2　ん2・2　0

0　　九1・1　ん2・1　0

1　　　0　　　0　　　1、

特に（II）で構城された例Xについて，63＝0であるためXは標数零に持ち上が
らないことがわかる．このことは全てのK3曲面は標数零に射影的に持ち上がる
（P．Dehgn［2Dという性質がC．Y．七hreefoldでは必ずしも成立しないことを示して
いる．
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§3．証明

（1）特異点について．

各構成（1），（II）において，先ず特異点の解消を求めることが大きな問題である．ここ

では以下の手法を用いる．

　　Case（1）：ファイバー積Wの特異点Sing　Wは既に述べたように孤立超曲特
異点であり，次の様に与えられる：

　　　　　Sing　W＝｛ω∈Wlρア1（ψ）∈Singφ「1（りand

　　　　　　　　　　　　　　ρr2（ω）∈Singφ；1（τ）for　some　f∈P1｝，

但し，ρr1，ρr2はW二巧×p・ちの第一，第ニプロジェクションとする。そこでそれ
ぞれの特異ファイバーφ「1（f），φデ（りのタイプの組合せについてどの様な特異点が

出てくるかを観察する．また実際にどの様な有理準楕円曲面，有理楕円曲面が存在す
るかはそれぞれ伊藤浩行氏（15，6D，　W．　Lang（［8Dの結果が使える．

　　そこで（φ「1（り，φ；1（f））の組合せとしてそれぞれ

　　　　　　　　　　　（七ype　Iπ，七ype　III）　　　　ifρ＝2；

　　　　　　　　　　　（七ype　Iη，type　IV）　　　ifρ＝3

を考える．この時，各ファイバーの特異点は，¢，y及びz，ωをそれぞれyi，ちの局所

変数，老をP1の局所変数，α，βをユニットとした時，以下のように与えられる：

　　　　　　　　　£＝α¢y，　オ＝β2（z十ω2）　　　　ifP＝2；

　　　　　　　　　τ＝ατy，　f＝βzω（z十ω）　　　ifp＝3．

よって形式巾級数環内で適当に変数変換を行なうことによって特異点は以下の方程式

で与えられる事がわかる．

　　　　　　　　　　¢y－←z（z十ψ2）＝O　　　　　ifp＝2；

　　　　　　　　　　⑦3ノーzω（2：十ω）　＝O　　　　　if幻二3．

そこで，それぞれの特異点を因子をセンターとしたブローアップで解消して行くのだ

が，P＝2の場合は1：＝（¢，z）をセンターとした一回のブローアップで；ρ＝3の場
合は∫1：＝（¢う2），ち：＝（y，ω）をセンターとした二回のブローアップで解消される．

注意3．1．i）上の考察よりφ1：陥→P1，φ2：ち→P1として例えば以下のものが選
ばれる：

ρ＝2　　　　 φ1：y2→一（士十1）¢y十y＝¢3十f（f2十τ十1），

　　　　　　φ2：y2＝¢3十（£3十ατ2十況）¢十了3，　α∈ゐ，6∈え＊

P＝3　　φ、・y2＝¢3＋（τ2＋1）¢2＋f2¢，

　　　　　　φ2・y2＝ω3＋老4＋f2．
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それぞれの特異ファイバー（可約ファイバー）はp＝2の時，φ1は13型のものを4

つ，φ2はIII型のものを8つ；p＝3の時，φ1は12型及び14型のものをそれぞれ2
っつつ，φ2はIV型のものを4つ持つ．よって定理の条件が満たされるようP1上に
ファイバー積を取れば良いことがわかる．

ii）Wがunirationa1であることはW→Mに対し巧のフロベニウス射による底変
換を観察することより判る．

　　Case（II）：p一閉有理ベクトル場（フォリエーション）の理論より，商多様体の特

異点Singγはδの特異点Singδのgによる像に対応していることが知られてい
る．但し，ここで言うSingδはδが誘導するタンジェントバンドルのsatura七edな
サブインバーティブシーフがサブバンドルになっていない点の集合（c£［12D．よっ

て我々の場合には局所的にSingδは｛¢P一ω＝0，yP－y＝0，2ρ一z＝0｝で与えら
れる．また他のアファインチャート，例えば（1ラ¢，yヲ2）＝（¢1，1，y1，z1）で見ると

　　　　　　∂　　　　　　∂　　　　　　∂
δ：＝（♂一¢）房＋げ一y）万＋（z’－z）万

一
≠・［（』・）晶＋（れ・）晶＋（イーみ）昔］，

となりSingδは素体上定義された畔，のFプ有理点の集合に対応していることがわ

かる．更にg∈Singδに対して特異点は

　OP・，9　←・　Ov，9。（。）

　　｜l　　　　　　　l｜

☆1［¢，y，z］］　　←・　ん［［∂yゴz昂十ゴ十え≡O　modρ］］

で与えられる．この特異点はタイプ；（1，1，1）のトーリック特異点であり，特にρ＝3

の時CTepant　resolu七ionが存在する．

注意3．2．実はP3上のδの特異点はp3＋ρ2＋p＋1個の点Sillgδをブローアップ
することによって解消されることが簡単な計算により確かめられる（即ち，δは［3］で

言うsmoothableなベクトル場である）．5→P3をそのブローアップとした時，δは
サブバンドルC・→聡を誘導し（smooth　1－foliation），次の可換図式を与える：

5　＿三＿→X＿＿＿→5（－1）

⊥』　　1－・　！

P⊥→y＿＿→P3（－1）

ここでgは有限，平坦射で5のフロベニウス射をファクターする．このgは後に幾
何不変量を求める際に有効である．

116

6



（2）不変量の計算1．

ここでは上のように構成された非特異多様体が実際C．Y．になっていることを示す．

　　Case（1）：特異点解消π：W→Wがsmall　resolutionであるのでKW竺OW

は明らか．またW⊂巧×ちについてWはある四次元非特異有理多様体巧×｝㌘
のanti－canonical因子のメンバーになっていることがわかる．よって完全列：

　　　　　　…→H1（OY、xYご）→H1（OW）→H2（K陥×〕穿）→…，

及びセール双対性によりん1（OW）＝ん2（OW）＝0が従う．

　　Case（II）：ρ一閉有理ベクトル場の一般論より次の完全系列が成立する：

（3－A）　　　　　　　　　　0→、乙→Z㌃→g＊欽x→C⑧ρ→0．

よって｛E元｝をπ：5→P3の例外因子とした時次の等式が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ3＋ρ2＋P＋1
　　　　　・＊κ・竺π＊…（（・－1）2－・）⑧・x（（・一・）Σ勾・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
これより特にρ＝3の時，Kx≡num．0であることがわかる．ここでリーマン・ロッ
ホよりX（Ox）＝0が得られ，もし九1（Ox）＝0ならば

　　　　　　　　　　　1≦ん゜（Ox）＋九2（Ox）＝九3（Ox）．

またセールdu～dityより，右辺＝九〇（Kx）≦1，よって九2（Ox）＝0かつんo（Kx）＝1，

即ちXはC．Y．七hreefoldが従う．よって以下九1（Ox）＝0が成立することを示せば
よい．我々の場合，刀o（乙∨）＝0を先ず示し，以下に述べる命題を用いた．詳細は省略
する．

命題3．3（c£［3］）．5を非特異三次元有理多様体，Xを5のsm・・七h　1－f・1ia七ion

乙・→巧による商多様体とする．もし1rO（乙∨）＝0ならば，∬1（Ox）＝0が成立する．

（3）不変量の計算2．

問題1．3に関連して，ここではグローバルベクトル場について考える．先ず，以下の
命題が成立する．

定理3．4（c£［4D．　XをC．Y．　threefold，∫：X→1P1をP1上のファイブレーション
とする．

i）もし∫の一般ファイバーがK3曲面である時，次の不等式が成立する：

　　　　　　dim　HO（取）≦max｛0，3一券｛∫の特異ファイバー｝｝．

ii）∫の一般ファイバーがアーベル曲面であり，セクション0を持つと仮定する．
人陥／x竺Op、（－1＋α）eOp・（－1一α）（α≧0）をノーマルバンドルとした時以下が

成立する：

dim　HO（7「x）≦max｛0，3＋α一券｛∫の特異ファイバー｝｝．
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命題3．5．次の形で与えられるP上のρ閉有理ベクト，ル場を考える．

δ一（¢ぴ・）£＋（G；一・）£＋（Gζ一）妾

但し，G1，G2，G3∈ゐ｛¢，穿A．　gO：P3→Vを6による商とし，γの特異点解消
π：X→yでX＼ズ1（SiDg　V）竺V＼S三ng　Vを満たすものが存在したとする．更に
1，⑦声2，錫♂，ちz2，Gζ，G膓Gζは刈⇒y，z］内でか線形独立かつxは有理多様体で

ないと仮定する．この時∬◎（殿）ニ◎が成り立つ．

　　よってc品e（II）の場合，∬o（職）＝0は上の命題3．5より即従う．またcase
（1）については，定理3．4及び以下の考察によりHO（欠ル）＝0が成り立つことが示さ
れる．

　　ここではWの持つファイバー構造について考える．yΣ有理曲面より，IP1一ファ
イブレーション構造ρ2：ち⇒P1（IP1上のファイブレーションで一般ファイバーがP1
と同型なもの）が存在し，射の合成によりWのファイブレーション∫2：＝ρ2。pr2。π：

W→P1を誘導する．特に，ゐの一般ファイバーは次のファイバー積で与えられる：

　　　　　　　　　　　　　　w

　　　　　　　　　　　　　　↓π

ぢ1（f）芸万1（オ）×P1巧　一＞　W　　巴　　巧

　　　　　　　↓　　　口　　　↓pr2　口　　　　↓φ、

　　　　　P1竺ρ；1（¢）一・ち　㎏　P1

よって二重被覆ρご（りw簸→P1によるち→P1の底変換を観察することで∫2の

一般ファイバーが決定できる．

定理3．6（［4D．ゐ：W→〆の一般ファイバーは

　（1）ρニ3の時1ぐ3曲面う

　（2）ρ＝2の時K3曲面及び12個の有理二重点、4ユを持つ正規曲面で超特異K3
　　　曲面と双有理

特にWには特異ファイバーを3つ以上持つ五3一ファイブレーションが存在する．

　　以上の考察によって∬⑪世w）＝0であることがわかる．またちの代わりに巧

のP1一ファイブレーションρ1：γ］→P1を同様に考えることで，以下のようなWの

ファイブレーション∫1：＃ρ1◎pr1◎π：W→ヅが存在することが判る．

定理3．7（［4D．五：W→炉の一般ファイバーは

　（1）ρニ3の時2個の有理二重点、42を持つ正規i抱苗で超特異五3曲面と双有理，

　（2）ρ＝2の時1個の有理二重点D4を持つ正規曲面で超特異五3曲面と双有理．
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　　また盾はその構成法より一般ファイバーが楕円曲線とカスプを一っ持つ有理

曲線との直積であるようなP1上ファイブレーションを持つことが判る．この様な特
異な一般ファイバーを持つファイプレーションは超特異K3曲面の準楕円ファイブ
レーションとも関連して興味深い対象である．

（4）不変量の計算3．

　　その他の不変量の計算は以下の様にして行った．

πこ霊9’＃｛1｝はW及びXが騨から有理射により純不分離にドミネートされること

から従う．

またNygaa∫dの結果よりこの様な岨iraもiona1な多様体に関してρ＝み2が成立する

ことが知られているα10D．

更にcase（II）の場合，注意32の可換図式中の純不分離射gの存在より6〆X）＝6」（5）

が成立することが判る，特に62（5）≡（ブローアップ5→P3の回数）＋1，　b1（5）ニ

63（5）＝0である．

グローバル1一フオームについて：case（1）ではκ3一ファイブレーション万：W→P1

からの完全系列0→窟Ω胆→ΩW→ΩW／p、→0を，case（II）では完全系列（3－A）

を用いることでグローバル1一フォームの不存在が証明可能である、
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