
RELATIvE　BOGOMOLOV’S　INEQuALITY　IN　THE　ARITHMETIC　cASE
　　　　　　　（AJOINT　WORK　WITH　ATSUSHI　MORIWAKI）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　川ロ　周

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　本稿では、森脇淳先生との共同研究で得られた結果を報告します。証明などの詳細は、プレ

プリント17〕を参照して下さい。

　はじめに、タイトルに出てくるarithmeticとrelativeについて説明したい。

　Bogomolov不等式の算術化は、宮岡先生や森脇先生によってなされた（［8］、［9］、［10P　：

定理1．1（Arithmetic　Bogomolov－Gieseker’s　inequality）．　Xを次元が∂＋1の正則で射影的

な算術的多様体とする。Hを算術的に豊富なエルミート直線束、　Eを階数がアのエルミート

ベクトル束とする。このときEQがHQ一半安定であれば、

∫。（（2ア∂2（E）一（・－1）a（万）2）6（珂4－1）≧0

　また最近、森脇先生は次を証明し（｛111）、この不等式を安定曲線のモデュライ空間に適用

した。

定理1．2（Relative　Bogomolov’s　inequality）．∫：X→γをC上の半安定曲線の族とし、　E

をX上の階数がアのベクトル束とする。yをγの点とする。このとき∫がyでスムーズで、

Elx、が半安定であれば、　disx／γ（E）＝∫。（2アc2（E）一（アー1）c1（E）2）はyでweakly　positive

である。

　これの算術的な場合を考えることが本稿の目標である（§5）。そのために、∫、やweak　pos－

itivityを算術的なときに定める必要があるが、それらなどの枠組み（一般論）について§2で

述べる。証明は［111とパラレルに進むが、そのときに用いる算術的Riemann－Rockについ

て、§3で述べる。また§4で定理の証明に使われるいくつかの補題（Analytic　torsionの評
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価、L2－L°c比較）を述べる。最後に§5で定理と定理の証明の概略を述べる（冗長に述べて

いる部分もあろうかと思いますが、ご容赦下さい）。

2．ARAKELOV幾何

2．1．算術的Ch◎w群．はじめに、　G輌11etとS◎u滋による算術的交叉理論（a産hmet輌c　l滋eF

section　theory）について、簡単に説明したい。詳しくは、原論文［4】または［12］を参照して

下さい。

　Xを次元が∂の藤‖な算術的多様体（regular　arithmetic　variety）、つまりXはZ上平

坦かつ擬射影的な整スキームで、さらにXは正則とする。各p≧0に対して、X（C）上の

タイプ（ρ，ρ）の実微分彩式αで逗（α）＝（－1）Pαを満たすものからなる実ベクトル空問を、

、4ρρ（X）と書く。但し、ここでF。。：X（C）→X（C）は複素共役を表わしている。さらに、上

で微分形式をカレントに置き換えた実ベクトル空間を、D卿（X）と書くことにする。

　余次元がρのサイクルとは、形式的な有限和ΣαηαZ、（ηαは整数、2rαは余次元pの既

約な閉多様体）である。このようなサイクルに対しで、Dirac型のカレントδz｛c）∈DρP（X）

を、η∈Aヂパーρ（X（C））での値を、

　　　　　　　　　　　　　　δ・…（・）一恥ム。、…・

とすることによって、定めることができる。

　ZのGreenカレントとは、任意のカレント9Z∈DP－1ρ一1（X）で

［吻］訂dC（9z）斗δz〔q

がA丹（X）に属しているものである（、4縛｛X）⊂£）丹（X）と見なしている）。ωzをω（Z，9z）

とも書く。さて、Xの任意の既約な閉多様体γに対し、γのGreenカレントが存在する。

さらに、yのGreenカレントとして、　X－y上滑らかな微分形式9yで、　yに沿って1◎g缶

rithmic　typeなものがとれる。このような微分形式を、γの五〇g－typeのGreen形式と呼ぶこ

とにしよう。

　対（27，g）ξZは余次元がρのサイクル、　gはZのGre頭カレント）を、余次元がpの算

術的サイクル（arithmetic　cycle）と呼ぶことにし、これらで生成される加群をZP（X）で表わ

67

2



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
す。さらに躍くX）⊂㌘（X）を、対（div〈∫），｛－log団2D　（了は余次元がp－1のある既約な

閉多様体上の、零でない有理関数）と、対（0，∂u十∂妙）（uはタイプ（p－1，p）のカレント、

uはタイプ（p，ρ一1）のカレント）で生成される部分加群とする。そして余次元がpの算術的

Ch◎w群（ar輌thmet輌c　Ch◎w　g∫◎up）を、商6芽（X）＝2（X）／岳（X）で定義する。

　GilletとSoul6は、㊧ρ≧06宜ρ（X）Qに（可換で結合的な）交叉積

6宜ρ（x）Q⑧6直q（x）Q→6宜針q（x）Q

が入ることを証明した。例えば、（Z1，g1）と（Z2，g2）が固有に交わっていれば、その積は

（Z、，9、）・（Z2，92）＝（Z、・Z2，9、δ2，（C）＋ωZ、92）

で定められる。

　算術的Chow群は、次のようなfmctoria1な性質をもつ。すなわち、∫：X→γを正則

な算術的多様体の間の射とする。このとき、引き戻し∫㌔60ρ（γ）→60P（x）Qで、交叉積

と可換なものが存在する。例えば、Zを∫－1（Z）≠Xをみたす既約閉多様体、9zを2の

log－tyρeのGre飽形式とすれば、∫＊（玖｛9zl）は、（ぴZ，｛戸9zDとなる。

　また、∫が射影的で、∫Q：XQ→ぴがスムーズであれば、　push－forward∫．：6ぱ（X）→

商ρ　4（γ）（∂－dimX－dim　y）も臓される．これは、（Z，9）・2・（X）に対して、∫。（Z，9）一

（∫．z，了。9）として定められる。実際、磁C（みg）÷δz｛◎＝｛みu2］であり、鳥がスム～ズなの

で、ファイバーに沿っての積分で得られるみωzも滑らかな微分形式となる。

22．算術的L1－Chow群．∫：X→γを正則な算術的多様体の間の射とする。（∫が半安

定曲線の族の場合などを、念頭に置いている。）一般｛こは、友：XQ→晦がスムーズでない

ので揃小節の最後のP。，h．f。，W。，dの部分は、∫．（Z，9）一（∫。Z，∫。9）が（預ρ一d（Y）に入らな

い。しかしアがスム～ズになるようなγの開集合上では、∫。ωzは滑らかな微分形式になっ

ている。そこで算術的Ch領群を、少し広げることを考えよう。

　対（Z，g）が、余次元がpの算術的L1一サイクル（arithmetic　L1－cycle）とは、　Zは余次元

がpのサイクルで、ある局所可積分な（ρ一1，ρ一1）形式φと、ある局所可積分な（p，p）形

式ωがあって、g＝［φ｝と6dC〈g）＋δ2｛c＞＝｛司となっているものである。これらで生成され
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る加群を2£、（X）で表わす。そして余次元がpの算術的L1－Chow群（arithmetic　L1－Chow

group）を、商6就、（x）＝2L・（x）／良ρ（x）∩2五・（x）で定義する。

　主に用いるのはく免：、（X）であるが、次も定義しておく。対（Z，g）が、余次元がρの算術

的D一サイクル（arithmetic　D－cycle）とは、　Zは余次元がρのサイクルでg∈Dρρ（X）と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　なっているものである。これらで生成される加群をZ裂X）で表わし、余次元がpの算術的

D－Chow群（arithmetic　D－Chow　group）を、商6R；（X）＝2D（X）／食（X）∩2D（X）で定

義する。任意のZに対して、Zのlog－typeのGreen形式が存在することから、

　　　　　　　　　　　　　60P（x）⊂6罵、（x）⊂6部（x）

となっていることに注意しよう。

　6韓、（X）の性質として、㊥p≧06醍、（X）Qは、自然なΦρ≧060P（X）Q加群の構造をもつ。

具体的には、（γ，∫）∈〃（X）と（Z，g）∈Z呈、（X）が与えられたとき、　ZのGreenカレント

9zをひとつとり、

（Ψ二∫）・（Z，9）＝（｝7∫）・（Z，9z）十（0，ω（罵∫）（9－9z））

で、作用させる（右辺の第2項は、通常の算術的交叉積）ことによって、加群の構造が得られ

る。

　また、算術的L1－Chow群については、期待されるとおり∫の仮定を少し弱めても、　push－

forwardが存在する。つまり∫：X→γを正則な算術的多様体の間の射とする。∫が射影的

で全射であれば、

　　　　　　　　　み、硯、（X）→〔涼；：d（γ）（∂＝dimX－dimγ）

が存在する。これは、ωを局所可積分な形式とするとき∫、ωも局所可積分な形式になること

から従う。

　まとめて、

命題2．1．（1）Xを正則な算術的多様体とするとき、㊥p≧060：、（X）Qは、自然な㊥p≧06Rρ（X）Q

加群の構造をもつ。
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　（2）∫：X→シを正則な算術的多様体の間の射とする。∫が射影的で全射であれば、ρush－

forward

　　　　　　　　　み，〈冠（X）→60言（γ）（亡d輌mXヰimγ）

が存在する。

　同様の命題は60撒X）でも成り立つが、次の補題はく免：、（X）であることが必要である（こ

の補題は§3で使われる）。

補題2．2．Xを正則な算術的多様体、σをその空でないZarlski開集合とし、‘：〃→xを

包含写像とする。X－Uが、　X→Spec（Z）のファイバーの成分を含まなければ、制限写像

　　　　　　　　　　　　　　《＊・磯、（x）→〈茸、（び）

は単射である。

　証明の概略　α＝（D，［φD∈乏、（X）が、ゼ＊（α）＝0∈〈垣；、（σ）とする。すると、X上の

有理関数∫があって、Z£、（X）の中で

　　　　　　　　　　　（Dl〃，［φ］1σ〔q）＝（div（∫）1び，｛－log　l∫12］1び（c））

となる。ddC（｛φ1）＋δD（c）＝｛司　（九はが一形式）とすれば、成℃（｛－log　i∫i21）＋δdi。（∫）〔c）ニ0

より、

　　　　　　　　　　　　　　　δD（c）一δdiv（∫）（c）＝：［んL

左辺はDlrac型のカレント、右辺はジー形式から定まるカレント（ここで、が一Ch◎w群と

いうのを用いている）だから、ん＝0（α．松）かつD（C）＝div（∫）（C）。X一σの仮定より、

D＝磁マ（∫）。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ｝
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2．3．算術的Chern類．　Xを正則な算術的多様体、（E，ん）を階数がアのエルミートベクト

ル束とする。φを、Q一係数の対称なア変数巾級数とする。このとき、算術的特性類　（arith－

metic　characteristic　class）

　　　　　　　　　　　　　　　　6（E，ん）∈㊥。≧。60P（x）Q

が定まって、次の性質を満たす（［51，｛12p。

　（1）（L，ん）がエルミート直線束のときには、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘユ　　　　　　　　　　　ε1（L，ん）・＝（div（3），［－10gん（s，　s）D∈CH（X）

である。また、P（τ）＝φ（7「，0，…，0）とすれば、

　　　　　　　　　　　　　6（L，ん）＝P（a（L，ん））㊥P≧06直ρ（x）Q

　（2）∫：X→γを正則な算術的多様体の間の射とすれば、

　　　　　　　　　　　　　　　∫＊φ（E，九）＝φ（∫＊E，∫＊ん）．

　（3）ω（φ（E，ん））＝φ（E，ん）∈㊥ρ≧・A四（x）

　（4）ε：0→（5，ん’）→（E，ん）→（ρ，ん”）→0をベクトル束の完全列とすると、

　　　　　　　　　　　　φ（s㊥Q，ん’㊥ん”）一φ（E，ん）ニα（φ（ε））．

　（5）φは、テンソル積に関してよく振るまう。例えば、

　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

　　　　　　　　　　　　ch（（五7，ん）㊥（F，た））＝ch（E，九）十ch（F，　k）

　　　　　　　　　　　　ch（（E，ん）⑧（F，丘））＝ch（E，九）・ch（F，　k）

が成り立つ。

　もちろん、（1）から（5）は独立した条件ではなくて、例えば、（1）と（3）から、Poincar6－

Lelongの公式

　　　　　　　　　　d（lc（［－logん（S，　S）］）十δdiv（5）（C）＝［d〔オc（－logん（S，5））］

が出てくる。
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　さて、これらの性質を用いて、算術的Chern類も、普通のChem類のように計算できる。

例えば、

例2．3．Xを正則な算術的多様体、　E＝（E，ん）を階数がアのエルミートベクトル束とする。

このとき

1・命・㈱一；鋼臼（E，ん）

　　ぺ2．ch2｛五⑧五v，九⑭の≡（・－1）葛（五，ん）2－2砲く顕）

詩榔））一警笛1）硲（万）＋・c嘉bギ司

　4．

ch2（Symη（E））

一

ぱ）硲（8）弓巴1）硲（蒼芦（㍉、怠拓・諾1叫）輌））

2．4．g斑eralized　metrics．　ep≧。6貢ρ（X）を少し広げたのに対応して、エルミート直線束の

なす同値類も少し広げる。｛1｝に従ってg題eτaおzed　me垣cを次のように定義する。

　Xを正則な算術的多様体、Lを直線束とする。んが、　generalized　metricとは、　L（C）

上の（0°°な）エルミート内積んoと、X（C）上の局所可積分な関数ψが存在して、ん＝εぴo

となっているものである。

　（L，旬をgeneralized　metricの入った直線束とし、8を0でない有理切断とする。このとき

　　　　　　　　　　　　　硲（L，ん）＝（div（s），1－logん（s，3）］）

　　　　　ヘエによって、CHD（X）Qの元が定まる（ddc（［－logん（s，8）D＋δdi。（。）（c）がL1一関数になるとは限

らないので、賦（X），の元には一舟生にはならない）。

一
方、（Z，1φDを脱、（X）、の元としよう．そして・を0。（Z）の有醐断で、di・（・）＝Z

となるものとする。このとき、Ox（Z）のgeneΣ頭zed　me垣c為で、一始gぱ3，3）＝φ（a．ε．）

となるものが存在する。これを、Ox（（Z，［φD）と書く。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムユ　要するに、generalized　metricの入った直線束の同値類は、　CH五、（X）Qよりも広い類とい

える。
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2．5．weak　positivity．この小節ではweak　positivityの定義などを述べる。

　Xを正則な算術的多様体とし、¢∈X（Q）とする。

　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　CHL、（x，¢）Q＃｛α∈CHL・（x）Q　1ω（α）は・　¢で滑らか｝

とおく．噛・、磁（綱、勾X，蜘と2』、（X，・）碇める．

託6砲x）、が緬i－・即1・a砧とは、ある礁鞄と、ある（8，ヨ）・2』、（綱が

あって、

（1）Eは正の因子で、¢〆Supp（E）。

（2）各y∈Gal（◎／Q）・⑦に対して、　g（y）≧0。　（g（y）＝◎oもあり得る）。

　　　　　　　　　パユ（3）ηαニ（E，9）∈CHL・（X，¢）Q

を満たしているものをいう。

　LをX上の直線束、んをLのg銀era1輌zed　metricで、¢の周りで滑らかであるとき、

仏旬が、ge・e賊ed　by　small§e・t江・a㍑とは、昧凝゜（x，　L）で・・（3）≠。かつ

Ms，s）〈¢）≦1となっているものである。

　σをXのZariski開集合、　Fをσ上自由な連接層として、んFがσ（C）上の滑らかな

metricとするときにも、（F，んp）についてgenerated　by　small　sections　at¢が同様に定義さ

れる。

　　　　　へ　（Z，g）∈Z；1（X，¢）について、（Z，　g）がsemi－ample　at¢ということと、ある自然数ηが

あってOx（η〈Z，　g））がgenerated　by　small　secti◎ns　at¢ということは、同値である。

さて、。∈6曳、（X＞QがW・・kly　p・・iti…t・とは、ある・・斑・m』Ωな元｛・。濃1

があって、1im箆→。。偽＝・αとなっているものである。ここで万mは、次の意味である：

あるz。…商∈磁（綱Qと、あ緬の周りで滑らか鵠所可積分な関数9。…ぷ，

と、あるQ一係数の数列｛α；｝ぷ，一・，｛α2｝二1とあるR一係数の数列｛酷｝二1，…，｛礁｝㌫1と

が存在して、

（1）～1，12は、れに依らない；

（2）1im。→。。α；＝0、簸m，、→。。妃＝0；

（3）α＝α。÷Σi』鴫zパΣちα（尾9至）

と書ける。
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　　　　　　　　　　　　　　　　3、RII瓢ANN－ROCH

　GilletとSoul6によって証明された算術的Riemann－Roch定理を、まず述べる（［6］，｛12］）。

定理3．1．∫：X→γを正則な算術的多様体の間の射影的な射で、友：XQ→］晦がスムーズ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユとする。（E，旬をエルミートベクトル束とする。このとき、C夏（γ＞Qにおいて、

　　　亀（d・・鯛，・ぎ）一み（・h（瓦碩晒）一・（・h（E・）・d（τ∫・）晦）））ω

が成り立つ。ここで九8はQuillen　metric（Quillen　metricについては・§4・1に簡単に説明し

てあります）。

　これを、∫：X→γのファイバーが1次元のとき（従って、∫Q：XQ→晦のファイバー

が非特異な曲線のとき）に用いると、

系3．2．了：X→γを正則な算術的多様体の間の射影的な射で、友：XQ→砧がスムーズ

とする。（E，ん）をエルミートベクトル束とする。∫：X→γのファイバーが1次元だとする

　　　エと、CH（γ）Qにおいて

（32・1）硲（戯酬E）己6）一・綱硲（d・t酬Ox），九8x）

一

み（；（a（万）一硲（恥（・…））一亀（万））

が成り立つ。

　今度は、∫：X→γのファイバーが1次元だが、友：XQ→晦がスムーズとは限らな

い場合も考えてみよう。このときにはB三sumutとB◎stによって、次のことが示されている

（｛1］）・

定理3．3、了：X→γをC上の非特異な代数多様体の間の固有射で、各ファイバーが特異点と

しで高々通常2重点しかもたない被約連結な曲線とする。Σ＝｛¢∈Xげは¢でスム～ズでない｝

とおき、△＝み（Σ）とおく。（E，ん）をエルミートベクトル束とする。このときγ一Supp（△）

上のdet　R∫・（E）のQuillen　metricん8は・y上にgenerali2ed　metricとして伸びる。さら

に、Dσ・1）（γ）の元として、

・・ ∈綱，曙）一一鉢d醐・卿…一讐δ・
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が成り立つ。

　元に戻って、∫：X→γを正則な算術的多様体の間の射影的な射で、∫c：Xc→yc

の各ファイバーが、特異点として高々通常2重点しかもたない被約連結な曲線とする。このと

　　　　　　　　　　　　　　　　ヘユき（3．2．1）の両辺は、アプリオリにはCHD（Y）の元であるが、上のBisumut－Bost公式によっ

て1凪（γ）の元であることがわかる．すると、樋2．2によ・て、（3．2．1）がこの場合にも成

り立つ。つまり

定理3．4．∫：X→γを正則な算術的多様体の間の射影的な射で、丘：Xc→玩の各ファイ

バーが、特異点として高々通常2重点しかもたない被約連結な曲線とする。（E，ん）をエルミー

　　　　　　　　　　　　　　　ユトベクトル束とする。このときCHL、（γ）Qにおいて、

a（d・邸），・ξ）一・k（E）硲（…馳），九ひ）一みG（亀（万）一硲（恥（・…））一灸（万））

が成り立つ。

　∫が広義有限射のときには、Riemann－Rochは次のようになる。

命題3．5．∫：X→γを正則な算術的多様体の間の広義有限射とする。（E，ん）をエルミート

　　　　　　　　　　　　　　ユベクトル束とする。このときCHL、（γ）Qにおいて、

　　　　　　硲（d・tR∫。（E），ん8）一・k（E）亀（d・tR∫。（0・），ん8x）＝∫。（葛（E，九））

が成り立つ。

4．いくつかの補題

4．1．Analytic　torsionの評価．まずQuillen　metricなどについて簡単に説明したい。詳しく

は［21を参照して下さい。

　∫：X→y『を正則な算術的多様体の間の固有射とし、（E，ん）をX上のエルミートベク

トル束とする。determinant直線束は、　det　R∫．（E）＝⑧q≧o（det　Rq∫。E）（－1）¢で定義された。

y∈γ（C）に対し、det　R∫。（E）y＝⑧q≧o（det　Hq（Xy，E））〔－1）qである。双対接ベクトル束丁∫c
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にエルミート内積ん∫を入れる。すると、4匂（Xy，E）＝0°°（X豹くqσxξ）⑧E）にも、自然に

L2一内積が入る。

　ムロ＝苗＊÷ず5を、40WXy，8）上のLaρlace作用素とする。摂（Xy，君）＝Ker（△g）から、

det∫～∫。（E）yにが一内積九L2を入れることができた。

　0＜λ1≦λ2≦λ3＿を△4の（重複度を許した）正の固有値とし、対応するζ関数を、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お
　　　　　　　　　　　　　　　　　㍍（・）ニΣλ二s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝1

とする。（βん）のanalytic　torsionア（E，ん）は、

　　　　　　　　　　　　　　　τ（恥）＝Σ（一・）qgζ；（・）

で定義される。そしてdet　R∫。（E）yにQuillen　meもricんQが、妬＝九L・ビτ｛E・九）で定義され

る。Quillen　metricは、　y∈Y（C）に関して滑らかに動くことが、示されている。

　［131と同様にして、次のanalytic　torsi◎nの漸近θ勺な評価が得られる。

命題4．1．〃∈Cを開単位円板CをコンパクトRiem姐n面、（．4，煽）を0上のエルミート

直線束、（万，旬をC上の階数がアの平坦なエルミートベクトル束とする。このときある正の

定数ぐがあって、任意の自然数ηについて

　　　　　　　　　　　　7†（Symn（』iフ，ん）⑧（／1，九A））≦㎝「10gπ

が成り立つ。

4．2．L2－Lりc比較．σ∈Cを騨位円板、φ（z）＝Σ∪。znをσ上正則で万上連続な関数

とすれば、

　　　　　　　　　∬／z，dlφ（z）12（》¢（13ノ：＝∫1　（＿／2雪1φ（アe2θ）12（》θ）　γ（か

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一鷺£碧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦π1・。12＝π1φ（o）12．
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この不等式は、正則関数について、その原点の値を、L2一ノルムで評価していると思うことが

できる。

　コンパクトなKahler多様体上の、エルミートベクトル束の（巾などの）大域切断につい

て、同様な不等式（L2－L°°比較）を得ることが、この小節の目標である。一般にL2一ノルム

の方が扱いやすく、このような不等式があれば、L2一ノルムの上からの評価からsup一ノルム

の上からの評価が得られる。

　一般にMをd次元コンパクトK5hler多様体、ΩをK5hler形式とする。（E，ん）をM上

のエルミートベクトル束、s∈HO（M，　E）をEのM上の切断とするとき、そのsup一ノルム

は

　　　　　　　　　　　　　　　11sllsup＝sup　　九（s，s）（勾，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　z∈M

でまた、そのL2一ノルムは

ll・ll脇一
㍑（・，・）Ω∂

で定義された。

　次の評価はGromovによるものである。詳しくは［3］、［6］または［9ユを参照して下さい。

命題4．2．Mを∂次元コンパクトK5hler多様体、（y，た）をM上のエルミート直線束と

する。このとき、ある正の定数0があって、任意の自然数ηと、M上の任意の切断s∈

HO（M，γ⑧n）について、

　　　　　　　　　　　　　　　　1国1、。p≦o・dll・11、・

が成り立つ。

　評価が、ηに関して、多項式のオーダーになっているところが、大事なところである（安易

にすると、πに関して指数関数のオーダーの評価になってしまう）。

　証明は、この節の最初のように劣調和関数であることを用いる。但し、1をLの局所基底

として、H＝ん（1，1）は劣調和関数ではないので、ある定数c1があって、　H（z）≧H（0）－

c1（lzll十…　十1ZdD≧o（z∈σ）という様な評価を用いる。

　上のL2－L°°比較のいろいろな変種を考えることができるが、その一つとして、
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命題4．3．Mをd次元コンパクトケーラー多様体、（・4，んA）をM上のエルミート直線束、

（E，ん）をM上の階数がアの平坦なエルミートベクトル束とする。このときある正の定数0が

あって、任意の自然数ηと、M上の任意の切断5∈∬o（M，　Sym7ど（E）⑭、4）について、

　　　　　　　　　　　　　　　縫・‖卿≦c♂÷ヂー1洞1。・

が成り立つ。

証明は、P二町8）→Xとして、　PとOp（1）｝こ対する五2一五゜°比較から導く。

　　　　　　　　　　　　　　　5．定理とその証明の概略

定理5．1．∫：X→yを正則な算術的多様体の間の射影的な射で、∫c：Xc→丘の各ファ

イバ～が、特異点として高々通常2重点しかもたない被約連結な曲線とする。（8，旬をX上

の階数がアのエルミ～トベクトル束とする。yをγ（Q）の点とする。このとき、∫がyでス

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エムーズで、Elx、がpoly－stableであれば、　disx／γ（E）＝∫。（2ア亀（E）一（デー1）硲（E）2）はyで

wea幻y　p◎S垣veである◇

　証明のあらすじを述べる。

　（1）まず、九がだ1（z）（z∈S）に沿って、Einstein－Hermitianの場合に帰着させる。

　（2）A＝（A，娠）をX上のエルミート直線束、万＝（H，㌔）をγ上のエルミート直線束と

し（A、Hが満たす条件はあとで書く）、

　　　　　　　　　　　且二Symn（ア⑧∫＊（H））⑧、4⑪∫＊（H）

　　　　　　　　　　　　ニ（Sym7膓（F⑭∫＊（・ξ了））⑧ノ1⑧了＊｛澄）うゐ7、）

とおく。但し、（F，んp）＝（E⑧EV，九⑭ん〉）。

　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　（3）1㌦ニ（鳳，ん。）に、算術的Rie㎜ann－Roch（系3．4）を適用する：CHL、（γ）Qにおい

て、

一
硲（det　Rみ（1㌦），ん6）＋・k（且）硲（d・tR∫。（0・），ん8x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一一みG（硲（鳳）一硲（F。）・硲（ωx／γ））一亀（⇒
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（4）例2・3から・右辺は・，。，±、、，蕊・／・（万）・ア2＋1＋0（・’2）がでる・

　（5）左辺について、第2項は0（ガ2）である。第1項の一硲（det　R∫。（鳳），鳩n）について評価

しよう。Aを十分豊富、　A⑧ω封γを豊富になるように、　Aをとっておく。　B∈レ4⑧21を、

Bが正則で、g＝∫IB：B→γが、　yで6taleになっているようにとる（正確には、一般に

は、このようなBはとれないので少し修正がいる）。Gn二瓦IB、　g＝∫IBとおく。

　0→瓦⑳4㊦一2→瓦→Gn→0から導かれる完全列

0→∫，（凡）→9．（G。）→R1∫．（瓦⑧A⑧一2）

を考え、

0→∫。（瓦）→9。（Gn）→（2n→0

を最初の短完全列とする。

　g。（Gのには、L2－metric　gnが入っている。各y’∈Gal（◎／Q）・yの周りで、　Qπにg．（G，、）

からquotient　metricを入れることができる。　det（2nにγ上のmetric　qnを、　y’の周りでこ

のquotient　metricと両立するように入れる。

　さて、

det石げ＊（瓦）⑧一1ニ（det　g＊（G，、））⑧一1⑧det　Qπ⑧det」R1∫＊（1㌦）

より、det　R1∫。（鳳）にgeneralized　metrlc㌔を

（det　R／1＊（1㌦）⑧一1，ん二1）ニ（det　g＊（Gπ），gn）⑧一1⑧（det　Qn，gπ）⑧（det　R1∫＊（1㌦），ちど）

が成り立つように定める。

　（5－1）広義有限射に対する、算術的Riemann－Roch（系3．5）を用いることによって、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　ε1（det　g＊（Gη），9n）＝0（γ↓アー）

がでる。

　（5－2）Hを、g．（FlB）⑧Hとg，C4iB）⑧Hがgenerated　by　small　sections　at　yになるように

取っておけば、g。（Gn）がgenerated　by　small　sections　at　yとなる。これから、（det　Qn，4n）
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もgeneτa乞ed　by　small　sec60ns　at　yとなる。とくに（det（2，、，9n）は、　sen1輌一ample　at〃であ

る。

　　（5－3）ぶnをdet　R1み（瓦）のcanonicalな切断として、αn＝maxy，∈G砿（砲Q｝．y｛logち、（sれ，3η）（y’）｝

とおけば、補題4ユ、4．2から鬼≦0（ηヂ21◎g勾が示される。

　　（5－1）、（5－2）と（5－3）から、大まかにいって（3）の左辺は、semi－ampleなものと、　o（ガ2＋1）

なものの和で書けることがわかる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
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