
　　Donaldson－Fhedman　construction　and

deformations　of　a　triple　of　compact　complex

　　　　　　　　　　　　　　　spaces

　　　　　　本多宣博

大阪大学大学院理学研究科D3

1　twist◎r　spaceとsel£dual　4－manifbld

Zを3次元複素多様体，、Mをorientedな実4次元多様体とする．　ZがM上

のtwistor　spaceであるとは，0°°なIP1－bundle　map　w：Z→Mが存在して，次の条

件（i）と（ii）を満たすときをいう：

　（1）任意の¢∈Mに対して，L苫：＝ズ1（ω）（＝IP1）はZの複素部分多様体で，そ

のn◎㎜司b皿dleは0（1）㊧0（1）である．

　㈹Z上にはanti・・ho沁mo∫phicなmv◎短ち沁nσ：Z→2Zが存在してラ任意の．玩

を保つ．

　π・はtwistor　fi　ra　i　n，∪は（¢上の）twistor　li，σはreal　structureと呼ば

れる．条件（i）からπはM上のどんなlocal　comPlex　structureに関しても決し

てholonlorphicにはなり得ない・

　このような特殊な構造を持つ複素多様体を考える理由の一つに次の事実がある：

　P飽r◎se対応（c£｛AHSD：向きづけられた実4次元多様体Mが与えられたとき，

M上のse1£dual　conformal　structure［9］と，　Mのtwj8tor　spaceの間には自然な1

3§

代数幾何学シンポジウム記録

1997年度   pp.30-47

1



対1対応がある．

　　ここで，9の定めるconfbrmal　class　l9］とは，｛eug　lμはM上のsmooth　function｝

というRiemann計量全体のことである．また4次元多様体上のRiemann計量9

がself－dualであるとは，9のWeyl共形曲率のanti－self－dual　part（これは曲率を既約分

解したときにcordbrmal　invariantなpartのうちの一つである）が0であることである．

　sel長dualityはconfomal　invariantな性質であり，また4次元Riemann幾何学

特有の概念である・

　compactなsel仁dual　manifoldの基本的な例を2つ挙げる．

　　（1）Mを4次元球面84，をその上の標準的な計量とすると，9はsel飼ualで，対応す

るtwistor　spaceはP3である．　twistor　6brationπ：P3→54は次のようにexplicit

に書ける：

　H＝R十R乞十Rゴ十Rん，乞2＝元2＝ん2＝－1，乞ゴ＝たを四元数体とし，

R十脳＝C，Rゴ十R丘＝（R十R勾」＝Cとみなすことにより，H竺C2とみる・

P3＝C4＼｛0｝／C＊＝H2＼｛0｝／C＊，

　　　　　　　54－R4U｛。。｝－Hu｛。。｝－HP1－H2＼｛0｝／H×

（ここでH×：＝H＼｛0｝であり，HXのH2への作用は右からのかけ算とする）とみなせ

ば，C・⊆Hxよりtwistor丘brationπ：IP3→54がinduceされる・また，　H2＝C4

上には×元（右から元をかける）という作用があるが，これをP3上に落としたものをσ

とする（これはHP1＝5「4まで落とせばtrivialになる）と，σがreal　structureであ

る．容易にわかるように，πのfiber（＝twistor　line）はσで不変なline，したがってそ

のP3内でのno㎜al　bundleは0（1）㊥0（1）である・

（2）M＝P2上のFubini－Study　metricは（complex　orientationに関して）
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sel拭ualで，対応する加st◎r　spa¢eは丘ag　m鋤i衰）ld

IF：＝｛（ξ，η）∈P2×IP2＊1ξ∈η｝

である．ここでP2＊はdual　pr◎jective　p▲皿eを表す．　FはP2×P2＊内のbidegree

が（1，1）の非特異因子とidelltifyできる．この場合もtwistor　fibrationとreal

stmc加reを具体的に与えることができる：

　まずV＝C3とおき，九をV’上のst砿dardなHer血itlan　fbrmとする．

（ξ，η）∈IP（V）xIP（γ）＊に対して，ら，段をそれぞれξに対応するγ上の1ine，　plane

とする．このとき，Zξの興内でのんに関する直交補空間をせとし，せが定め

るWV）＝P2の元をπ（ξ，η）とする・real　st斑c拓reσは，（ξ，η）に対して（η七ξづ

を対応させる．（今度は⊥はレ’全体の中での直交補空間を表す・）

compactなt顧s加丁§paeeの存在については次の諸結果がある：

定理1．1（Hitchin［HiD　compactなtwistor　8paceでKahler計量をもつものは上

記P3とFしか存在しない．

定理1．2（Campana　lq）Moishezon　twistor　8paceに対応する4次元se1Fdual

manifoldはηIP2（＝IP2のη≧0個の連結和，ただしOIP2＝54と約束する）

とhome◎mo∫p垣cである．

定理L3（Poon［P　ll，LeBrun［L］，Joyce【JD任意のη≧0に対してηP2上のtMstor

spaceでMoishez◎nであるものが存在する．

PoonとLeBrunの構成は具体的である：

Wを，’P5内の2っのquadric8

堵＋づ十零÷零十え十z2＝◎，
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　　　　　　　　　　2碕＋2づ＋λプ＋；議÷写一・

のcomplete　intersectionとする・ここで》＜λ＜2．　Wは4っの通常特異点をもつ．

このとき，WのsmaH　resolutionμ：Z→Wで，　Zが2P2のtwistor　spaceになっ

ているものが存在する（Poon）．π≧3の場合も，　projectiveなvarietyに適当な双有理

変換を施すことによりπIP2上のtwistor　spaceのfamilyが得られる（LeBr㎜）．

Rem従k工4一般にπが大きくなるほどπP2上のt顧§to∫§paceは豊富に存在する、

π≧5のときは，ηIP2上のgenericなtwistor　spaceの代数次元は0である．したがっ

て，上のLeB斑nのt琉§t◎どspaceは非常に特殊なものであるが，後で見るように，π］P2

上のMoshezon　twistor　spaceの系列は，これら以外にもいくつか存在する．

πP2のtwistor　spaceを考えることが興味深いもう一つの理由として次の定理がある：

定理1．5（只reed磁伍，　D◎nald§o∋（M，9）を単連結なc◇mpaet　se猛dual　ma垣fGld

で，intersection　fo㎜が正定値のものとすると，　MはηP2とhomeomorphi　cである．

　より一殻なc◎mρact　se蕗du品ma垣丘）1d（したがってc（）mpact　tv亘stor　space）の

存在については次の定理がある：

定理L6（Taubes｛TD　Mを任意のorienもedな4次元多様体とすると，ある正整

数ηo＝ηo（M）が存在して，π≧πoのときM弄ηIP2（＝Mにη個の】P2をくっつけた

もの）の上には自己双対計量が存在す在

　twistor　spaceを考えることにより，次の系を得る：

系1．7任意の有限生成な群rに対して，compactなtwistor　spaceで基本群がrであ

るものが存在する．

　　このように，（compactな）twistor　spaceは非常に豊富に存在するが，そのほとんど

は代数次元が◎であると考えられる．

33

4



2　主結果

前節ではヲ数多くのt顧st◎r　spaeeの中で，ηP2上のse怪dual　metT輌eに付随する七w輌sも◎r

spaceが基本的な対象であることをみた、この節では，　nP2上のtwist◎r　spaceについて

知られている事実と，そこから自然に導かれる問題，および我々の得た結果を述べる．

　以下ではZはπIP2上のtwistor　spaceとする．　Z上には，　h垣仁antiα泌◎垣（却

b㎜dle一き1（zがっねにただ一つ存在する（i＿e・　　（－i…」F《…2｛・）㊦2＝一κz）・adunction

飴㎜ulaκL＝κzlL⑳det凡／zより一11（2』OL（2）である．（ここでLはtMstor

lineを表す．）σ：Z→Zはつκz上にもIiftし，線形系1－4Kz　1に作用する・その

不変部分を戸づ頁zドで表す・d掘cl一きKzl＝mとするとき，1一茎κzド　は浪pm

（m次元実射影空間）でパラメトライズされる・

命題2．1（P・de・s斑P・・丑［PPID　5を1一妻κ・1σの既約元とするとき，　Sは非特異で，

双有理射〃：5→P1×酔が存在する。ρは5上の珪司stmc包τeを保ち，轡×］P1

上にreal　structureγ：ニ（anti－podal　map）×（complex　conjugation）をmduceす

る．さらに弓（3）＝8－2πである．

　すなわち，5宅1一きκzPは既約ならばP1×P1の2η点b1◎wぬg　upになってい

る．（可約ならば，S＝D十万（DはP2のη点blowing　up）と分解する・）

これまで知られている抱P2上の㌔ist碇spaeeの場合うρは次のようになっている．

　（1）Z＝炉（twist・r　space・f　OP2＝54）の場合，一‖κz＝OP・（2）なので，5∈

1－1κzドはτeal（すなわちσ：P3→炉；（為：21：22：23）→（一商：為：一る3：ラ2）

で不変）な2次曲面である．これらは必ず非特異で，禦x智に同型である・

　（2）ZをLeBmn（［L｝）の構成したηIP2の構成したtwistor　spaceとする・この場

合も既約なS∈1一麦κzlσがいつでも存在し，〃はIP1×IP1上のbidegreeが（1，0）の
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曲線0上のπ点｛ρ1ジ・・，ρπ｝と，0：＝ア（C）上の％点｛豆1，…，瓦｝を㈱批erと

する2η点blowing　upになっている・逆に，このような構造の8を1－｝κzlσの元に

もつπ炉上のtwistor　spa£e　ZはLeBrunのtwistor　spaceになっていることを示す

ことができる．

　（3）ZをPedersen－Poon（［PP3】）が存在を示したwlP2上のtwistor　spaceとす

る．Zにはt◎rusσ（1）×σ（1）がreal　structureを保って作用する・この場合，既約

なS∈｛一きκzPが存在し，〃はP1×騨上のS垣ndardなto斑s　act拍互を保つ2π

回blowmg　upである．（詳しくは［Honユ］参照．）

　このように，｝一日κzドの元の構造（すなわち解×P1上の2W点の配置）はZの構

造と密接に関係していると考えられる・そこで，我々は次の問題を考えたい：

問題2．2（命題2．1の逆＞P1×IP1上の勝手なη点｛ρ1，…，Pn｝（in611itly　near

な場合も含める）に対して，それらから定まる2ヵ点｛ρ1，…，瓦，丁（P1），…，グ（ρ九）｝

でblowing　upしてできる有理曲面3を1一麦頁βドの既約元にもつπP2上のtwistor

space　Zが存在するか．

この問いに対する我々の結果を述べるために次の概念を用意する：

定義2．3P1×P1上の2π点｛ρ1，…，Pπ，夢1，…，瓦｝でblowmg　upして得られ

る有理曲面5が（α，6）－type⇔炉×肝上のb滅egree（α，b）の既約曲線0で，

ア（0）＝0，かっ｛ρ1，…，ρπ｝⊆0となっているものが存在する・

　（この定義では，与えられた汐：S→餅×ip1のtypeは一意には定まらないが，我々

の目的のためにはこれで十分である・）

　このとき，次が成立する：
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定理2．4［Hon2，　Theorem　1．1］任意のπ≧0に対して，ηP2　twistor　space　Zで，

（2，1）－typeの有理曲面を1一麦κzドの既約元にもつものが存在する．（2，2）－typeの場

合も同様の結論が成立する・

　（2，1）－typeの場合のtwistor　spaceは興味深い性質を持つ．一般に，　compactなtwistor

space　Z上のdivisorに対して，そのdegreeをtwistor　lineとのintersection　n㎜ber

として定義する．efFective　divisorのdegreeは常に正である．

命題2．51Hon2，　Proposition　1．2］Zをη｝IP2上のtwistor　spaceで（2，1）－typeの有

理曲面5を1一妾Kz　rの既約元に持つものとすると，ZはMoishezonでdegree　1

のdivisorを持たない．

特に，Pedersen－Poonの問題（［PP2，　P．687，　QuestionDに否定的な解答を与える．

Remark　2．6（1）一般に，ηIP2上のtwistor　space　Zが1－IK21の元をもつとは限

らないが，現在のところそのようなtwistor　sPaceで興味深い性質をもつものは見つかっ

ていないと思われる・

（ii）一般に，5∈1一担（zlσの複素構造からZの複素構造は一意的には定まらない・しか

し，その代数次元や幾何的な構造についてはほとんど定まる．たとえば（2，1）－typeのSを

もつZの場合，P2上のconic　bundleを双有理変換でmo（Ufyしたものになっている．

（iii）（2，1）－typeの場合のtwistor　spaceの存在については，　Kreussler［Krlが全く異な

る方法で存在を示している・

（iv）定理とは直接関係がないが，次が成立する：

　π≧3のとき，ηP2上のtwistor　space　Zはdim　l－▲κzl≦3を満たす・π≧4

のとき、
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　ZがLeB斑n〔L］の構成した琉stOT§pace⇔dim　l－｛κz　l＝3

が成立する．このとき，1－1κzlによる有理写像の像はP3内の非特異な2次曲面Qで，

ZのあるbiTati◎簸al　PT◎jective　model　WがQ上のeoロic　bundle　st斑c斑reをもつ．

3　Donaldson－Fξiedman　constructionとその精密化

この節ではラ定理2．4を証明する際の基礎となるD◎簸alds◎吐丑iedmaRによる構

成（［DF］）と，その精密化であるtriple　versionを説明する・

　　26ハ乏をそれぞれc◎mpacもなse活dua］ma面fbld§但41，g1），（妬，g2）の翻§tor

spaceとする．このとき，ハ41弄砺（＝ハ41と妬の連結和）のtwistor　8paceを，

c◎mpact　c◎mplex　spaceの変形理論を使ってZ1と琢から構成しようというの

がDonaldson－Friedmanの理論である．

　五1⊆Z1，・必⊆Z2を任意のtM§t◎r　1祖e（＝琉s拓丁五bratめ登π：乙→尾

の6ber）とし，μ‘：2→Zを．島をcenterとするblowmg　up，《議をその例外因子と

する．～W尾竺0（1）震であることから，〈≧竺爪×肝，ハ匂4勾巴0ρX－1，1）である・

ここでOQ元（0，1）：＝μ；OL4（1）とおいた・φ：（21→Q2を，φ＊OQ2（0，1）＝OQ1（1，0）

を満たす双正則写像でreal　stmct碇eを保つものとする．このようなφはいつでも存在

する．φで例外因子どうしを同一視して得られるno㎜al　crossing　variety

　　　　　　　　　　　　　　　　z∫：＝z｛形1

を考える．構成の仕方から，Z’もreaζ§t臓ct碇e〆をもっ．

定義3．11DFI　z’のsta路d碇d　defb皿a土輌onとは，　n＋3次元複素多様体2・Cぬ内

の0を含むopen　ball　Bと全射正則写像P：Z－→Bで次を満たすものである：

（i）ρ一1（◎）＝zzラ
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（ii）Z上にはallti－holomorphic　involutionσで，σβ・P＝ρ・σ（σBは複素共役を表

す）を満たし，かっσlp－1（o）がZ’上のreal　structure♂と（（i）の同型のもとで）一致

するものが存在する，

⊂jii）任意の2∈ρ一1（0）に対して，zのZにおける近傍σとその上の正則座

標（Z1，22，23勲，孟2，…，舌π）で，ρ（21，Z2，Z3，Z4，Z2，…　，Zπ）＝（ZIZ2，τ2，…，君九）と書

けるものが存在する・

　条件（iii）より，易：＝P－1（¢）はち≠0のときsmoothである．さらにすべて

のオ‘∈Rであれば，（ii）によりZ¢上にはanti－holornorphic　involutionのが存在す

る・このとき次が成立する・

定理3．2（Donaldson－Friedmal1）（M，91），（妬，92）をcompact　selFdual　man－

ifolds，　Z1，Z2をそのtwistor　spaceとしZ’＝Z｛∪φZ6を上で構成したnormal

crossing　vaエietyとする．ρ：Z→BをZ’のstandard　defomationとすれば，（必要

ならばBを十分小さく取ることにより）非特異な6ber　Z£＝P－1（t），　t：realはM1券晒

（＝ルf1と妬の連結和）上のtwistor　spaceの構造を自然にもつ．

　証明では，smoothingによって得られたZ（τ：rea1）上にtwistor　lineのfamily

が存在することを示すために，formal　neighbourhoodの議論を使う、

　standard　defo㎜ationの存在については次の簡明な十分条件がある：

命題3．3偏上ノ1解（θz、）＝H2（Oz、）＝0ならば，　Zノのstandard　deformationが

存在する．ここでθはtangent　sheafを表す．

この命題の証明のkeyは，

　　　　　　ε叱，（Ω・’，Oz’）＝OQ（NQ、／・｛⑭NQ、／・D

　　　　　　　　　　　　　　　＝OQ、（－1，1）⑧OQ、（1，－1）

　　　　　　　　　　　　　　　＝　OQ
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（すなわちR．Friedmal1の意味でd－semistable）になっていることである．ここでΩ〃

はZ’上のKahler　dif民rentialのsheafを表す．

定理32と命題3．3より次がしたがう．

系3．4（同上）任意のπ≧◎に対して抱酵上のtwis加r　space　ZでH2（θz）＝◎と

なっているものが存在する．

　証明．ηに関する帰納法による．π＝0，1のときは§1で挙げたように，P3，　IFとい

うtwistor　spaceがある．　Akizuki－Nakanoの消滅定理から，これらはH2（e）＝0を満

たす．次に（7｝－1）IP2上のtwistor　space　Z1でH2（021）灘0を満たすものが存在し

たと仮定する．Z2＝宮とし，上のようにZ’＝Z｛Uφ勾をつくると，命題3・3からZ’

の8ta丑dard　defbrm就沁nが存在するので，定理3．2より（（w－1）炉）孝解＝nlP2上

のtwistor　space　Zが存在する．このときhypercohomologyの次元の上半連続性によ

り，∬2（θz）＝0がしたがう．

　　以上がDon瓠dson－Friedmanの理論（［DF］）の概要である．この構成では，　twistor

line　L1，L2のとり方（すなわちどの点の近傍で連結和をとるか）やsm◎◎thm9の仕方に

任意性があるので，一般にはM幸妬の七琉§tOT　spaceがたくさんできる．言いかえる

と，一般に妬判42上のse蕗dual　metricの㎞ily力寸できる・そこでこの申から良い

性質を持っmetricを取り出すために，桶stor　sPace上の（Uvisorを込みにして（すな

わちZ’とその上のdivisor　8’のpair（Z’，S’）を考えて）8moothil19を考えれば，特

殊なmetric（正確にはあるopen　set上，　Kahler　metricとconfom記equivalentに

なっている（舩ti－）se怪dual　me垣c）に対応するtwist◎r　sρaceの存在を示することが

できる．しかし一般にはこのようなp雄（z㌧57）の蹴o◎輻hiゑgだけを考えていては

どのような計量（正確にはKa撮er　metr三cに関する複素構造）が得られたかは十分に

はわからない．そこで，さらにdivisor　5’の上の曲線C’を考えて，　triple（z’，sノ，α）
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のsmoothingを考えると，ある程度metricに関する情報が得られる．

Remark　3．5（i）Pedersel1－Poon［PP31はDonaldson－Friedman　constructionを

群作用込みで考えることにより，別の方向への精密化を行っている．特に彼らは，P2へ

のstandardなσ（1）×σ（1）－actionを考えることにより，σ（1）×σ（1）の作用をもっ

たπP2上のtwistor　sPace（ここではゐpで表す）の存在を示している（c£§2（3））．

そこで［Hon1］では，σ（1）×σ（1）の作用で不変なIF上のdMsorに着目して，　ZpP上

にはtori　c　surfaceのpencilが存在することを証明した．（特にZpPはMoishezonで

ある．）よって問題2．2は5がtori　c　surfaceの場合は肯定的である．

（ii）次節ではtripleのsmoothingの応用としてηP2の場合に特殊なtwistor　spaceの

存在を示すが，ほかにもこの方法を使って，primary　Hopf　surfaceのあるblowing　up

上にanti－self・dual　metricが存在することを証明することができるIHon31．

　Donaldson－Friedmanの方法でtwistor　spaceを構成することのひとつの利点は，

sel飼ual　metricのdegenerationを扱っていることに対応する点である．　sel仁dual

metricのdegenerationの基本的な例において，対応するtwistor　spaceで起こってい

る幾何的な状況を調べることは興味深いことと思われる．

4　定理2．4の証明のあらすじ

定理2．4はηに関する帰納法で証明する．π＝0，1のときに成立することは容易にわかる・

そこでη一1のときに成立すると仮定する．すなわち，（η一1）P2上のtwistor　space　Z1

で（2，1）－type（または（2，2）－type）のhalf　anti－canollical　divisor　31∈1－｛1（zl　lσ1

をもったものが存在すると仮定する．（ここでσ1はZ1上のreal　structUreを表す．）

〃1：S1→P1×P1を定義2．3に現れるblowing　downとし，01⊆31を，　P1×P1
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D2　　　　　　　　　　D2

　　　　　　　　　　　““／’、　　D2

1p｛　→　／L、＼
1／　　　　　　σ2

　　　　　　　　　　　　　5i

　　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　51
　　’一一一　　　、

／ρ1・’＼一一’Z、亮　？　　　　’ム
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　”　　　　Q1

　　　patching（Q1，11，11）↓㎝d（Q、，1，」、）byφ

51

5’
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上のbidegreeが（2，1）（または（2，2））である（γで不変な）既約曲線0のproper

tr孤s£o㎜とする．（0～＝4－2w（または8－2π）である．）ρ1∈01を任意に取り，

ρ1と抗：＝σ1（幼）を通るtw輌st◎r　l短e（もちろんただ一つ存在する）をL1（⊆211）と

する．L1と51はp1，P1でtra酪versa1に交わる・（21（＝肝×P1）をμ1の例外因

子，3｛：＝μ「1（81），0｛：＝μ；1（01）とおく・μ11ぷ｛：ぷi→81はP1，P1をcenterとす

るb1◎w漁gupになっている．その例外曲線をZ1，らとするとう5｛∩〈91＝｛ら，Z1｝である．

　次に2ら＝F（＝面st◎r　space　of　P2）とおき，L2⊆2らをひとつとる・（｝P2

はhomogeneousなのでどれをとっても同じである．）L2でtransversalに交わ

るdegree　l　divis◎rの組｛D2，D2：＝σ2（D2＞｝がただ一つ存在する．1）2＝Σ1＝D2

であることは容易にわかる．ここでΣ1：＝P（0（1）Φ0）は1次のH施ebmch

st㎡aceを表す．　L2をcenterとするblowing　upをμ2：Z…→Z2とし，1）》，万；を

それぞれD2，万2のpr◎per　tr鋤s数）mとする・D6＝D2，万；＝万2である．さら

に～2：＝1ろ∩Q2，ち：＝Zちn《磁（Q2望］P1×P1：μ2の例外因子）とおく．

　　このとき，real　structureを保つ双眼1！1写4象φ：Q1→Q2で，φ本OQ、（0，1）竺OQ1（1，0）

かつφ（z1）ニz2，φ（z1）＝らを満たすものが存在する．勉：＝φ（p1）∈ら，錫：＝φ（01）∈も

としラ功，P2を通るΣ1→炉の飴erをそれぞれ克⊆Pξ，孟⊆万；とする．

　　　　　　　　　　　　　　　z’：＝z｛旨z；，

　　　　　　　　　　3’・ニ5｛8（ρ▲登功＝D；Ψ埼ソ功・

　　　　　　　　　　　σ・＝c壬品’（∫H∫）＝∫Dq野

とおく．8（re§P．0’）はZ’（reSP・51’）上のσノー不変なCartier　diWs◎rである。ここ

で♂はZノ上のreal　structureを表す。以下，このtriple（Zz，3ノ，C’）のsmoothing

を考察する．

通常のc◎mpact　complex　spa℃eの変形理論と筒様に，　tripleの場合も1◎cal　Ext
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sheaf　e2’，5’，o’とglobal　Ext　group　7膓’，s’，o’が定義され，次のような幾何的な意味をも

つ［Hon2，§5］：θ2’，s’，o’はQをsupPortにもち，singularityのlocaユな丘rst　order

smoothingを表し，θ膓’，5’，σ’はそのobstruction　spaceである・場’，s’，o’はtriple

（Z’，8’，0’）のglobalな変形の倉西空間のZariski　tangent　spaceであり，2膓’，s’，σ’は

そのobstruction　spaceである・特に甥’，s’，o’＝0のとき，（Z’，♂，σ）の変形の倉西

族のパラメータ空間は非特異である．

local　Ext　sheafに関しては，我々の状況では次が成立する：

命題4．1

e』＝θ沽r唱：

（Z’，3’，C’）のglobalな変形については，10cal　to　910bal　spectraユsequence

理，¢：＝HP（θち’，5’，o’）⇒7プ多’，σ’

からinduceされる次の完全列が基本的である：

0→∬1（θ》r’β’，α）→弓’，s’，o’→HO（θ｝’β’，σ）→1f2（e》’β’，o’）→τ多，s’，α・（1）

　　ここで，7》’，s’，c’の部分空間∬1（e》’，s’，o’）は，　triple（Z’，5”，0’）の10cally　trivial

な血st　order　defo㎜ationを表す．

補題4・2H2（θ2’，。’，α）＝0・

　　この補題と命題4．1と（1）を合わせて次を得る．（」㍗’q＝Oforq≧2なので（1）

はlong　exact　sequellceになる．）
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命題4・3⑫’，8・，o’＝0・また次の完全列がある：

◎→互1（θ多’，。・，ぴ）→ち｝㌔夕，o・→c→◎・

｛2隅B，5→B，C→8輔thC・→5・→Z｝を（z才，ぷ’ハぴ）の変形の倉西族とす

る．ここで命題4．3より8は巧｝’，3’，o’内の◎を含む◎pe豫bal▲と同一視できる・この

とき次が成立する・

命題4。4（必要ならばBを十分小さく取ると）0を含むB内のsmoothでσ一不変な超

曲面∬が存在して，τ∈8＼∬のとき，ぼ：＝ρ一1（∋，庖：＝儀∩5，α：＝ぷ∩Cはす

べて非特異かつ既約であり，さらに¢がrea1ならば，乙は＠－1）P2＃呼＝ηP2上

のtwistor　spaceの構造を自然に持ち，5¢は1－｝1（z6ド己の元である．（ここでσオは広

上のreal　structureを表す．）

　この命題における超曲面且の0におけるtangent　spaceはH1（◎》’，3’，c’）とidenti取

できる．

　定理2．4を示すためには，命題4。4における36が（2，1）－type（または（2，2）－type）

であることを示せばよい．実際次が成立する・

命題4・5pa註（5～び）の変形はu簸obsもmctedである．｛5ヌ隅β’，ε了→富

with　C’・→5’｝をその倉西族とするとき，87内のSm◎◎thでひ不変な超曲面Xf∫∋◎

が存在して，¢∈8へ∬ξのとき，亀：＝丁1（司と己：；＆ρ1（1’は非特異かつ既約で，島

は（2，1）一もype（または（2，2）・l　type）の有理曲面である・

最後にテtrゆle（z㌧s’ラo’）の変形とp碇（S’，のの変形を関係づける次の補題を使って

定理2．4の証明が完了する・

u
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補題4．6次の完全可換図式が存在する：

　　　　0　　　　　　　　　0　　　　　　　0　　　　　　　　0

　　　　↓　　　　　　　↓　　　　　↓　　　　　　↓
　丑1（θ》’（－5’））→∬1（θ》’β’，α）→H1（θ2’，o’）→　172（θ》’（－5’））→0

　　　　↓　　　　　　　↓　　　　　　↓　　　　　　　↓
E・t1（Ω〃（8’），Oz’）→場’，。’ρ’工　鴎’，α→Ext2（Ω・’（5’），0〃）→0

　　　　↓　　　　　　　↓　　　　　↓　　　　　　↓
　　　　0　　　→　170（OQ）　→」口o（Ol　e　Oτ）→1if1（OQ（－Z－1））→0

　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　↓　　　　　　↓
　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　0　　　　　　　　0

Remark　4．7上の可換図式は0’をすべて省いてもそのまま成立する．さらに実際に

はH2（θ》’（－S’））＝0が成立する．　H1（OQ（－Z－D）＝H1（OQ（0，－2））＝Cである

から、結局完全列

　　　　　　　　　　　　　場，〆・瑠→c→o

が存在することがわかる・ここで，∫がs町ectiveでないこと，すなわちpair（Z’，3’）

の変形に対して3ノのみの変形を考えるというforgetting　functorが1次のlevel

でsurjectiveでないことが問題2．1を難しくしている．
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