
超平面配置と超幾何積分

寺尾宏明（北大・理・数学）

　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　重み付き超平面配置に付随して、（青本一Gelfandの意味での）超幾

何積分が考えられるのであるから、その超平面配置の性質や、その重
みたちが、超幾何積分に反映されるのは当然のことである。ここでは、

まず、ひとつの固定された重み付き超平面配置を考えた時、その組み
合わせ的性質が、どのように超幾何積分に反映されるか、を述べる。特

に、ッイストコホモロジーの基底の組み合わせ的記述が中心的な話題
になる。次に、組み合わせ的状況の固定されたような超平面配置の族を

考えて、退化する超平面配置に対応するモヂュライ空間内の境界点の
近くでの超幾何積分の挙動を、超幾何関数の満たす微分方程式を通し
て、観察したい。それは、n点の族の場合のKnizhnik－Zalnol◎dchikov

方程式を～般化した微分方程式であり、それが、～般的に、境界上で
対数的な極を持つことが示される。ただし、その微分方程式が、重み
たちに、具体的にどのように依存しているのかは、まだ完全にはわか
らない。

　　　　　　　　　　　　2．定義など

この節では、IAK〕や［OTIから必要な定義を述べる。

　定義1．超平面配置とは、狢次元アファイン空間γ：ニぴ　（Cは、

複素数体）の中の有限個のアファイン超平面の族を言う。

　今後、ηを超平面の個数とする。即ち、超平面配置をAで表して、
A＝｛∬1，H2，．．．，1∫。｝と書いておく。各iに対して、　H，が、方程式

α，ニ◎で定義されている、とする。（α、は一次式である。）今、

M（メ）＝y＼uぴ

　　　　　　江1

とすると、M（A）は、乙次元Stein多様体である。メがはっきりしてい

る時は、M（A）の代わりに、単に．Mと書く。

　定義2．超平面配置Aに対して、重みとは、Wから、複素数体C
への写像のことを言う。λドλ（私）（i＝1，．．．，π）とする。

定義3．．M上の正則1型式wを
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で定義する（ど1，．．．，η）。λ：ス→Cを、超平面配置Aの重みとし

て、M上の正則1型式ωλを

　　　　　　　　　　　　ω・＝Σλ・叫

　　　　　　　　　　　　　　元＝1
で定義する。

　M上の正則関数の芽の層をOMとして、　M上の正則1型式の芽の
層をΩ㌦∬とする。

　定義4．微分作用素▽λ

　　　　　　　　　　　▽λ：0凡ゾー＋ΩiU

を、▽入（∫）ニガ÷∫ぬで定義する。また、M上の階数1の局所系£λ
を

　　　　　　　　　　　　£λ＝ker（▽λ）

で定義する。層係数コホモロジー群∬9（，↓f，£λ）（g＝0．．．．，りは、　M

上の£λに係数を持つッイストコホモロジーと呼ばれる。

　重みλを、一λで置き換えれば、£λの双対局所系である£一λを得
る。局所系に係数をもつホモロジー群馬（M，乙＿入）（g灘0，＿．りを考

える。坑ぽf，乙＿λ）の元は、σ⑧乙三の形の元のC上の一次結合として

表される。ここで、σは、M内の（特異）4一単体、し㌦は

　　　　　　　　　　　　むλ・ニHα1・

　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

のσ上の分枝である。この時、超幾イ嚇責分は、局所系に係数をもつホ
モロジー群凪（M，乙＿λ）とッイストコホモロジー群∬9（M，乙λ）との双

線型ペアリング

　　　　　　　　　　〈［σ⑧じ。｜，［o］〉一∠し三・

として理解される。但し、ここで、◇は、▽λ閉なM上の正則q型式
である。

　定義5．複素数体上の有限次元次数付き代数

　　　　　　　　　　　　　　カ
　　　　　　　　　　　　〈（Σc〆）

　　　　　　　　　　　　C　ε＝1

を、Orlik－Solomon代数と呼び、　A（メ）で表す。

　A（メ）は、位相空間Mのコホモロジー環∬（M，C）と、de　Rham対
応によって同型になることが、Orlik－Sol◎mo11［OS｝により知られている。
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　定義6．超平面配置ノ1に属するいくつかの超平面の（空でない）共
通部分であるような（γの）アファイン部分空間全体の集合をL（メ）で

表す。γ∈L（メ）と約束しておく。L（A）に、逆包含関係によって、順

序を入れることによって、L（メ）は、半順序集合になる。これを、（ス

の）交叉半順序集合と呼ぶ。

　　　　　　　　　　　　3．3鳩ε基底

　この節では、重みλが、（SNRC）と呼ばれる一般性条件を満たすと
き、1fq（M，乙λ）（g＝0，．．．，りを調べて、その基底を選ぶ。

　X∈L（A）に対して、Aの部分集合Axを、メx＃｛H∈別X⊆H｝
で定義する。

　定義7．X∈L（ぷ）が、違蜜であるとは＿4xが、ふたつの空でな
い超平面配置の積になっていないことを言う。

　定義8．γ＝ぴに、無限遠超平面互。。を付加して、複素射影空間
C群にする。複素射影空間内の超平面配置ノ1。cを、

　　　　　　　　　ス。。＝｛昂．亙2，＿，Hn，登。。｝

で定義する。但し、瓦は、私（1≦1≦η）の射影閉包である。この超
平面配置．4。。を、メの射影閉包という。．4。。に属するいくつかの超平

面の（空でない）共通部分であるような（C解の）射影線形部分空間全
体の集合をL（．4。。）で表す。CIピ∈L（メ。。）と約束しておく。C4，λ）が、

重み付き超平面配澄であるとき、λを、λ（万。。）＝一Σ二1λiで定義し

て、λを．4。。に拡張しておく。

　定義9．C脛の標準的なアファイン被覆砺，ぴ，．．．，ぴをとる。それ

らのどれもが、ぴと同相である。A（0≦元≦のをぴ＝ピに、　Aを
制限してできた超平面配置とする。X∈L（A。。）が、濃密であるとは、

X∩ちがAの中で濃密であることをいう（◎≦i≦ε，X∩ぴ≠の．

　定義10．重み付き超平面配置（ス．λ）が、（SNRC）（＝強非共鳴条
件）を満たすとは、すべての濃密なX∈L（ノ1。。）に対して、

　　　　　　　　　　　　Σλ・〆z≧・

　　　　　　　　　　　　x⊆万，

が成り立っていることをいう。

　、47をAのO面k－S◇1◎mo臼代数として、写像

　　　　　　　　　　　吟∧：．4ρ→．4畑

が、η→ωλ〈η（η∈、4ρ）で定義されている。すると、（A，ぬく）は、コ

チェイン複体になる。

3

3



　定理11．（Esnault－Schechtman－Viehweg［ESV］，Schechtman－Tera（ト

Varchenko［STV］）de　Rham対応

　　　　　　　　　．Hq（・4’ラωλ〈）→Hマ（，w乙λ）

は、重み付き超平面配置（ノ1，λ）が（SNRC）を満たす時には同型写像に
なる。

　従って、（SNRC）が満たされている時には、ッイストコホモロジー
H9（，14，乙λ）を研究するには、1了q（、4’，ぬく）を研究すればよい。そのた

めに次の単体的複体を考える。

　定義12．Aの部分集合｛私｝乞∈」が一次従属であるとは、∩、∈ノ私≠の

であって、かつ、codim（∩i∈」昆）＜IJIが成立していることを言う。

　夫個組5＝（私1，…，私、）が旦壁であるとは、（瓦、，…，私、）が

一次従属であるが、どのρ，1≦ρ≦え，についても（た一1）個組
（私、，…，昆，，…，払★）が、一次従属にならないものを言う。

　え個組5＝（私、，…，私∂（n＜…＜勾が破れ回路であるとは、
（私．私、，…，私、）が回路であるような私∈A，k‘1，が存在すること
を言う。

　．4の部分集合のうち、破れ回路を含まないようなもの全体を、功c
で表すと、ηbcは、単体的複体になる。これを、破れ回路なし複体と
呼ぶ。

　λ＝（λ1，＿，λ。）をしばらく変数とみなす。C囚は、η変数多項式

環である。今、τを、｛Σx⊆万、λ・区∈L（A。。）は濃密｝で生成される

積閉集合とする。

　　　　　　　　　　　　　RニC囚丁

を、C囚のτによる商環とする。

　定理13．C’（ηbc，1Z）を、単体的複体η6cのRに係数をもつ被約コ
チェイン複体とする（0－1（ηbc，　R）＝R）。そのとき、写像

　　　　　　　　F：σ一1（功c，R）→（．4⑭R，」）λ〈）

が、F（α）＝Σ5∈娠α（5）三（5）で定義されるが、　Fは、コチェイン複体

としての同型写像になる。但し、

　　　　　　　5＝（瓦1，…，私ρ）∈ηわ・（iユ＜…ip），

ろ二私、∩…∩私。（ゴー1，…，ρ），ω・（x）＝Σλμ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x⊆ぴ

三（3）＝ωλ（叉1）〈…〈ωλ（x，）

である。
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　以下、最後まで、L（4）は、0次元部分空間（点）を含むと仮定する。

組み合せ論において、次のふたつの重要な結果がある。

　定理14．（Wachs－W泣ker｛、VW｝）3＝lx（3Z）1とする。（xは、　Euler

標数）そのとき、姑εは、ぱ一1）一次元球面の3個のブーケとホモト
ピー同値である。

　定理15．（Ziegler［Zi］）ぴ一1（ηbc，　Z）は、3一次元であって、｛δ51

S∈3ηbc｝から決まる基底を持つ。但し、δsは、（乏一1）一単体5上で1，

他の単体上で◎の値をとる（仁1）一コチェインである。また、3泌cは、

πれの部分集合であって、S篇（星1，…，ぴβ∈励C伍く…紛が、
3ηbcに属するための条件は、すべての乞フ（ゴ＝1，＿，りに対して、あ
るた，たく％，が存在して、

　　　　　　Hi　1∩…∩∬ち一1∩Hた∩昆」＋1∩…私τ

が、0次元部分空間（点）になることである。

定理11、13と15から、次の定理を得る。

　定理16．（Falk－Terao［FT］）重み付き超平面配置（．4，λ）が（SNRC）

を満たす時には、｛三（5川5∈β姑c｝がぴ（賦£λ）の基底を与える。
（この基底をβ品c基底と呼ぶ。）

　例1．Aが～般の位置にある超平面配置とする。即ち、　A＝｛ガ1，．．．，Hη｝

のどの杉個の超平面の共通部分も1点であり、かつ、どの（ξ十1）個の
超平面の共通部分も空集合である。このとき、

β一
（∵｝鋤一｛（刀い・μ訓く・〆…くi・≦づ

　三（私1，＿ち∬の＝（λi1…λの（碗1…ωの（1＜21＜…＜i〔≦η）．

（SNRC）は、「λi〆Z≧o，一Σ三1λ、¢Z≧o」である。

例2．ψ＝2，η＝4とする。

　　　Hド｛μ1＝0｝，H2＝｛u2＝0｝，Hド｛・1＋u2ニ0｝，

　　　　　　　　正r4＝｛u1＋μ2＋μ3＋1＝0｝．

の場合、3η6c＝｛（頁2，召4）．（万3．丘4）｝である。また、

　　　三悟2，1勾＝（λ2λ4）（ω2ω4），三（1f3．日4）＝（λ3λ4）＠3ω4）

である。この場合の（SNRC）は、「λ1＋λ2＋λ3〆Z＞o．λi〆Z＞o（iニ

1，2，3，4），一Σ』λi¢Z≧o」である。

　注．この3η6c基底を用いることによって、超幾何周期行列式につい
ての明示的な公式（varch鰍ko予想｛v1］）が証明される（｛DTI）．
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　　　　　　　　　　　　4．対数的接続

　ここまでは、ひとつの固定された超平面配置を考えてきたが、この
節では、超平面配置の族を考える。｛．4f｝を、f∈cmに多項式に依存
する（巴内の超平面配置の族とする。メf＝｛Hl（り，＿，H。（り｝とする。

　定義17．Bは、　Cmの連結（Zariski）局所閉集合（特異点があって
もよい）とする。｛w｝f∈Bが、組み合わせ同値な族であるとは、昆（5）

にぴ（f）（s，f∈B）を対応させる対応が

　　　　　　　　　　L（（4）。。）＝L（（4）。。）

なる半順序同型を与える、ことをいう。

　以下、定義17を満たすようなBを固定する。また、

　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　M＝（（cε×B）＼U私（f）

　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝1
として、

　　　　　　　　　　　　π：M→B

を標準射影とする。また、

　　　　　　　　　　M＝π一1（老）（f∈B）

とする。この仮定の下で、

定理18．　（Randell［R］）

（1）ル｛、とル｛f（s，t∈B）は、位相同型である。

（2）π：M→Bは、ファイブレーションである。

　5∈Bとする。λ、を、．4、の重みで、（SNRC）を満たすとする。以下、

λ、（私（り）が、¢∈Bによらないことを仮定して、λ，ニλ、（私（亡））σ＝

1，．．、，η）とおく。定理18より、β上のふたつの局所系

　　　　　冗・－UH・娩乙．・，）．κLUH‘（ルfか乙λオ）

を考える。両者とも、階数が3＝lx（ル｛訓の局所系である。3功c基底

は組み合わせ的に定義されているので、仔の大域切断を与え、大域的
基底を与える。即ち、

定理19．局所系ぽは、大域自明な局所系である。

　冗乏の3ηbc基底を｛01（τ），＿，φ3（り｝とすると、これによって、

　　　　　　　　　　　7：κε⑭OB＝0；

なる同型を得る。具体的には、

　　　　　㌢（σ（舌）⑧1）・ニ［〈σ（孟）．。1（f）〉，＿〈σ（f），・3（り〉］1
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で与えられる。う（σ（り⑧1）の各成分は超幾何積分である。さて、06

上の接続▽Bであって、ker（▽B）＝僧花）⊂0多となるような▽Bを

研究したい。即ち、微分方程式▽Bf＝0（f∈06）の解空間が3次元

であって、㌢（κ∂に等しい。▽B＝4＋ΩB（ΩBは、3×3一行列）と書
いておくと、一般的位置にある超平面配置の場合の［AK］にならった計
算によって、次の結果を得る。

　定理20．勝手な組み合わせ的同値な族に対して、行列ΩBは、退化
した超平面配置の集合に対応したBの境界点のなす因子｛△3＝0｝の
上で対数的極を持ち、

　　　　　　　　　　Ω・＝ΣΩ・（λ）dl・g△・

　　　　　　　　　　　　　5
と表示される。ここで、係数行列Ωs（λ）の成分は、R＝C例丁に属する。

注．Ωs（λ）の具体形については、いくつかの個別例以外には、あま
りわからない。

例3．

　　　　　　　　　　け
ル｛＝｛（頑，…，㌔）lrl（u一ち）H（τrち）≠0｝，

　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　1≦乞くゴ≦π

　　　　　　B＝｛（τ1，．．．　》；η）lH（ち一τゴ）≠0｝

　　　　　　　　　　　　　　　1≦i＜1≦η

とすると、π：ルf→β，π（α7τ11．．．　ラτη）＝（τ1，＿，τ。），は、C内のη

点の作る超平面配置の組み合わせ的同値な族である。このとき、私＝
｛u＝ち（乞二1，＿，η）｝とする。

　　　　　　　　　励c＝｛（H2），＿，（H。）｝，

　　　Ω・＝ΣΩ・ゴ∂1・g（ち一ち）＋ΣΩ1・∂1・9（f1一ち）

　　　　　　1≦i＜ゴ≦n　　　　　　　　　　　　　　　1＜i≦η

と書くと、Ωiゴ（1＜kゴ≦η）の（幻，g）一成分は、

　　　　λτ（ρ＝」．g＝元の場合），一λi（ρ＝i，　g＝ゴの場合），

　　　　λ」（ρ＝1．q＝iの場合），一λ」（ρ＝ゴ，　q＝iの場合），

　　　　　　　　　　　0（その他の場合）

に等しい。また、Ω1i（1＜乞くη）の（ρ，q）一成分は、

λ1＋λ乞（p＝τ，q二乞の場合），λi（ρニi，4≠iの場合），0（その他の場合）

に等しい。行列Ω｛ゴ（1＜kゴ≦η）は、Jordan－Pochhammer行列と呼
ばれる。微分方程式▽Bf＝0は、　Knizhnik－Zamolodchikov方程式の一

例になっている。また、この接続が平坦なので、ΩB〈ΩBニ0なる方
程式が成立する。
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例4．ε＝2，η＝4とする。

　　　　　万ド｛μ1＝0｝，馬＝｛u2＝0｝，仏＝｛μ1＋μ2＝0｝，

　　　　　　　　　　　　　　　H、＝｛獅÷社2刊3＋1＝o｝，

と組み合わせ的同値な超平面配置すべてから成る族を考える。このと
き、β励cc｛（王f2，H4），（疏，ぴ）｝である。この場合の接続行列Ωβの

係数行列は、

　　　　　　　　　　Ω1・・一λ1元と嶽λ4（λ1十λ2λ2　　◎　　o）・

Ω134一λ1 嶽2元λ4（』λ1：λ、）・

Ω234一λ’ 圭2蒜λ4（λ3　一λ2一λ3　λ2）・

Ω12一
λ1＋；i＋λ、e1∴λ2－；2）・

Ω13一
λ⇒＋λ、（一～、．λ∴、、），

Ω14＝
（一λ2　一λ2一λ3　一λ3）・Ω23一λ1＋1≒λ、ぱ㍑、），

Ω…
（一λ1一λ30　λ3　◎）・Ω34当；一、：三λ、）・
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