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細野忍（東大・数理）

　　Candelas達のグループ［CdGPユによる有名な発見以来、多くの研究によってミラー対

称性を用いてカラビ・ヤウ多様体のGぎ磁◎v一鞘民倍不変量を決定するという問題の理論的

整備がかなり進んでいる。ここでは、有理楕円曲面をふくむカラビ・ヤウ多様体を具体的な

例にとって高い種数のGromov－Witt孤不変量について調べる。

1．背景

ゑ1、　Gずomo銑慨漉eη不変量

　　Ko獄tsevich［Ko］に従って、射影的複素多様体Xについてstable　mapのモジュライ空

間Mg，ヵ（X，β）（β∈亙2（X，　Z））を考える。ここで、　stable　map（C，エ1，…，9η，∫）　∈

ルfg，n（X，β）は、種数g＝ん1（0，00）の曲線0とその上の相異なる点ω1，…，¢かおよび

正則写像∫：o→xで次の条件を満たすものとして定義される：（i）げ（0）］＝β，（ii）曲線0

が幾つかの規約成分からなる場合を許しまた特異点は高々二重点までとする，（111）Cが特異

点を持つ場合、η個の点は特異点上にはないものとする，（iv）像∫（0）において、点につぶれ

る規約成分の自己同型群は有限位数。このstable　mapのモジュライ空闘についてそのコン

パクト化Mg，π（X，β）が構成され、　Ch◎w群．4．（Mg，れ（X，β））の元［Mg，η（X，β）1衙（Virtual

fundamental　cycle）を用いてGromov－Witten不変量が定義される［BM｜。ここで問題にする

3次元カラビ・ヤウ多様体の場合、任意の種数に関してサイクル碑g丞X，β）］油が零次元と

なりこの数が種数gのGromov－Witten不変量凡（β）に一致する。以下では、このようにし

て定義されるGromov－Witt凹不変量の母関数，プレポテンシヤル，

邸）一（も・p・1・gi・・lt・・m）＋　Σ　〈ら（β）9β　　　（1・1）

　　　　　　　　　　　　　0≠β∈H2（X，Z）

を問題にする。ここで、H2（況Z）の正基底ゐ，…，み∈1ぎ2（X，Z）を固定して9β：＝
e2πン＝了（Σ職，β）とする。

　　種数が零の場合、カラビ・ヤウ多様体のミラー対称性を用いると上述のプレポテンシャ

ルがミラー多様体X∨のホッジ構造の変形理論から決められるというのがCandelas達の発

見で、ミラー予想などと呼ばれるものである。その後、Kontsevich，　Givental，　Liu－Lian－Yau

などによって、P4の一般5次超曲面や射影空間P4（d≧4）の中で完全交叉として表される

3次元カラビ・ヤウ多様体の場合について、ミラー予想の一般的な証明が与えられている。
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ミラー予想は、トーリック・ファノ多様体の中に考える超曲面や、超曲面の完全交叉として

与えられるような3次元カラビ・ヤウ多様体について広く検証されているが、これらについ

ても本質的に同様な証明が可能であると考えられている。

1．2．degeηε耐e　X耐αηε0η

　　Candelas達による当初の発見以来、　Gromov－Witten不変量はカラビ・ヤウ多様体上の

正則曲線（instanton）の”数え上げ”と深く関わることが知られている。正則曲線が変形の自

由度を持って現れる場合、”数え上げ”は意味を持たないが、その場合は変形空間のオイラー

数などの位相不変量によって意味付けされると考えられている。正則曲線が変形の自由度

を持たない場合は、stable　mapに基づく定義から曲線の個数が決まることが期待されるが、

この場合でも次のような問題（multiple　cover　problem）が話を難しくしている：いま、孤立

した正則曲線のホモロジー類がβとするとき、これが加群H2（X，　Z）でprimitiveでない場

合馬（β）には、ホモロジー類がβ’（β＝んβ’，ん＞0：integer）である正則曲線からの寄与が

馬（β）に混ざって含まれる。従って後者の1Vg（β）への寄与の仕方を知る必要が生じる。孤立

した正則曲線の種数が零で、かつ滑らかである場合にはこの問題はよく調べられており、そ

の個数をNo（β）とすると

　　　　　　　　　　　　　　珊（β）一Σ趣β／・）　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　夫1β

と表されることが示されている［AM］。種数が零でも特異な曲線の場合（1．2）が正しく成立

するかどうか定かではない。さらに、種数が高くなった場合には、multiple　coverの問題

の他に、degenerate　instantonと呼ばれる低い種数の曲線からの寄与が現れる。すなわち、

stable　mapの理論では、種数を持った既約成分が点につぶれて、結果として∫（Og）の種数が

gより小さくなることがあり得る。種数が1の場合には、Bershadsky－Cecotti－Ooguri－Vafa

（BCOV）による予想が以前から知られており、それによると

珊（β）一 る（一・（晒（β／・）＋吉去⇒　　（13

と与えられる［BCOV1］。ここで、σ＿1（k）＝Σポ｝とする。第二項がdegenerate　instanton

の寄与と呼ばれるもので、その係数吉は種数1でその上に1点を指定する曲線のモジュライ空

間のorbifoldオイラー数である。この予想の数学的証明は、Faber，　Pandharipande［FP］によっ

て1年ほど前に与えられている。一般の種数g≧2について、multiple　coverとdegenerate

instantonがどのように分離されるのかはっきりした予想もなかったが、つい最近（，城崎シン

ポジウムの後にhep－th　e－print　archiveに発表された論文において，）Gopakumar，　Vafa［GV2ユ
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は次のような予想を与えた、

　　　　ロ
的（β）一ΣΣ0・（9一ん）兎29－3凪（β／ん）　（9≧2）　　（1・4）

　　　　せ0兎1β

ここで、係数ら（旬は
　　　　　　　　　　　　　（s輌吋／2　　Z／2））2≦己一）≡⊃〈㌔（九）躍　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（輻5）

で与えられる。この母関数はFaber，　Pandgaripandeによって求められているHodge　integra1

の母関数

1＋亙耽W碗鵠鋼）儲，））糾（1燭

一致するものである。P徽dh頭ρ孤de｛Pa］は、Gr◎m◎v－W地e灘不変量の理論に基づいて（1．4）

の数学的な証明をβがρτimmveの場合に与えている。

　　Gopakumaτ，　Va£a｛GV川GV2］はBPS状態と呼ばれる局所場のスピン自由度と曲線の

種数gを関係付けて、（L4）の形を導出しておりその推論の方法は弦理論の立場からも大変

興味深いものである。

∫．3．　1了olO励ア輌cαη07η吻松但協0η

　　さて、Gromov－Witte刀不変量馬（β）を定義に基づいて決定することは大変困難である

が、gニoの場合はミラー予想を用いることによって、ミラー多様体xvのH◎dge構造の変

形理論から求めることが出来る。また、一般の種数g≧1の場合にはBCOVによって提唱

された、プレポテンシャル万に関するh◎茎Om◎rphic砿◎maly　equa乞拓nを解く事によって

Ng（β）を決める。　BCOVによるholomorphic　anomaly　equationはその数学的な特徴づけが

g＝0の場合ほど明確に出来あがっていないが、大まかに以下のようなものである。

　　いま、ミラー多様体X∨の複素構造の変形空間をルiCμとすると、ル｛Cμの各点¢に

対して決まるxざの正則3形式Ω。はある直線束£の切断とみなされる。ルfCμ上のWeiL

Peterson計量はケーラーで、そのポテンシャルはe一κ＝五仇くΩ¢によって与えられるこ

とが知られている｛TぷTo］。このことから、e一κを£⑧万の切断とみなし、ウエイト〈1，1）

の切断と表現する。文献［BCOV2］によると、プレポテンシャル馬は位相的シグマモデルの

分配和として

輌）一
ん〈冨ム（限ひ）ム（似性一・〉　（1の
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によって定義され、ウエイト（2－2g，0）を持ち£⑧2　29の切断として振舞う。また、場は次

のrecursion　relationを満たす：

　　　　　特』醜一夢一）（・≧・）（L8）

　　　　　鍋万一；句一傷励o吻厄e2κ一（玉＿124）Gρ

ここで、G元3はWeil．Perters◎n計量，◇蕗はGrl戯b－Yukawa結合で一］ン∨Ω♂∂冷∂魂¢

によって与えられ、窃（ち栢二◎を満たす。また、xはXのオイラー数である。さらに、共

変微分Dゴは計量（場に関するLevi－Civita接続および直線束乙の接続に関するもので、例

えばC㊧ηに値をとる正則ベクトル場硫に対して、ぴ2弓＝∂iる＋r｛ゴ昂一η傷κうと作用

する。

　　種数が零の場合のときに用いられる平坦座標オを用いて表す関数馬（ξ，ので、了→oOの

極限をとるときそれがプレポテンシャル（1．1）を与え、これから高い種数のGromov－Witten

不変量が決められると言うのがBCOVによる主張（予想）であった。論文［BCOV2］では、

その状況証拠として．F1が詳しく調べられた上、さらにP4の一般5次超曲面の場合にF2が

決定されている。一般にh◎1燈o玲垣canoma］y　e餌a細丑（L8）を解くことは非常に複雑iで、

実際に計算が実行できるのはP4の一般5次超曲面などのようにが，1（X）ニ1の場合に限ら

れている。

1．4．問題

　　上述のように、種数零のGT◎nov－Wi乞ten不変量についてはかなりその全貌の様子が明

らかにされてきているが、高い種数についてはミラー予想の証明はもとより、予想の検証も

まだまだ不十分なまま残されている。また、高い種数のdegenerate　instantonについての予

想（L4）を検証し曲線の”数え上げ”問題の観点からの考察を与えることに興味が持たれる。

一般に高い種数の曲線は変形のモジュライを持って現れるので、後者の”数え上げ”はこの曲

線のモジュライ空間の幾何学的と関係すると予想される。他方、弦理論では曲線はBPS状

態と呼ばれる零質量粒子と同じ振舞いをする粒子を表し、弦理論の双対性を調べる際に鍵と

なる重要な量でもある。

　　ここでは有理楕円曲のプレポテンシヤルを具体的に調べ、高い種数のGr◎n◎v－Witt鋤

不変量とそこに含まれるdegenerate　instantonの形を検証することが目的である。有理楕円

曲上の曲線については切断が作るMordell－weil群［Shilをはじめ、詳しく知られていること

が多いのでGr皿ov－Witten不変量，　degenerate　insta漁n，曲線の”数え上げ”問題の三者の

関係についてかなり立ち入って調べることが可能と期待される。
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2．結果

　　有理楕円曲面を含むような3次元カラビ・ヤウ多様体Xを考えて、そのミラー多様体

X∨を考えて、ミラー予想によりプレポテンシャルを馬（g＝0）を決める。　このとき、有

理楕円曲面5はカラビ・ヤウ多様体の中で孤立して動かないので、隅の展開で有理楕円曲

面の中に含まれている曲線に関する部分増を容易に取り出すことが出来る。この手続きは

しばしばlocal　mirror　symmetryとかlocal　mirror　principleなどと呼ばれるものである。ど

のような3次元カラビ・ヤウ多様体に有理楕円曲面5が含まれていようが、得られるヅは

5にたいして固有なものとなるため”10cal”と言う言葉が用いられている†

　　以下では、P2で考える2つの一般3次式の9つの共通零点をblow　upして構成する有

理楕円曲面を5とする。このような一般的な有理楕円曲面はelliptic　6brationを持ち、ま

た12個の∫1型の特異丘berを持つ。コホモロジー群H2（3，　Z）は、hyperplane　classの引

き戻しHと、9つの例外因子e1，…，egによって生成されるが、以下では簡単のためHと

6ber　class　F＝3H－e1－…一εgにのみ着目し、これらが埋め込みでカラビ・ヤウ多様

体X⊃3のコホモロジー群∬2（X，Z）正基底の一部になるような状況を考える。（そのよう

な具体的な例は容易に構成される。）　このとき、β＝乞．（βs）（β5∈H2（S，Z））と表される

β∈H2（X，Z）について和を制限し、さらに

N；、，。・一　Σ　 N，（β）　　　　（2・1）
　　　　（β，z寧H）＝d，（β，る牢F）＝n

とするとその母関数Σd，η］榎6，ησdρ孔が10cal　mirror　principleによって得る碕である。カ

ラビ・ヤウ多様体の中で有理楕円曲面は孤立して動かないので、1噸4，．は有理楕円曲面に含

まれる曲線Cgで、（Cg，F）＝ηを満たすもの，η一section，の”数え上げ”に関する量であるこ

とが予想されるが、実際η＝1の場合に［且SS］において

Z…（・）一・多θ；灘の　　　（…）

と求められ、5のMorde11－Weil群との関係が示されている。

　　以下に得られた結果を述べるために、次の母関数を用意する

　　　　　　
z，、。（4）・一Σ噸、，。プ・　　　　　（2・3）

　　　　　d＝：0

　†ピは、normal　bundle亙x／sのデータから決まることが具体的な例で知られている。し

かしstable　mapを用いたGromov－Witten不変量の定義から証明が与えられているか筆者に

は定かではない。
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また、r（3）に対してウエイト1を持つテータ関数φ（g）：＝θ3（のθ3（q3）＋θ2（q）θ2（43）を用意

する．ここでθ，ω＝Σ磁4（噺圭）2，θ、ω一Σm、Z4m2・

麹L（holomorphic　anonaly　equation）：

　　母関数Z鯉は次の一般形を持つ：

ろ9＋2∩2（φωヱ2ωヱ4（のヱ6ω）（z。、・ω）n　　　　（2・4）

ここで、ちg＋2π＿2はウエイトが2g＋2η一2の多項式（r（3）に関するquasi－modular　form）

である。g＝0およびgご1のとき（2．4）は簡単化して、順に乃η＿2（E2，E4，E6）と

乃g（E2（g3），E4（σ3），E6（g3））で与えられる。さらに、Zgμは次のrecursion　relationを満たす：

霊一毒蕊雲諏一晦ムー＋需1）緬・（2．5）

　　この結果は、g＝◎とg＝1の場合にはミラー予想を使って証明されるが、一般のg≧2

の場合は予想である。特にgど2の場合考えられる証明として、】3COVによるholomorphic

anolnaly　equation（1．8）から（2．5）が導かれることを示すことが考えられるが、今のところ出

来ていない。しかし予想の妥当性は、低いg，ηについて実際（2．5）からZg；nを決め、得られ

るGromov－Witten不変量から確かめることが出来る。特に、η＝1に制限した場合（2．5）は

　　　　　　　　　　　　　　　　篭一畠一…　　　　　　　（2・6）

のように簡単化する。その上、（22）を初期値にして”積分’プすることが出来て、その結果が

次のようにまとめられることが示される：

麹（topological　string　Partition　fUnction）：

・鍵θ考灘・）（　込　2　　　λSln互）2塁（1魂，㌶三呼ザ密（・）卯ほγ）

　　この結果は城崎シンポジウム以降、斎藤政彦氏・高橋篤史氏との共同研究によって得ら

れたものである障ST］。　n＝】の場合、　Zg；1（g）が”数える”と予想される曲線のホモロジー

類は、切断全体の成すM◎τdelLWeii群をMW（S）と表すとき

［C，］＝［σ（Pり1＋（9＋・）F，（σ∈MWSい≧0）　　　（2・8）
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で与えられ、このなかで（［Cgl，1了）＃∂の値が最も小さなものは｛Ogl＝eε＋gF（τ＝1，…，9）

であることが分かる。そこで、曲線Ogの”数え上げ”の母関数を2g；1（4）とし、これが439か

ら始まる牙展開を持つことを要請すると、

　　　一　　　1－
z1；1ニz・；汁f戸o；1

Z2；1＝Z2；1十X（ルωZO；1

　　　－　　　1　　　　～　　　1－
Z・・ドZ…＋蔀瓢・）Z…－1〆…　　　　　　　（2・9）
　　　－　　　1　　　　－　　　1　，　　　1－
z炉z…＋苗x（M4）z…÷i痛z・・r6z…

　　　～　　　　1　　　　　～　　　　　1　　＿　　　　1　～　　　　1－
Z…＝Z…＋寳珊・）Z…－2◎、6◎Z…㌔Z・・仁互Z・…

のようにG・・…Witt・・不変量の母関数2。、・（・）との関係が決まる・M嶋）一鍋・そ

して、ここに現れる係数がまさにG埠ak獄m雛，　Va血によって予想され、　P銀dharipandeに

よって証明されたているdegenerate　instanton（1．4）（k＝1）に一致することが確かめられる。

　　曲線（2．8）は、g≧1では変形の自由度をg次元持って現れることが分かるが、このよう

な場合に（2．9）から得られる”数え上げ”の母関数Zg；1（4）をもとに、”数え上げ”の意味付けを

詳細に調べることが出来る。G⑳akumaτ，　Va血は弦理論の双対性に基づく考え方から、曲線

が変形の自由度を持って現れる場合、曲線をそれのJacobianと共に考えることが自然である

ことを議論している。今の場合、3ac◎b輌砿と共に考える曲線のモジュライ空間がSym9（5）

で与えられることが分かるがこれの非特異化としてS上g点のなすHilbert　sch¢me　5［9〕を

考える。G⑳akuma∫，　Va輪の考察をこの状況下に当てはめると”数え上げ”の母関数Zg；1（の

はコホモロジー環且＊（5［9］）のLe£schets－SL（2）作用による分解によって決まると予想され

る。共著論文［HSWにおいて、実際H＊（5［9］）のP◎輌批a括多項式に関するG斑scheの公式

［Glに基づいて”数え上げ”の母関数Zg；1（めが再現されることが示された。それによると、

G6ttscheの公式の自然な～般化が考えられて式（2．7）は、　M◎r姐LWea群からくる亙8格子

のテータ関数とG6ttscheの公式（の一般化）との積と読むことが出来る。

　　シンポジウムでは、結果1に関してのみ報告したが、その後得られた結果と共に詳しく

は、斎藤政彦氏・高橋篤史氏との共著論文［HST］を参照されたい。
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