
Jacobi形式とGromov－Witten不変量

河合俊哉（京都大学数理解析研究所）

　Xを単連結なCalabi－Yau　threefoldとする。　Xに対する、種数gのGromov－
Witten不変量の生成関数を種数gのGromov－Witten　potentia1と呼び、

場＝烏（f1，…，‡‘）

で表わす。但し、1＝ん11（X）であり、老1，＿適は（複素化された）K蕊hler変数

である。さらに、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　2－・xp（Σ・2ヨ市）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ二蓼

により弦分配関数Zを導入することにする。

　一般に万ないしZを具体的に求めることは難しい。そこで、Xがe姐ptic
飾rationとK36brationを同時に許すような、特殊な状況を考える。このときK3
6brationとしてのgeneric飾erは楕円κ3である。更にelliptic　6brationの底が

Hirzebrusch曲面になる場合を以下では主に想定する。この様な丘ber構造を許す

Calabi－Yau　threefoldは弦理論における双対性においで重要な役割を果しているこ

とを注意しておく。

　上記のような条件のもとで考えたいのは、次のような予想である。

‘‘

苛は特定の極限において、ある正定値格子に対する重さ2g－2の
（準）Jaco祖形式の芝漉坦gにより表せる。”

また弦分配関数に関しては、

“Zは、特定の極限において、あるLorentzian格子に対する重さ0の
Jacobi形式の指数liftingにより表せ、結果として、　Borcherds的な
無限積表示を有する。”

と言う予想である。ここで「特定の極限」とは、直感的に言うと、考えているCalabi－

Yau　threefoldのK36brationとしての底である有理曲線の「大きさ」が無限大に

なる極限である。適当に座標を取るとこの極限は41：＝ε2・→◎と表すことができ

る。また、li鎧豆gとは保型形式に対するF◎urier－Jac◎bj展開の逆として通常正の

重さのJaeobi形式｛こ対して導λされるM品B型］鍛穎gの拡張で、　Heε畑作用素を

使って定義されるものである。

　上の暖昧な表現でお気付きの通り、予想と言っても、まだwel1－f◎rmedではな

い。ある種の条件を見たすJacobi形式が付与されたときにそれをタネにして、一
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定の手続きで、Gromov－Witten　potentia1あるいは弦分配関数の候補となる表式

を作る。（この過程はCalabi－Yau　threefoldのGromov－Witten不変量という幾

何学的対象とは独立である。）元のJacobi形式とCalabi－Yau　threefoldのうまい

組み合わせを選べばこの候補が実際に本物であることを期待する訳であるが、この

ストーリーがうまく行くためには必要条件としてCalabi－Yau　threefoldがelliptic

飾rationとK3五brationを同時に許さなければいけないことがわかる。　しかし、

一般的にCalabi－Yau　threefoldとJacobi形式の組み合わせをどう選ぶべきかとい

う点に関しては、未だ良い予想すら持ち合わせておらず、いくつかの例で実験して

みているというのが現状であることは断わっておく。

　上に述べた予想の詳細ならびに詳しい参考文献に関しては拙論国（種数0、1
の場合）および特に現在準備中の［21を見て頂ければ幸いである。

　少し雰囲気を理解して頂くために、弦分配関数に関する無限積表示予想を概説

しておく。今、K3五brationのgeneric　6berのPicard格子のmonodromy不変な
部分格子が（0110）㊥QV（－m）で与えられると仮定する。ここに、　mは正の整数、

Qvはある単純Lie環gのcoroot格子である。予想で述べたLorentzian格子に
対する重さ0のJacobi形式とは

　　　　　　Ψ1qm（ア，　z）
Φo（ア，z，ω）＝

　　　　　　X10，1（丁，⇒

という形をしている。ここでΨ10，mはgに対する重さ10、指数mのWeyl不変な
Jacobi形式であって、Ψ10，m（ア，　o）＝－2E4（ア）E6（ア）を満すものである。　xlo，1は有

名な井草による重さ10のSiegel尖点形式Xlo（Ω）（Ω∈H2）のFourier－Jacobi展開

の最初の係数として出てくるJacobi形式で、具体的にはXlo，1（丁，ψ）＝△（ア）K（ア，ω）2

と表せる。但し、△（ア）＝η（τ）24およびκ（τ，ω）＝乞θ1（ア，⇒／η（づ3である。な

お、エ＝2πωという関係になっている。今、4＝e2π2ア、ζ7＝exp（2πτ（7，　z））、

yニε2π細と置いて

　　　　　　　　　　Φ・（・，・，ω）一ΣD（η，7，ゴ）4η鞠ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　η，7，フ

とFourier展開する。　Kahler変数τ1，．．．，τzは適当な線形変換ののちにlogμ，

lOg　p，　IOg　4，　IOgζで表せ、このときIOgμはτ1の表式にのみ現れるとする。弦分配

関数が

Z－・xp（・－2司゜）＋Fl°））n（L疏W（醐＋・（・・）

　　　　　　　　　　　　（£，π，7，フ）＞0

と表せるというのが予想である。但し、司0）珂0）は定数項を除けば、それぞれlogμ，

logρ，　log　4，　logζの三次および一次の斎次多項式であって、ここでは、その具体的

な表式を与えないが、Φo（7，z，ω）のデータから決定できる。また（ε，η，7，の＞0

の意味は四つ組（ちη，勺のには正負の概念を導入できることによる。

　この無限積の表式は、Borcherdsの仕事を想起させる。違いはBorcherdsは、

重さ0の正定値格子に対するJacobi形式をタネにしたのに対し、ここでは、重さ

0のLorentzian格子に対するJacobi形式をタネにしている点である。　Borcherds
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の無限積はWey1（－Kac）の分母を拡張したものとみなすのが、一つの解釈である
が、ここでも、そのアナロジーを使うならば、ac－21語o）＋吋o）が、　Weyl　vectorに

相当する。

　弦分配関数の無限積表式は色々なことを夢想させるが、それらは然るべき発展

があってから、述べるのが適当であるかと思う。

　最後に、門外漢の私に伝統ある城ノ崎・代数幾何学シンポジウムに参加する機

会を与えてくださった、オーガナイザーに感謝致します。
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