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　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．動機

　Fを標数Oの代数閉体，Aを五上定義されたアーベル多様体，　Xを．4の部分多様体と
する．このとき，次のレイノウ（Ray品ud）の定理くマニンーマンフォード（Manin－Mumford）
予想）がある．

定理1．1（c£［5］，［6D．　X（F）∩A（F）£、πがXの中でザリスキ位相で稠密なら，　XはAの部

分アーベル多様体のねじれ点（εo恒oれρo翻）による平行移動である．

　さらに，FニQのとき，次のボゴモロフ〈BogOm◎IOV）予想が最近ウルモ〈Ullm◇）と張
（Zhang）によって証明された．

定理1．2．F＝◎とし，　LをA上の対称的（symmε腕c）で豊富（αmμe）な直線束とする．こ

のとき，もし，すべてのε＞0に対して，｛¢∈X（司1ん五（¢）≦ε｝がXの中でザリスキ

位相で稠密なら，XはAの部分アーベル多様体のねじれ点による平行移動である．ここで，
屍はLに付随する標準的高さ関数（ネロンーテート｛庇m万克川の高さ関数）である．

　もちろん，Fニ◎のとき，定理1．2は定理1．1を導く．そこで，定理1．1を完全に導く

定理1．2の拡張が可能かという問題が自然に生じる、簡単なことであるが，κがQ上有限
生成な体で，F＝7ξとなる場合に，定理1．2を拡張すれば十分である．ただ，この拡張を

安直に行うと，次のように失敗する．簡単のため紘degQ（K）＝1とする．このとき，ある

代数体兎と関数体がκとなる髭上の非特異な射影曲線0が存在する。0の点から生じる
非アルキメデス的付値を用いて，標準的な幾何学的高さ関数

　　　　　　　　　　　　　　　　ん9松゜”↓：A（K）→皿

が定義される．いま，メの（κ／k）一跡（〈κμ）一もrace）万が自明でないとし，灘を8（匂＼8（吐。．

から選ぶ．ここでX＝｛づとおくと，九ヨε娠（勾＝◎であるので，すべてのξ〉◎に対して，

｛エ∈X（F）1んL（¢）≦弓がXの中でザリスキ位相で稠密であるが，XはAの部分アーベ
ル多様体のねじれ点による平行移動でない．

　本講演の目的は，任意のQ上の有限生成の体上のアーベル多様体にしかるべき高さ関数
を定義し，その高さ関数について定理1．2の拡張をすることにある．つまり，次の定理を解
説することにある．

Dα2松：18／Nov／1998，0：40PM（JP）．
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2 森脇 i亭（京都大学大学院理学研究科数学教客室）

Ji::理 1.3.K をQ上の有限生成の体， F=K,LをA上の対称、的で豊富な直線束とする‘
このとき，次を満たす双線形~t象

( , )£ : A(F）×A(F）→R 

が存在する．

(1) ( ' )£ ＇討す幹的である．つまり， （x,y)L= （ジヲx)Lである．
(2) (x, x)Lと0がすべての zE A(F）について或り立ち， （x,x)L= 0が或り立つための必
要十分条件は zεA(F)t併である．

さらに， l/・llL＝ゾτ古についてボゴモロフ予想が成立する．つまり，もし，すべてのけO
に対して， ｛xεX(F)I llxllL ~ ι｝が X の中でザリスキ位相で桐密なら， X は A の部分
アーベル多様体のねじれ点による平行移動である．

2.アラケロフ幾何から

ここでは，あとで必要になるアラケロフ幾何の復習をする．アラケロフ幾何の基本的な
；境辻，［1］や［7］にあります．

2.1.委主議詰多議体．数論的多縁体（arithmeticvariety）とは， zょの手遅で準射影島（quasi‘
projective）である整（integral）なスキームをいう．数論的多様体が生成的にスムーズ（gener働
ically smooth）であるとは，《2上スムーズ（smooth）になるときにいう．

2.2.数論的な周群.xを生成的にスムーズな数論的多様体とする．ゼロ以上の整数 pに対
して，数論的な余次元pのサイクル（cycle）とは次のような対 （Z,g）である.zはXの余
次元pのサイクルでgはX(C)上の型が （p-1,p← 1）のカレント（curr巴nt）である．ここで
注意してほしいのは，ジレ附スレ（Gillet-Soule）の定義と違って Zとgの聞に何の関係も

していないことである．数論的な余次元 pのサイクル全体を Zb(X）で表すことにする．
Zb(X） を適当な同値関係，すなわち，数論的な有理問領関係で割った群をぬ~（X）と響く
ことにする.x が射影的なとき，高： CH~mXミ十＼x)-t 設を

高 I)_npP, TI =) ,nplog#(Ox/mp）斗 l T 
¥1ζ I ？ ゐ JX（匂

で定める．ここで， mpはPでの極大イデアルで，。x/mpは有限体であることに注意する．

2.3.数論的多様体上のエルミ…ト直線東とそのチャーンクラス.xを生成的にスムーズな
数論的多様体とする.L = （ム｜ト｜｜）が X上の C＂°ーエルミ…ト直線束とは Lが X
線東で， II・｜｜が X(<C)上でLeの C'X>－エルミート計量を与えるときにいう.Lのチャーン
クラス ci(L）は次のように定められる.sをゼロでない Lの有理切断とする．このとき，

(div(sト矧lsll2）はご見（X）の中で， Sのとり方iこ依らない．これが，旬）である，

2ι エルミート重義束。〉数論的交点数.xを数論的多様体とする．しちばらくの需， Xは
生成的にスムーズとする.xJニのc＝－エルミート査線東Lに対して，頼関型

(I）・：Cffn(X）→Clfn+¥x)
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を次のように定義する.(Z,g）をz;(x）の元とする．上の）II質問型は線形的に定義するので，
Zは整なスキームとしてよい.tをゼロでない Lizの有理切断とする．このとき，

己（L)(Z,g) = (div(t), [-log!ltll~］ +c1(L）八g)

と定める．ここで，［－loglltll引は¢i--+ f z（。（－loglltli~）ゆで定まるカレントである．
さて， L1γ ・・，Ld刊をd÷H鎚のX上のex・＿エルミート重親束とする．ここで， d= dimXQ 
である．このとき，

日（L1）ーι（Ld+i)E CHd+l (X) 
が定まる．容に， Xが続的なとき，高｛吉品｝・・・ミ（Ld+1））が定まるが，これを算続的交
点数という．
次に， Xは射影的であるが，必ずしも生成的にスムーズでない場合を考えよう.L = (L,11・｜｜）
をX上の連続的なエルミート直線束とする.Lがcooであるとは，任意の複素多様体M
とを意の解新鵠写橡 f:M→X（む｝；こ対して，／＊（LeヲII・II）がc＝ーエルミート産線東になる
ときにいう． さて， L1，・・・ヲLd+1をd+l個の X 上の cc:xoゅよにルミート臨線束とする．広中
の特異点解消定理を用いると，射影的な数論的多様体の聞の双有理写像μ： Y→XでYが
生成的iニスムーズとなるものが存在する．このとき，高（吉市匂・・・Ci.(μ*L州））は μの
とり方に依らないことが射影公式（projectionformula）容易に確かめられる．そこで，これ

を証言（日（L1）・・c1(Ld+i））とかき， x_lO)算術的交点数とよぶことにする．

2.5.エルミート蓋線東の正犠牲．ここでは，エルミ…ト査報東のいろいろな正鐘性について
考える.xを射影的な数詩的多様体とし， ZをX上のC＂ペエルミート直線束とする．
（豊富）：玄が豊富（ample）であるとは，以下を満たすときにいう．

(1) LはX上で義富である．
(2) c1(L）は X(C)の穂審会鰐集合上で半正定穫である．
(3）ある正の整数 nが存在して， H0(X,LRn）はか εH0(X,L0") I llsll岬＜ l｝で生成さ
れる．

（垂蓋的にネフ〉：玄が垂董的にネフ（verticallynef）であるとは，以下を満たすときにいう．

(1) L はX→Sp肘（Z）についてネフである．
(2) C1 (L）はX(C)の調密な開集合上で半正定値である．

（水平的iニネフ） : Lが水平的にネフ（horizontallynef）であるとは，任意の Z上平坦である
は元のXの整な部分ストムCに対して，高（Lie）と0が成立するときにいう．

（ネフ｝：工が垂重約にネフかっ水平誌にネフであるとき，ネフとよぶ．

（ピック） : Lがピック（big）であるとは，以下を満たすときにいう．

(1) LQはXQ上ピックである．
(2）あるまの整数η とゼロでない切断8E H0(X,L伽）が存在して， llsllsup< 1が成り立つ．
Zがピックであるための必要十分条件は，任意のX上の C閣制エルミ…ト直線東百に対し
て，ある正の整数η とゼロでない切断SE H0(X, LRn③M）が存在して， llsllsup< 1が成り
立つことである．

12 



4 森脇 z事（京慈E大学大学院君主学研究科数学教室）

3.有限生成体上の算術的高谷関数

3.1.書課生成体の犠橿.Kを雪上者誤生成である体とする．次のような対 （Bラ万）を Kの
備極（polarization）であるという.Bは射影的の数論的多様体で， llは β 上のネフな C人
エルミート直線東であり， Bの関数体は Kである‘

3.2.算術的高さ関数の定義と諸性質.KをQ上有限生成である体とし， d=tr. deg<Q(K）と
おく.Jj = (BヲH）を Kの鑓橿とする.xをK上の射影的な代数多様体とし， LをX上
の薩線東とする．次のような対（X,C）を （X,L）のCお側モデルという.xiま射影的な数論
的多様体で， Zはλf上のC°＂－エルミート直線東であり，スキームの射 X→Bが存在して，
x iまX→Bの生成ファイバー（genericfib君主）で， L；ま乙を生成ファイパーに縦湿したも
のである.PεX（玄）に対して， Spec（玄）よ＋X<-+Xの閉包をムpで記すことにする．こ
れに対して，

hfx.Z): X（支）→R

を

- ＇・－－－ ＇ 、
hfx.zi(P) = [K(i): K]d句（21(.Cic.p）五（f*万IA)d)'

と定義する．ここで fはX→Bの自然な射である．このとき，次のことがわかる．

命題 3.2.1.Supp (Coker(H0(X, L) 0 Ox →L））を Bs(L）で表すことにする．このとき，あ
る定数 Cが存在して， hfx.c)(P）三Cがすべての Pε （X¥ Bs(L））（玄）について成立する．

このことから，藍ちにつぎの系を得る．

系 3.2.2.(X, C）と（X',C’）を（X,L）のふたつの coo＿モデルとする．このとき，ある立の
定数Cが存在して

Jhfx.z/P) -hfx,.:c'J(P)I:::; C 

がすべての Pε X（玄）について成立する．

上の系の意味するところは， hfx.:clはX（玄）上の有界関数全体をモジ、ユロー（modulo）に

すれば， （X,L）の C＂°ーモヂルの取り方に依らずに一意的に定まるということである．した
がって，もむを通嘗の高さ語数と需隷に hfと響くことiこする．

注意 3ふ 3.(XヲL)= (!Pm, 0(1））のとき， PεX(K）に対して， hf(P）は次のように表され
る.P＝件。， .•. ,xn) (x1ヲe・・ ，XnEK）と表すと，

hf怖いーみ） = 2ごm~｛一叫（民）｝高（己｛宜lr)d）十 l log (mぉ｛lxij})c1（豆）dτア Z JB(C) 、事／

であるーニこでrはあらゆる B上の素因子上を動く．
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有限生成体上の算術的高谷関数 5 

3.3.ノ叩m スコットの定理．ここで，定義した高さ関数の著しい特徴のーっとして次の代数体
上のノースコット（Northcott）の定瑚が K上でも成立することにある．

定理 3.3.1.K を母上有課生或な体で tr.clをお（K）な dとする．さらに， B=(Bヲ百）を K
の露強とする.XをK上定義された射影多標捧で， LをX上の援護な直義束とする．こ
のとき，もし万がネフかつピックであるなら，住意の数 M と任意の正の整数εに対して，
次の集合

{PεX(K) I hf (P）三M, [K(P): K］三官｝
；立春議集合である．

3.4.アーベjレ多様体上の標準的高さ関数.KをQ上有隈生成の体， Ii=(B,H）をK の偏
極とする．さらに， AをK上のア…ベル多様体，LをAの直線東とする．このとき，立方
定理と命題3.2.lにより，

hf(x十ジ＋z) -J忍z÷y)-hf (y + z) -hf (z + x）÷hB(x）十九.f（ジ）÷hf(z)
は A(lぞ）× A（言｝× A(K）上の有界関数になる．したがって，［3,Chapter 5ヲ到によれば，
次を満たすような双線形写像qf:A（宜） x A(K）→肢と線形写像 lf:A（玄）→Rが一意的
に存複する．

hf(x）口 qf(x, x) + lf (x) + 0(1). 

実諜， qf(x,x）とぜい〉は次号式で与えられる．

qf(x,x) ＝｝弘けそ（2nx), lf (x) ＝｝弘γ （r2nhf （れ）－仇吋）
以後q"f+ lfをhfと凱し， Lの偏権百に関する棟講義的高さ関数と呼ぶことにする．この
とき，次の命題が成立する．（特に，（3）は定理 3.3.1の系である．）

会皇室 3.4.1.Lを対私的でかつ豊富であるとする．このとき，次が成り立つ．

(1) hf (x）とOがすべての zεA（支）で成り立つ．
(2）ぷがねじれ点であるなら， hf(x）位 Oである．
(3) Ii= (B,H）とおくとき， Eがネフかっピックと仮定する．このとき， hf(x) = 0であ
るための必要十分条件はzがねじれ点であることである．

3.5.惑さ関数の交点数による評寵.Kをく2上害援生成の体で， d=tr. degQ(K）とおく．さ
らに， Ii=(B,H）をKの偏極とする．また， X をK上の e－次冗射影代数多様体， Lを
X上の直線束とする．ここで， （X,L）のcoo＿モデル（X,Z）を固定する．自然な射X→ B
をπで表すことにする．このとき，次が成立する．

訪ね.1.高（己（Ji)d十1)= 0, deg(H~） > Oであり，ある有理数 αについてれが（豆）
が垂渡的にネフで（£十α「（H）為が XQ上豊富であると仮定する．このとき，次の不等式が
成り

I inf h互い）｝ど高（己（Z）叶i.c1(w*(H))d) > inf忍7,(x).
Y三xlxE(X¥Y）（交） (Xι） J （ε＋ 1) deg（ι云） 一吋X（玄） (X.L:) 

この定還を証明するための重要な鍵となる丹辻，ブアルチングス（Faltings），ジレ ωスレ，

及び，張による次の定理である.(cf. [10, Theorem 1.4)). 
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6 森怒：事（京都大学大学院薮学研究科数学教室）

定理 3.5.2.Bを射影的な数論的多様体で， d= dimBQとする．また， ZをBよの C＂凡エ
ルミート車線束とする．もし Zが垂直的にネフであり， LQが BQ上で豊富であり，かつ，
deg （吉1(£)d+1)> oであるなら，工はピックである．

3.6.間程度分布の定理.KをQ上有限生成の体で， d之江tr.degQ(K）とし，豆口 （B,H）を
Kの嬬援とする．さらに， XをK上のか次元の射影代数多様体とするゆ
X(K） の元からなる列｛xm｝~＝I が生成的であるとは，｛xm｝の任意の部分列がX でザリ
スキ位相で嘱密であるときにいう．

さて， Lをxjニの直議東とし， （X,C）を（X,L）のC＂°－モデルとする．このとき，次の向
稜度分布の定理（叫uidistributiontheorem）が成立する．これは，スピロ暢ウロモ柑張（Szpiro・
Ullmo-Zhang）の結果の一般fとである. (cf. [8］ラ［9)and [11］ト

;E:理 3札高（日（H）併 1)= 0でdeg(Hg)> 0であると仮定する.h: X（玄）→RをLと
互に付随する高さ関数とし，すべての xEX（玄）について h(x）之Oであるとする．さらに，
以下を満たす B上の射影的な数論多様体の列｛丸｝と広島上の C＂°ーエルミート Q－直線束
Znが存在すると依定する．
(1) Bの-lfl）スキ需集合むが脊在して， （Xn)u口Xuがすべての πについて成り立つ．

(2）叩九州支Jlh(x) -h広志向（x)Iは，仇吋∞のとき， Oに収束する．

(3）π》 Oのとき， Znは垂亘的にネフで，｛乙n)Qは（Xn)Q上で豊富である．
(4) U(IC)の連結な開集合 W と7r-1(W）上のIE定値な CXJ－形式ωが存在して， π－1(W)
上で n》 Oのとき， c1(ln）ぉ ωが成り立つ．

さて，｛xm｝を X(K）の先からなる生成約な列で li諮問吋00h(xm) = 0を溝たしているとす
る．このとき， 7r-1(W）よでカレントとしての次の弱収東が成立する．

2二一 f>t;;,m八が（c1（万））d-r we/¥ 7r*(c1（万）)dl 
4こみ deg（ムXm→ B) L deg(U) J 

4. Q上有限生成体上のボゴモロフ予想、

これまでの準備のもとで本講演の主定理はウロモー張の結果（［9],[11］）の一般化である．以
下のボゴモロフ予想の解決である．

定程 4.1.K をQ上有限生成な体で， d之江 tr.degQ(K）とおく．さらに， B= (B,H）をK
の備極とする.AをK上定義されたア…ベル多様体とし， X をA玄の部分代数多様体と
する．また， LをA上の対君、的で豊富な護嬢束とする．このとき，もし玄がネフかっピッ
クであるなら以下が成立する．すべての正の数 εに対して，集合

{xεX(K) I hf(x）三ε｝
が-IflJスキ位栢の意味で繍密であるなら， X は Axの部分アーベル多様体のねじれ点によ
る平行移動である．

この定理は，ノ…スコットの定理（定理 3.3.1）と間程度分布の定理（定理3.6.1）を用いて
証明される．証明の際，標準的高さ関数の以下のようなアラケオフ幾何的解釈が議要になる．

命題 4.2.K をQ上害設生或な体で， d＝な tr.d略。（K）とおく．きちに， B= (B,H）をK
の備極で，高（白（H)d+l）口Oでdeg(Hg)> 0であると仮定する.AをK 上定義された次元
が gのア…ベル多嫌体とする．ここで，射影空間への埋め込みl:A吋 JP'）；：で Lヰパ0(1))
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が対称的で豊富であるものを固定する．このとき， （A,L）の C＂°ーモデルの列 （An,En）が存
在し次の諸条件を満たす．

(1) Bのザリスキ開集合 Uが存在して （A骨）u= (A1)uがすべての η について成り立ち，
(A1)u→Uは U上のアーベルスキームである．
(2）ηが十分大きなとき，乙πは豊富であり， Eη は垂直的にネフである．
(3) ｝~n_:_ SU~ I勾（x)-h~nZnl(x)I = 0. 
山，－xEA(K)
(4) U(C)の開集合 W と （A1)w上の正定値な C＂°ー微分形式 ωが存在して， W は非特異
であり， c1(H）はW 上で正定値であり，かつ， c1(Ln)= W が （A1)w上で十分大きな
η について成立する．
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