
高次元トーリック・ファノ多様体の分類に向けて

佐藤拓　（東北大・理）

序

　反標準因子一Xxが豊富である非特異完備トーリック多様体Xを非特異トーリック・

ファノ多様体と呼ぶ．次元を固定したときに非特異トーリック・ファノ多様体の同型類全

体の集合は有限集合であり，現在のところ4次元まで分類されている（Batyrev｛3］，　Oda［5］，

Sa七〇｛7｝，Watanabe－Wa七鋤abe｛9］戊．

本稿の目的は，高次元の非特異トーリック・ファノ多様体の分類問題を考える事であり，

特にここで述べる概念を用いる事により，4次元までの分類が再考できる事を述べる．そ

の結果Ba輻yrevによる4次元の分類には，一つ4次元非特異トージック・ファノ多様体が

不足している事がわかった．

　最後にこの研究に関して，お忙しいなかご指導して下さった小田忠雄先生と，貴重なご

意見を頂いた梶原健先生，中川泰宏先生と東北大学代数幾何学セミナーの方々に感謝する．

1　F同値関係と非特異トーリック・ファノ多様体の分類

d次元非特異トージック・ファノ多様体の同型類全体の成す集合を万で表す事にする．

すなわち

　　　　　　　　　万＝｛nonsin即lar　toric　Fano止folds｝／⊆吉．

このときBatyrev［1］により，＃万く＋ooである．

非特異トージック・ファノ多様体の分類を見通し良く考察するために，集合ゐ上に次

のような同値関係を導入する．

定義1．1（Sato｛7D万の二つの元X1，　X2がF同値であるとは，　X1とX2とがプ≒の元

を経由した同変ブロー・アップ，同変ブロー・ダウンの合成で結ばれる事である．Xユ，　X2

がF同値であるときXI£X2と書く．薦蓼はゐ上の同値関係である．

　ここでは，機械的な計算により，与えられたゐの元が属するF同値類を求める事がで

きる事を述べる、その際，非特異完備扇を表現する方法として重要なのは，Batyrev｛2｝に

よって導入された次の概念である、
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定i義1．2（Batyrev｛2］，｛3］）Σを非特異完備扇とし，Σの1次元多面錐の原始的生成元全

体の集合をG（Σ）で表す事にする，このときΣの真部分集合PがΣの原始的コレクショ

ン（pr輌mitive　co1▲ect三位）であるとはPが次の二つの条件を満たす事である．

（1）PはΣの多面錐を生成しない．

（2）Pの任意の真部分集合はΣの多面錐を生成する．

Σの原始的コレクション全体の成す集合をPC（Σ）で表す

　更にP＝｛∫1　，　㊨　・　．　，　ヱ膓｝を原始的コレクションとしたとき，Σの完備性より，Σの多面錐

ぴ（P）が唯一存在して，巧＋…Ψ功を相対内部に含む．よって

コ；1斗…十功＝αユ仇十…　十αmシm　（G（σ）＝｛仇ブ．．．，製m｝ハα1き＿μm∈Z＞◎）

なる等式を得る．ただしここで，G（σ）ごσ∩G（Σ）である．この等式をPの原始的関係

（μ緬輌tive　relat輌on）と呼ぶ．このときPの次数を

deg　P：＝～一（α1→・・σ◆一十αm）

と定義する．

　非特異完備扇の原始的関係全体から，元の扇の形状が完全に決定できる事が容易にわか

る（Batyrev［3］，　Sato｛7D．よって原始的関係を全て与える事により，非特異完備扇を表現

する事ができる、更に以下に述べるように，この表現法を用いると，ファノ性の判定，同変

ブローアップ，同変ブローダウンといった概念が比較的容易に扱える事がわかる．

命題1．3（Baty斑v［3］）X＝恥emb（Σ）を非特異完備トーリック多様体とする．このと

きXが非特異トーリック・ファノ多様体であるための必要十分条件は，Σの任意の原始的

コレクションPに対してdeg　P＞0が成り立っ事である，

命題L4（Sa岳｛7DΣ，℃を非特異完備扇として，σをΣの多面錐とする．このときX㍉＝

7Wemb（Σ＊）→X：＝ZWemb（Σ）をorb（のの閉包を中心とする同変ブローアップとして，

G（Σり＝G（Σ）∪｛⇒とすると次が成立する，

（1）Σ＊の原始的コレクションは次で尽くされる．

　（a）G（の．

　（b）Σの原始的コレクションであって，G（σ）を含まないもの．

　（c）｛（P＼G（の）U｛づ㍉P∈PC（Σ），　P∩G（σ）≠顧の元のうち，包含関係に関して極

　　小なもの．

（2）Σの原始的コレクションは次で尽くされる．

　（a）G（σ）でないΣ＊の原始的コレクションであって，ぽを含まないもの，
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　（b）Σ＊のエを含む原始的コレクションP＊が，G（σ）の任意の真部分集合Sに対して

　　　（P＊＼｛z｝）uSがΣ＊の原始的コレクションでないとき，（Pぺ｛¢｝）UG（σ）．

命題1．5（Sa七〇［7］）Σを非特異完備扇とする．このとき次は同値である．

（1）X：＝Wemb（Σ）は非特異完備トーリック多様体に同変ブロー・ダウンできる，

（2）Σの原始的コレクションP＝｛¢1，．、．勘｝が存在して対応する原始的関係がの＋…＋

　　鋤＝ヱとなり，P∩P’≠の，　P’≠PなるΣの任意の原始的コレクションP’に対して，

　　（PへP）U仁｝はΣの原始的コレクションを含む．

注1．6命題1．5のように，原始的関係¢1＋…＋¢∈エが存在して同変ブロー・ダウンで

きるとき，原始的関係司＋…＋∫1＝ωに関する同変ブロー・ダウンと呼ぶ事にする．

　命題1．3，1．4，1。5を用いる事により，与えられた非特異トーリック・ファノ多様体にF

同値な非特異トーリック・ファノ多様体を全て求める事ができる．計算例として，Batyrev

l31の分類に不足していた4次元非特異トーリック・ファノ多様体Wと，Oda［51による非

射影的な非特異完備トーリック多様体の例を構成する．

例1．7（Sato［71）P2×P2に対応する非特異完備扇をΣoとし，　G（Σo）＝｛¢1，＿，エ6｝と

すると，Σoの原始的関係全体は

　　　　　　　　　　　　¢1＋エ2＋エ3＝0，エ4＋z5＋ω6＝0

となる．Σoを｛コワ1，94｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ1とし，G（Σ1）＝G（Σo）∪

｛¢7｝とすると，Σ0の任意の原始的コレクションが｛⑦1，¢4｝を含まない事と，

　　　　　　　　　　　　　　　｛¢2，¢3，⑦7｝，｛Z5，エ6，⑳7｝

がいずれも極小な事より，Σ1の原始的関係全体は

エ1＋¢4＝£7，¢2＋エ3＋¢7＝¢4，⑦5＋¢6＋エ7＝エ1，エ1＋エ2＋¢3ニ0，エ4＋エ5＋⑦6＝0

となる．命題1．3よりG6：＝恥emb（Σ1）は非特異トーリック・ファノ多様体である（Ba七yrev

［3］）．次にΣ1を｛コc2，⑦5｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ2とし，　G（Σ2）＝

G（Σ1）U｛ヱ8｝とすると，Σ1の任意の原始的コレクションが｛¢2，エ5｝を含まない事と，

　　　　　　　　　｛∫3，¢7，ヱ8｝，｛¢6，Z7，Z8｝，｛劣・，£3，Z8｝，｛τ4，必6，¢8｝

がいずれも極小な事より，Σ2の原始的関係全体は

　夕2＋エ5＝エ8，∫3＋エ7＋¢8＝コ；4＋の5，エ6＋¢7＋エ8＝¢1＋¢2，¢1＋∫3＋¢8＝の5，

　　　　ω4＋¢6＋ヱ8＝∫2，¢1＋エ4＝¢7，⑦2＋エ3＋¢7＝コじ4，ヱ5＋ヱ6＋¢7ニヱ1，

　　　　　　　　　　　　⑦1＋⑦2＋エ3＝0，¢4＋95＋エ6＝0
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となる、命題1．3よりZ1：＝万・emb（Σ2）は非特異トーリック・ファノ多様体である（Batyrev

［3D．最後にΣ2を｛エ3，∫6｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ3とし，　G（Σ3）＝

G（Σ2）∪｛¢g｝とすると，Σ2の任意の原始的コレクションが｛¢3，∫6｝を含まない事と，

｛⑦7，二じ8，¢9｝，｛¢、，忽8，¢9｝，｛¢4，ω8，Zg｝，｛虚2，Z7，¢9｝，｛Z5，¢7，¢9｝，｛エ、，忽2，¢9｝，｛Z4，¢5，¢9｝

がいずれも極小な事より，Σ3の原始的関係全体は

　　∫3＋⑦6ニヱ9，¢7＋エ8＋¢9ニ0，¢1＋エ8＋¢9＝エ5＋¢6，τ4＋ヱ8＋¢9＝エ2＋苫3，

　　　　　含2÷97◇¢9＝鐙4Ψ名6ラ¢5Ψ鐙7十工9≡コCI÷Z3う忽1÷竃2Ψ¢9＝¢6，

　コC4十鐙5　－｝一コ撒9　＝　コ）3ヲ　エ2　十忽5　＝　¢8，　2フ3　十¢7『｝一⑦8　ニ　ユ〉十2）5，　二じ6　十¢7十工8　＝　ヱ1　十¢2，

　　　　劣1十工3Ψ¢8＝Z5，隅÷ヱ6十る8＝工2ヲ苅Ψ隅＝¢7ラる2÷名3十¢7ニZ4ハ

　　　　　　　　¢5＋エ6＋コ㌘γ＝¢1，¢1＋¢2＋エ3＝0，エ4＋忽5＋の6＝0

となる．命題1．3よりW：＝7Wemb（Σ3）は非特異トーリック・ファノ多様体でありBatyrev

「3］の分類に不足している（Sato［7D．特にP2×P2，　G6，　Z1，　Wは互いにF同値である．

例1．8（Oda｛5D　P3に対応する非特異完備扇をΣoとし，　G（Σo）＝｛¢1，．．．，¢4｝とする

と，Σoの原始的関係全体は

　　　　　　　　　　　　　　　　コc1＋¢2＋エ3＋コ64＝0

となる．例1．7と同様に，命題1．4を用いてP3を以下のように4回同変ブロー・アップする，

Σoを｛¢3，エ4｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ1とし，G（紘1）＝G（Σ〕o）ub｝

とすると，Σ1の原始的関係全体は

　　　　　　　　　　　　　¢3＋エ4＝①5，¢1＋忽2＋ヱ5＝0

となる．Σ1を｛巧，¢4｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ2とし，G（Σ2）＝G（Σ1）U

｛∫6｝とすると，Σ2の原始的関係全体は

　ヱ］十¢4＝ヱ§ラ¢ポ十晦＝編，竃3÷露6＝簸十露5＞ヱ2十苫5十¢6＝百ラ鍛÷τ2十鞠＝o

となる、Σ2を｛¢2，¢4｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ3とし，G（Σ3）＝G（Σ2）∪

｛エ7｝とすると，Σ3の原始的関係全体は

　　¢1＋¢4＝エ6，鐙2＋¢4＝印7，Z3＋Z4＝エ5，¢1＋¢7＝コじ2＋エ6，¢3斗¢7＝の2＋¢5，

　　　る3十工6＝幼阜鞠，る2十エ5÷勾＝鈎，¢1十¢2÷鞠＝0，田5÷忽6十苛＝2勾
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となる．Σ3を｛¢2，⑦5｝を中心として星状細分した非特異完備扇をΣ4とし，G（Σ4）＝G（Σ3）U

｛∫8｝とすると，Σ4の原始的関係全体は

エ2＋エ5＝コじ8，⑦1＋鉛8＝0，¢4＋エ8＝エ5＋コc7，¢6＋¢8＝ヱ4，¢1＋苫4；¢6，

　　　二じ2－1一二じ4　＝　コC7，　93－｝一二じ4　＝　の5，　二じ1－1一二じ7　＝　コ撒2十二じ6う　¢3→一⑦7　ニ¢8，

　　　　　　　　¢3十¢6＝エ1→一工5，∫5十ヱ6十エ7＝2エ4

となる，特に命題1．3より，隅emb（Σ1）はファノ多様体であるが，恥emb（Σ2），恥emb（Σ3），

恥emb（Σ4）はファノ多様体ではない．Σ4について，原始的関係の3＋¢7＝¢8に着目する

と，｛∫3，∫7｝と共通部分を持つΣ4の原始的コレクションは

　　　　　　　　　　｛⑦3，エ4｝，｛コC、，¢7｝，｛⑦3，エ6｝，｛∫5，勿6，エ，｝

であり，

　　　　　　　　　　｛¢4，エ8｝，｛¢、，ω8｝，｛Z6，コC8｝，｛エ5，¢6，エ8｝

はそれぞれΣ4の原始的コレクションを含むから，命題1．5より，7Nemb（Σ4）は原始的関係

エ3＋∫7＝¢8に関して同変ブロー・ダウンできる．瓦emb（Σ4）を原始的関係エ3＋エ7＝エ8に

関して同変ブロー・ダウンしたものをγ＝7Wemb（Σ5）とするとG（Σ5）＝G（Σ4）＼｛エ8｝＝

G（Σ3）である．¢8を含むΣ4の原始的コレクションは

　　　　　　　　　　　　　｛∫・，コら8｝，｛エ4，∫8｝，｛∫6，エ8｝

であり，

　　　　　　　　　　　　　｛鉱・，エ7｝，｛エ3，⑦4｝，｛コC3，エ6｝

はそれぞれΣ4の原始的コレクションであるから，命題1．4（2）より，Σ5の原始的関係全

体は

¢1　十2ハ4　＝　工6，　工2　－｛一コハ4　＝　二じ7，　¢3十工4　＝　二じ5，　ユ）1　→一工7　＝　¢2　十ヱ6，　工2　－←名5　＝　工3→一二じ7，

　　　　　　　　　⑦3十ω6＝¢1十ヱ5，⑳5－←コc6一ト⑦ア＝2エ4

となる．Σ5の原始的関係であって右辺が0であるものが存在しないから，次の結果より，

γは非射影的である．γは非射影的な非特異完備代数多様体の最も簡単な例である．

命題1．9（Ba七yrev［21）Σを非特異完備扇としてX：＝7Wemb（Σ）とする，このときX

が射影的ならば

　　　　　　　　　　⑦1十…　十コ；z＝0　　（エ1，．．．，の∈G（Σ））

なる型の原始的関係が存在する．
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2　F同値関係に関する予想

　第1節で述べた事から，∂次元非特異トーリック・ファノ多様体の分類を完成するため

には，万のF同値に関する完全代表系を求めれば良い事がわかる．この事に関する予想を

述べるために次の特殊な種類の非特異トーリック・ファノ多様体を定義する．

定義2。1（Ewald　l4D　X＝隅emb（£）を非特異トーリック・ファノ多様体とする．　Xが

擬対称トーリック・ファノ多様体（pseud（＞symmetric　toric　Fano　variety）であると

は，Σの極大多面錐砺，σ2が存在してσ1；一σ2となる事である．

　次が（九足）の完全代表系に関する予想である．

予想22（Sato［71）d次元非特異トーリック・ファノ多様体は擬i対称トーリック・ファノ

多様体であるか，またはd次元射影空間奏にF同値である、

　次の命題により擬対称トーリック・ファノ多様体の構造は明らかになっているので，予

想2．2が正しければ（塩足）の完全代表系が得られる事になる．

命題23（Ewald｛41，　Voskresenskij－Klyachko｛8｝〉任意の擬対称トーリック・ファノ

多様体Xに対し，8，m，擁∈Z≧o，桓，ぶぶ．，ん，～1，＿玩∈Z＞◎が存在して

　　　　　　　　X竺（P1）s×γ2★1×…×V2輪×▽221×…×？2娠

となる．ただしここでγ2★は批次元del　Pezzo多様体であり，▽2zは21次元擬del　Pezzo

多様体である．Z2ん（：R2kのZ基底を｛ε1，＿，e2aとすると，鎌次元擬del　PezzO多様体は

　　　　　　　　　　　　｛土ε1，＿，土e2k，　e1＋…＋e2★｝

の凸閉包をファノ多面体とする批次元非特異トーリック・ファノ多様体であり，批次元

del　Pe雛o多様体は

　　　　　　　　　　　　｛圭ε1，＿，土ε2大，圭（ε1＋…÷ε2大）｝

の凸閉包をファノ多面体とする幼次元非特異トーリック・ファノ多様体である．

例2．4（Batyrev固，　Sato｛7Dγ4＝五，elnb（Σ）とし，　G（Σ）＝｛¢o，＿，コc8｝とすると，

Σの原始的関係は次で尽くされる．

　　鍍o＋¢4＝0，苅＋¢5＝0，苫2Ψコc6＝0，∫3＋妨＝0，エo＋¢1＋¢2＝¢7＋エ8，

　　　¢0十コ31　→一¢3　＝　∫6　十二じ8う　コ撒0十¢2　十二じ3　＝　ヱ5　」“Cじ8，　ヱ1　十コ撒2　十二じ3　＝：　¢4十コじ8，

　　　コC4十鞠十劣8＝竃2÷工3う工4◇¢6十工8＝る㌍C¢3ラ露4÷¢7十¢8＝露三÷ヱ2ラ

　　　¢5÷エ6＋¢8＝¢0÷¢3，鍍δ◇エ7＋エ8＝鐙◎＋¢2，名6÷露7＋苫8＝ヱ0＋ヱ1・
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同様にV4＝凪・emb（Σ）とし，　G（Σ）＝｛Zo，．．．，¢9｝とすると，Σの原始的関係は次で尽く

される．

　ヱo＋¢4＝0，⑦庁¢5＝0，ヱ2＋∫6＝0，z3＋コじ7＝0，⑦8＋¢9＝0，

エ0＋エユ＋¢2＝エ7＋コじ8，¢0＋Z1＋エ3＝ヱ6＋エ8，ヱ0＋ヱ2＋エ3＝エ5＋¢8，

¢1＋∫2＋必3＝Z4＋¢8，鉱0＋Z1＋¢9＝∫6＋¢7，必0＋∫2＋夕9；エ5＋Z7，

∫0十工3－1－¢9　＝二じ5十¢6，　二じ1－｝一工2－｛一工9　＝　工4十二じ7っ　¢1　－十『工3十忽9　＝　二じ4十工6，

¢2叫一二じ3十二じ9　ニエ4十二じ5，　∫4一トエ5　－←工6　＝　Z3－1一ユ79，　の4十∫5十工7＝　二じ2－｛一∫9，

¢4十¢6十工7　＝Z1十τ9う　⑦5－1一工6－｛一⑦7　＝　工0－1一の9う　¢4一トエ5十¢8　＝　工2『｝一工3，

ヱ4－F工6－F工8　＝工1十¢3，　コC4－←工7－1一τ8　＝　釦1十Z2，　¢5叫一¢6十¢8＝　コCO一トエ3う

　　　　　二じ5十二じ7－1一コフ8　＝　二じ0一トユハ2，　二じ6－1一ω7－1一二じ8　＝　フじ0－1－¢1・

特に命題1．3，1．4，1．5より，V4とV4は，非特異トーリック・ファノ多様体に同変ブロー・

アップする事も同変ブロー・ダウンする事もできない事がわかる．よってV4とγ4は4次

元射影空間にF同値ではない．

　∂≦4ならば予想2．2は正しい事が分類を用いずに証明できる．すなわち次の定理が成

立し，4次元までの非特異トーリック・ファノ多様体の薪しい分類法が得られる．

定理2．5（Sato［71）∂≦4ならば，∂次元トーリック・ファノ多様体は擬対称トーリック・

ファノ多様体であるか，またはd次元射影空間pdにF同値である．特にd≦3ならば，　d

次元トーリック・ファノ多様体は∂次元射影空間PdにF同値である．

注2．6（Batyrev［3］，　Sato【7］）（フ元，足）の完全代表系として｛P4，V4，▽4｝が取れる．特

に例2．4で述べたように

　　　　　　　　　ヲ≠万＝124，＃［P4］＝122つ＃［V41＝1，＃［▽4］＝1

である．ただしここでIP4］，［V4］，［V41はそれぞれ，　P4，γ4，　y4の属する万のF同値類

である．

定理2．5の証明の概要は以下の通りである．

（1）ピカール数が次元より真に大きいとき

¢1＋ヱ2＝¢なる型の原始的関係が存在する場合，Reid［6］によるトーリック版森理論よ

り，ヱ1＋エ2＝エに関して同変ブロー・ダウンできる事がわかり，更に同変ブロー・ダウン

したものが再び非特異トーリック・ファノ多様体になるように原始的関係を選べる事がわ
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かる．よってこの場合はピカール数がより小さいものに帰着できる．コじ1＋z2＝¢なる型の

原始的関係が存在しない場合は擬対称トーリック・ファノ多様体になる事がわかる．これ

らの議論は高次元の場合にも自然に拡張される事が期待される．

　（2）ピカール数が次元以下のとき

　この場合，（1）の場合のような統一的な理論はなく，一般次元で考察する事は難しいよう

に思われる．証明の核となる理論は，（ユ）で述べたトーリック版森理論Batyrev［2］による

ピカール数が3以下の非特異射影的トージック多様体の分類理論と以下の補題である．

補題2．7（Sat◎｛7Dα1，＿，α．∈Z＞oとして∂＝項Ψ…＋傷とする．このとき

1》α1×．．．×P砺足董》d

である．

補題2．8（Satd71）Xを非特異トーリック・ファノ多様体とし，　Xに対応する扇を℃と

する．このときXのピカール数が3以下であり，Σが分解扇ならば，Xは射影空間とF同

値である．ただし非特異完備扇Σが分解扇（sp超tt輌ng£a丑）であるとは，任意の相異なる

原始的コレクション乃，ちGPC（£）に対して，乃∩亙＝0が成り立っ事である．

最後に，（1）で述べたように，予想2．2より幾分信葱性が高い次の予想を提示しておく．

予想2．9ピカール数が次元より真に大きい非特異トーリック・ファノ多様体は，擬対称

トージック・ファノ多様体であるか，または非特異トーリック・ファノ多様体に同変ブロー・

ダウンできる．
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