
ON　THE　VARIETY　OF　SPECIAL　HNEAR　SYSTEMS
OF　DEGREE　g－10N　SMOOTH　ALGEBRAIC　CURVES

KYuNG－HYE　CHo，　CHANGHo　KEEM　AND　AKIRA　OHBucHI

1．準備

　0を複素数体C上で定義された代数曲線として
　　　　　　　　　　Pic4（o）：＝｛£∈Pic（c）1deg（£）＝4｝

とする。ア∈Nr≧1を与えて
　　　　　　　閲（0）集讐て｛乙・Pi♂（0）ldimr（0，£）≧・＋・｝

と置く。正確には£を0×Picd（0）の上の次数4のPoincare　bundleとする。即

ち勝手なL∈Picd（c）に対して£10×｛L｝竺Lを満たしている。　Eをo上の次数
m≧2g－d－1のdivisorとしてr＝E×Pic4（0）と置き，又〃：0×Picd（0）→Pic4（0）

をprojectionとする。標準的なexact　sequence

　　　　　　　　　　　　O→乙→£（F）→£（r）／£→0

について〃、を取るとbase　change　theoremに従ってR1〃。£（r）＝0である事が解る

ので，

　　　　　　　　0→〃．£→〃．乙（r）工〃．（乙（F）μ）→R1〃．£→0

が解り，更に再びbase　change　theoremによって〃．（£（r）／乙）及び〃．£（r）はlocally

仕eeになる。ここで
　　　　　　　　　　　　閲（0）・＝（Picd（0））m＋d．、．。（7）

と定義する（詳しくは［ACGH］pp．154－159を参照）。標準的なcup　product　mapを
　　　　　　　　　　μo：r（0，L）⑧F（0，ω⑭L⑭一1）→F（0，ω）

とする。又，

　　　　　　　　　　　　　　r（0，ω）×H1（0，0）→C

をSerre　dualityのpairingとして以下が知られる（［ACGH］p．189（42）Proposition
参照）。

命題．L∈閲（0）＼鴨＋1（・≧4－9）⇒既（㎎（0））竺（imμ。）⊥⊂H1（0，0）．

今L∈明（0）＼呵＋1に対して
　　　　　　　　　　　r（o，L）⑧r（o，ω⑧L⑧一1）巴F（o，ω）

である場合

　　　　　　　　　　dim旺（閲（0））＝9－（r十1）（9－4十r）

である。この右辺の値はBrill－Noether数として知られる数でρ，ρ（∂，　g，ア）或いは

ρ（閲（0））の様に記述される。ここで以下の事実が知られている（［ACGHIの参考文

献を参照されたし）。

Typeset　by　4レ｛8・丁回（

118

代数幾何学シンポジウム記録

1999年度   pp.118-129

1



　　　　　KYUNG－HYE　CHO，　CHANGHO　I（E8M　AM）AKmA　OHBUCHI

定理．（κε卿φ幻e励αππ一Lα兎30u）．0が種数gの非特異代数曲線でア≧d－gとする。

この時に

　　　　　　　　　　　　ρ（閲（o））≧o⇒酩（の≠ψ
が成立する。又，この時にWJ（0）の勝手なcomρoπε励Xはdim（X）≧ρ（閲（0））を
満たす。

定理（G頑絢施♂3）．Cが種数gの一般の非特異代数曲線でア≧d－gとする。こ
の時に

　　　　　　　　　　　　ρ（閲（o））＜0⇒明（0）＝の

が成立する。

定理．（G2ε3欲助凡鋤π一Lwαア≠瑚．0が種数gの一般の非特異代数曲線でア≧4－g

とする。この時に

　　　　　　　　ρ（町（c））≧1⇒W田C）は非特異な既約多様体
が成立する。

以上の定理ではr≧d－gの仮定が付いているが，これは（d，ア）がlindundle£の
（deg£、　di⇒£DであればRiema丑n－Rochの定理によって導かれる不等式であるから

自然な仮定である。一方，上からの評価として以下が知られる。

定理，（∬Mα漉ηs）．0が種数gの非特異代数曲線であるとする。この時，

　　　　　　　　ゴ≦9＋アー2，ア≧1・⇒d輌m（明くo））≦d－27

カミ成立する。又，等号が成立する必要充分条件はCが匂批アε臨顕ccμ拘eである時で
ある。

定理（M跳ノb燭．Cが種数gの非特異代数曲線であ戎d≦ヨ＋アー3，磐≧1である
とする。この時

　　　　　あるcomρonc励X⊂レ陥（0）があってdim（X）二d－2アー1
ならば

　　0は悟互θ顕L函εZ嫁癖¢〆楕円曲線の二重被覆ノ又｝ま平面5次曲線のいつれか

が成立する。

以下の定理は主要部分は〔Klによる物であるが，他の人の結果を合わせて完全な物と
なっている。

定理．（Bα〃ゴco，　Ooρ1ρεη3，κ蘇εη3，（7」イαぱεη3，　M砿叫0励μcゐ〕）．0が種数gの非特異代

数曲線であり，d≦g＋アー4，r≧1であるとする。この時

　　　　あるcθmρθ粥鶏ZX⊂明（C）があって磁m（X）≧d－2アー2≧0
ならば
　　　　　　Cは九yperε苗麺c，抗goηα～，　b‘e〃⑳μc，P1の四重被覆面，

　　　　　　種数2の曲線の二重被覆面又は平面6次曲線のいつれか
が成立する。

ここにある一連の定理も（d，r）について仮定を付けているが，これについては一部考

えなければならない場合が存在する。一般に

　　　　　　　　　　　　　随｛c）竺鴎二泣1（c）

が成立するから（d，ア）についての仮定は（∂，r）及び（2g－2～d，r－∂＋g－1）につ

いての仮定と考えられる。従ってH．Marte聡の定理の仮定は，あらゆるspecial　Une
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bundle（i．e．ん1（乙）≠0である乙）についての仮定と考えられ，Mumfordの定理に於て

は（d，r）＝（g－1，1）以外のあらゆるspecial　Hne　bundleについての仮定と考えられる。

しかもMumfordの定理に於て（d，　r）＝（g－1，1）である場合はρ（d，　g，　r）＝d－2アー1

となっているので一般の曲線についての主張をしなくてはいけない場合であり，それ

故に除外して考えるべき場合である。この意味でMumfordの定理も，あらゆるspecia1

1ine　bundleについての主張と取る事が出来る。しかしながらd－2r－2次元の場合は
同じく考えると（4，ア）＝（g－1，2）以外はMumfordの定理と同様に考える事が出来る

が（∂，r）＝（g－1，2）の時は一般の曲線である場合でもなく，又定理では主張されてな

い場合になる。ここではその（d，r）＝（σ一1，2）の場合について，曲線の完全な分類を

与える事を目的とする。以下に於いてdim町（0）と書いたら閲（0）のcomponent
の中で最大次元のcomponentの次元を表す物とする。主定理は以下の通りである。

定理A．0をgeηω5　g≧7の代数曲線とする。　dim明＿1（0）＝g－7，であれば
仇goηα1，‡ε‘rαgoπα1，種数が9以上の種数2の代数曲線の二重被覆，それと平面六次

曲線のいつれかである。

定理B．0をge脇3　g≧7の代数曲線とする。0がZrigoπα」，種数が9以上の種数
2の代数曲線の二重被覆，g§を持つ£eオmgoπα1　cμme＠＝10ノ，魔を持つεeかαgoηα1

cμme色≦10ノ，平面六次曲線ならばdim房＿1（0）＝g－7である。

定理C．＠≧11ノ．0をg≧11の¢eかαgoπα’四meで種数が9以上の種数2の代数
曲線の二重被覆でないと仮定する。この時，

dim明．、（0）≦9－7

である。

定理C・倫＝9，10ノ．0を9＝9，10の孟e‘rαgoπα～cμrueで種数が9以上の種数2の
代数曲線の二重被覆でないか，g＝10でg§を持たないか，g2を持たないならば

dim鰐．、（0）≦9－7

である。

定理C．ω＝7，8ノ，0をg；7，8の¢eεrαgoηαJ　cμrueでg2を持たないならば

dim鴨、（0）≦9－7

である。

2．補題と主定理の証明

　以下の於いて定理A，定理B，定理Cの証明の概略を与える。以下は基本的で
ある。

命題1．Cをge肌3　g≧7の代数曲線とする。この時dim明＿1（0）＝g－6である

必要充分条件は0が輪～吻紘である事である。
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補題2．0をg飢μ3g≧7の代数曲線とする。この時0が種数2の代数曲線の二重
被覆であってg四顕g≧9を満たすか，悟go孤Zであるか，g§を持っ鰯mヨθ砿
c包mε愈＝10ノ，gきを持つ培mgoπα～働mε色≦1◎ノ，平面六次曲線ならば

dim　W三1（0）＝g－7である。

証明．種数2の代数曲線の二重被覆である時は被覆をπ：C→Eとして，

　　　　　　　　　　　　　π＊酩（E）＋▽．9（o）

が求める缶斑sでありtτ嬉くma1の時は

　　　　　　　　　　　　　　　29‡＋鵬．7（o）

が求める1◎斑8である（M碇te丑s－Sc姐ey叫MSI参照）。　g§を持つ場合は

　　　　　　　　　　　　99一乃＋ち＋…＋ひ7

が求める10cusとなりgきを持つ場合は

　　　　　　　　　　　　　　9き＋P1一ト…＋島＿7

が求めるlocu8である。　g≠10だとg2を持つtetragonalならg2を持つ事は容易で
あるし，birationa1なg2を持っならg≦10でありbirationa1でないg2を持つなら

t培ona1であるから仮定にある条件が導かれる。口

補題3．0をge閲8　g≧γの代数曲線とする。今種数2の代数曲線のこ二重被覆でな
く，掘goηα1でもないとする。　dim曙司（σ）＝g－7であり勝手な昭w（C）のg－7

次元のco畷o祝π川こ含まれる一般の元£ぶゐα8ε一ρθ翻在eであるとする。今Xを

g－7次元の鰐＿1（C）のcθmρonεれ毒とすると，一般の£∈Xは£，κc一乙が共に
加rαμoηα1になる。

証明．£∈Xに対して£が定義する写像ψがC→P2がbirat迦alでないとする。
もしψ乙が一般の乙に対して丁蟹i◎品1であるとするなら

　　　　　　　　　　　　　o　⇒　o乙⊂P・

　　　　　　　　　　　　　　ρ＼　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　】P1

で転が二次元のcomplete　li丑ear　8y8temで定義されるのでP1→P2は10p、（2）1で

定義される・従って£竺〆0騨（2）であり〆　OP・（1）＝gふ1）／2となる。それ故

・一国・mX≦d・m晦（・）一子一・一・・

となり矛盾。£に対してrariona1でないならde　Franchjs’の定理に従う。□

　以下の補題は重要である。
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補題4．0をge肌8　g≧γの代数曲線でdim明＿1（0）＝g－7であるとする。今勝
手な曙＿1（0）のg－7次元のcomρ0πe砿Xの一般の元があ藺¢－poiπ2一加eであると仮

定する。更に一般の元£蔓Xは£とωc⑧£－1が共にb仇伽ηα∫1yであるとも仮定

する。この時に以下が成立する。
（1）d輌m暢一、（c）≧9－7・

（1］）もし苗m暢＿3（C）＝g－7ならば斑mρθ祝n‡77⊂♂づ（C）があって

dim　T＝g－7であり，勝手な£∈X｝ま劫∈T，只Qξ0が取れて
　　　　　　　　　　　　　　£；ルf⑧o（P十Q）
の形になる。

証明．勝手な乙∈Xに対してP，Q∈0があってC⑭0（一P－Q）∈暢＿3（0）とな

る事は容易である。そこで以下の図式を考える。

ゾ、（o）・w・（o）隅咋、（o）

　　　・1

　　ヅ、（c）

ここで倒M，0（P＋Q））＝M⑭0（P十Q）としてρ（メイ，0（P十〔の）＝Mとする。

今Zoをg－1（X）パZo）＝Xであるcompone抵とする。ρ＝ρlz。，4＝ロlz。として
以下を得る。

Zo　隅　X
・⊥

ρ（Zo）．

gがquasi工nlteである事が確かめられる。更にpがquasi－6戯eである事も解る。
従って（i）を得る。更に㈹ではρ（Z∋がc◎mρ◎肥ロ川こなる訳なので結論は明らか。

定理Aの証明、
定理の仮定と補題4に従ってg－7以上の次元を持つc◎mpo雄斑が鴨＿3（C）に存

在する訳だからBallico，Coppens，Keem，GMartens，Mukai，Ohbuchiによる定理から

主張は明白である。［〕

　次に定理Bの証明の概略を与える。

定理Bの証明．

0をgenus　g≧7の代数曲線とする。0がtrigonalである時はMartells－Schleyer
［MS］に従う。又種数が9以上の種数2の代数曲線の二重被覆である時は

ゲ酩（五）＋尻．・（o）⊂鰺、（c）

が皇一7次元の1◎cusとなっているカミ，もしc◎m旬n題tでなければ定理（Mum緬d）
に従ってblel旬もiC　C選veとなるので種数2の代数曲線の二重被覆がb三e磁pt三cになる
のはg≦7しかありえない事から矛盾。gオを持っtetrag◎nal　curve（g＝10），g2を持

つtetragonal　curve（g≦10），平面六次曲線の場合についても同様な計算によって

dim　W3＿1（0）＝9－7である。□

　最後に定理Cの証明の概略を与える。証明はg≧11，g≡10，9，g＝8，7の三つの
場合に分けて考える。その為の幾つか補題を用意するが，これらの補題では特に断ら

なければgenusの仮定は∬≧7である。
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補題5．0をgε刷ぷg≧7の‡ε¢rαgo顕Jcμmεで明＿1（0）＝g－7を満たしている

とする。更にdim　r（o，　o（2g▲））＝3とする。　x⊂町＿1（c）をg－7次元の

¢omρ鐙επξとして

　　　　　　　　　　　εx・＝｛o∈（缶5目9㌔oi∈叉｝

と置く。この時勝手なD∈εxに対して1κc－2g‡－Dl≠のであり

　　　　　　　　　｝K・－29え1－UD＋1κか29トDl

　　　　　　　　　　　　　　　　」）∈εx

が成立する。ここで∫ocμ8　D＋1κo－29▲－DI　c　c29＿10はIKc－29▲1の部分集合

と考えている。

証明．£∈Xを明＿1（0）のg－7次元の勝手なcompon釦tに含まれる勝手な元と
するとに⑭0（－g‡）i≠蓼が満たされる事はBase　P◎int聾ee　P鍛cil　Trickと

se感c◎磁n就yによって得られる。それ故写像を

　　　　　　　　　　　　　φ・脇5－→Pづ〆（o）

　　　　　　　　　　　　　　　D←→0（D十9D

によって定義するとφは勝手な乙∈Xに対してφづ（£）≠ψを満たすので

dimεx≧g－7となり，更にκo－Xが明＿1（0）のg－7次元のc◎mpo込entであ
る事に注意すれば

　　　　　1正（o－－2g▲－Dl＝1κc－（工）十g▲）一一g‡1≠の，　　∀1）Gεx

も得られる。そこでψ（C，五）＝か率五として

　　εx・（ふ，⊃｛（D，E）・D萌，E∈1κ。－29卜D｝｝一・Σ当0，9．、。，

とすればψは伽ite　mapだから

　　　　　　　　　　d輌江［ψ（Σ）＝di】餓Σ≧（ii】餓εx≧9－7

である事が解る。又ψ（Σ）⊂悟¢－2g引でありdim已σ一2g引＝∬－7なので

　　　　　　　　iκ・－29引一ψ◎－UD刊κc－29］－Dl

　　　　　　　　　　　　　　　　　1）∈εx

を得る。口

　以下の補題の仮定は技術的な理由で付けられている物で仮定の当てはまらない場
合については後で個別に扱わなければならない。しかし結果自体は大変重要である。

補題6．Cをgεημ3　g≧8のお仕ogo抱α1斑卿eとして更｝こξε汀号oπαパ碗斑r　5y磁em

磁は只一っであると仮定する。更に以下を仮定する。
（i）dim明＿1（0）≡9－7。

（ii）oはg2を持たない。

（iii）g≧9の時は0はgeηu32の二重被覆でないとする。
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（iv）x⊂町4（o）をmατ‘mα」42m6脚oηα～comρoηεnオとしてgεηemJ£∈xに対

して乙とωo⑧乙一1は共に加5ερo翻獅ee，玩m痴斑」，に一g劇≠ψそれに
1ωo⑧乙一1－g引≠のとする。

（V）ぴ＝9の時はε3≧1であり（e2，ε3）≠（1，1）とする，ここで（e1，e2，e3）はg▲の

M館o励タイプi噺αnαπzζ3cro～～αr　i卿α九απ¢8，κα君o，　o励μc万ρζρ1参照ノと仮定

する。

（vり9＝8の時はε3≧1と仮定する。

今ψc：0→（左⊂解を乙∈Xによって定義されるmor輌8mとする。　P∈Ccを
或に対応した（g－5）一∫ρ145畑μ1αrρ逸ηεとする，万e．に一g剥のψ乙による像とす

るン補題5参照ノ。この時にもし£∈Xがgeヵem↓ならP∈◇乙はo㎡抗猛侮編g％桓r
ρo岨である。

証明（概略のみ）仮定からdim王fO（C，κc－2g▲）＝g－6を得る（詳細は省略）。条

件（ii）により区o－g▲1はvery　ampleとなる。φ：0・→P9－4をその埋め込みとす

る。P∈0に対してlp⊂Pケ4をφ（P）でのφ（C）のtange琉Uneとする．条件（iv）

とH．Martensの定理によりgeneral　C∈Xに対してdim　l£－g▲i＝0かつ

dimlωo⑧£－Lg‡」0と仮定して差し支えない。この乙に対して馬＿7を
D’ぺωc⑧ケ1－g剖によって生成されたPゾ4の1iロear釦bspaceとする。補題5
よりdimHg．7＝・（κc－9D一九◎（c，κc－9え一D’）＝9－7。　pg－4の二つの1inea・

subspace　Hと1のjoinを∬＊↓と書く事にする。π1脚一4…→］P2を馬＿7を
ce憂terとする辞◎jec鍼◎nとする。今あらかじめに一g剖＝Dがreducedである様に
取っておく。この時，P∈Supp　Dに対して↓p＊耳g＿7はP9－4のhyperplaneである

事は容易である。従ってPGO乙がordinal　singular　pointである必要充分条件は全
てのP≠〈2∈Suppに一g副に対して～p＊耳計7≠匂＊、馬＿7である事である。更に
以下が成立する（証明は省略）。

Claim：只Q∈D＝Suppに一g副に対してら＊馬＿7＝匂＊馬＿7である必要充分
条件はP，Qが碗の同じ丘breに入る事，　i．e　P＋Q〈EがあるE∈g▲について成立
する事である。

これから以｛ドを示せば完了となる。

Claim：genera1乙∈Xについて以下が成立する：

（1）に一9引＝｛D｝はreducedである

（2）どのDの二点もゐの同～の丘breに含まれない。

補題5に従ってこのClaimは以下を示せぱ充分である。

Claim／：general　G∈1κc－2g引について＞Gの∬－5点Ph…，」㌔＿5で以下を満た
す物が存在する：

（1）¢｝まreduced．

（2）｛P1，…，ちぺ｝のどの二点も煽の同じ飾erに含まれずかつ

P1＋…＋島一5∈εx・

証明は以下の三つの場合に分けて行う。

　（1）ε3≧2．

　（II）e3＝1，e2≧2．

　（斑）e3＝1，ε2＝㍉9≠9．
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（1）の場合：仮定よりe3≧2なのでdim　l3g引二3となる。これから1κc－2g麦1が

b品e一知滋垂eeである事は比較的容易。従って（1）はBeTt面の定理から明
白。（2）についてはε（g▲）＝｛F：F≦D＆）rSOIneD∈g▲｝CO2として

5：＝　U　区σ一2g］一司＋F⊂1κc－2g‡1と置くと勝手なF∈ε（gおについて

　　表’ξε19▲）

dim悟c－2g▲－Fl＝di⇒κc－2g引一2＝∬－9なのでδqκc－・2g引は
codimension　1となり（2）も得られる。

（II）の場合：1κc－2g‡1がbase　pointを高々～点しか持たない事が示される（詳細は

省略）。今ばc－2ゐ一劃（△は高々…点の匡o－2g勾のbase　locus）により定義さ

れる写像η：C→P計7を考える。以下の場合をそれぞれ考える。

　（i）degη≧3の時l　degη（C）≧g－7でdegη（0）・degη＝deg　iKc－－2g▲一△1

なので簡単な計算からヨ＝U，degη＝3，△＝0，　d暗η（C）＝4桓P4；
g＝10，degη＝3，　deg△＝1，　degη（C）＝3in　P3；g＝9，　degη＝＝4，

△＝＝0，degη（0）＝2in田’2；g二＝8，　d企gη＝6，△＝0，η（0）＝P1；

ヨ＝8，degη灘5，　d暗△＝1，η（0）＝拮1の場合だけである事が解る。最初の三つ

の場合は矛盾が生じる事が解る。第四の場合と第五の場合は（1），（2）成立が確かめら

れる。実際第四の場合は｛1（c－2g▲1＝g；がbase－point－freeなので（1）は容易。（2）

については（9麦，iWc－2姻）で定義される写像C一写〆×禦ぐ騨を考えると

birationalの時は（2）は明白。又birationa1でなければdegψ＝2が導かれて
ψ（0）＝Eはgenus　2以外はありえない。この場合｝κc－．2g▲1－・グ（g↓）（しかも

base一ρ◎int在ee）で煽＝ゾ（煽）を得る。更にg鐙eral　G∈1長c－2g劇に対して

P＋Q＋R≦Gが～〆（ρ）＋Qの形ならψ＊（ρ）＋Q∈8xはあり得ない事は補題の仮

定と若干の計算から解る。それ故P＋Q＋R∈εxであるなら｛P（2．瓦｝のどの二
点もゐ＝留磁）の同一一の§breに入る事はない事が解る。即ち（2）が確かめられた事

になる。第五の場合の証明も同様な方針である。

　（ii）degη＝2の時：この場合ヨ≧9となりIKo－2g▲1はbase一ρoぬt一丘eeで

degη（0）＝g～5を得る。　Ca託elnuovo　genus　b◎u丑dによりη（C）のg¢nusは

ん≦2（g≧10），ん≦3（g＝9）となる。仮定からg＝9，ん＝3しかあり得ない。
e3＝1，ε2≧2，九〇（（フ，κc－3g』）＝1なので万⇒」ζc－3g‡1はdegree　4のeffective

diviso∫であり更にη（助のlm¢ar　spanが一一点になるのでη（C）はsiRgularになり

矛盾。

　（銭i）degη＝1の時：9≧9であり
んo（0，Ko－39▲　一△）＝g－8は仮定による。　D∈或に対して

dimη（D）＝dim区o－2g▲一△1一んo（0，κc－2g▲一△－D）叉（g－7）一（g－8）＝1

なのでsu漁ce　S：＝uη｛D）を考えると5はある丁就io品1斑led　s1コrface町のの

　　　　　　　　　促9▲
tautological　bundleから得られる1inear　systemの像である。従ってgeneral

hype℃がane∬⊂騨一7による切断を考えれば補題を得る。

（III）の場合：これらの場合も仮定と若干の計算により矛盾が得られる。［］

　ここで，条件（iv）は補題3が使える場合は仮定する必要がない（補題5参照）。又

もし二つヨ輻場もしくはe3＝◎である轟が取れれば，biel1ミp頑cでなければ占Ψ瞳

ないし2g▲がbirationalなg8を与え，更にg§がvery　ampleでないと煽からg2が
出来る。従ってg▲が只一つ（又はe3≠0）と言う仮定は定理Cの証明に於いて最初
から仮定しておいて構わない条件である。

12§
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補題7．0をgeπ碇g≧11として或る4，4≦d≦g－3に対して
dim明（0）＝4－4とする。この時に0はg▲を只一つだけ持ち，全ての
e，4≦e≦g－3についてdim咋｝（0）＝e－4である。又勝手なcomρoηe励o∫
W2（0）のmατimαZ直mεη320ηαI　comρoηe励は0がgεπu32の二重被覆面でなけれ

ば｛g▲｝＋肌＿4（0）の形になる。

証明．［Kl，　Corollary　22．とIK］，　Theorem　2．1．を参照。□

定理ぴタ≧11ノの証明．（概略）今仮定を満たす0にdimX＝g－7である
component　X⊂明＿1（0）が存在したとする。　Xのgeneralな£∈Xはbase　point
丘ee，birationalになる事が解る（証明は省略）。補題3，補題4，補題7によって（補題4

の用語をそのまま用いて）

　　　　　　　　　　　　　P（z）＝9▲＋肌．7（o）

なるcomponent　Z⊂4－1（X）でα（Z）＝Xかっp（Z）⊂明＿3（C）は

componentである物が存在する（詳細は省略）。従ってgeneralル1∈ρ（Z）

はcomplete　pencilでM＝0（9▲＋乃＋…＋与7）と書ける事になり
乙＝0（9▲十P1十・一十島＿7十A十B）と書ける。補題6に従って0のCによる平
面モデル0乙のP1＋…＋島＿7＋．4＋Bに対応した特異点はordina1である。又

鋤一（9－21g－3）・・＋（9－‘誉9－6）

なので0乙には他の特異点Rが存在する。μをRのmultiplicityとするとcomplete
base－point－free　pencil鳩＿1＿μが存在して£＝弓＿1＿μ⑧0（（）1＋…＋Q山

（Q1㌍・・，（2μ∈0）と書けなければいけない事になる。一方£が充分general充分な

ら再び

　　　　　　　　　　ん；．、．μ⑧0（Q・＋…＋Qμ一2）∈P（Z）

となるので（詳細は省略）Rのmultiplicityは再度g－5となる。従って

仇（・・）一（9－2誉9－3）≦・＋・・（9－‘誉9－6）

である事から矛盾。口

　次に定理C（g＝10，9）と定理C（g＝8，7）の証明の概略を述べる。最初に定理

C（g＝10，9）に必要な補題を幾つか述べる。以下は補題6でg＝9の時には仮定され

なかった場合についてである。

補題8．0をg四μ59の£e£rαgoγ↓αI　c惚ueで只一つのg▲を持ちe3＝e2＝1である

とする。更にdim鰐＿1（0）＝g－7でoはg2を持たないと仮定する。この時oは
geη俗2の二重被覆になっている。

証明．証明は省略。

　これから定理C（g＝10，9）の証明の為には補題7がg＝10，9で議
論出来れば定理C（g≧11）と同様な証明方法が使える事になる（最後の

，。（・。）一⇒一≦，＋・・（⇒」である醐ら稲の部分は，一・

では等号になってしまうが，その場合は占が二つ存在する事になるので仮定に反す

る）。以下の補題では常にg▲は只一一つであると仮定しておく。以下はg＝10の場合

の補題7に相当する補題である。

9
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補題9．Cをgenμ3　g＝10の倣rαgo肌J　cμm¢でgきを持たないとする。又0は

geημ82の二重被覆でないと仮定する。もしdim解（0）＝3ならば｛煽｝÷賄（0）
は吟（C）の只一つのmq佑納α1漉meηθ拓斑㍑窃mρθヵεπξである。

証明、証明は長いので省略。

　以下はg＝9の場合の補題7に相当する補題である。

補題10．Cをgεη勉5　g＝9の縁rαgoηαZω問eでg2を持たないとして0はgεη低2

の三重被覆でないと仮定する。又以下の↓りから佃りを同時に満たす場合でもない
と仮定する。

　（りEをgε悔83の抱θ励鯉e陀斑琉εとして二重被覆写像φ：0→君が存在する
　（‘りK（フ～φ＊（κE）十29▲

　（酩2）dim　r（0，0（2g▲））＝3

　（初）E上の鳩があって2娃＝φ＊場となる
　（幻）o｛酩）芦o（翼E）

　ぴi）φ．0竺OE㊥OE（～場）

　（励）ρはg仇仰≦2の二重被覆ではない
この時もしdim曜（0）＝2ならば｛g麦｝＋兎（C）は曜（0）の只一つのm皿伽α1
磁me允s語翻ξcθmg｝θπe鋤／である。

証明．証明は長いので省略。

　さて上の条件①から（vii）を同時に満たすoについては更に補題を用意する必要
がある。

補題11．この場台dim酩（0）≦2である。

証明．（概略）もし二次元のcompone鳳t。4⊂囎（0）があったとする。　genera1£∈A

は補題6の仮定を満たす事は容易に示されるの。そこで£による平面モデル
Ocを考える。このC上にはbase　point丘eeなgξが存在しない事は
Basc－Point－Free－Pencil－Trickより解る。更に補題6と仮定よりg▲に対応する特異

点はordhla1で只一つとなる。これから0がtetragona1と言う事から（フ£の特異点
はmu苗・1緬巧2か4しかありえない。丘をP2のそれらの（i㎡ロ輌tely　ne紅な特異

点も込めた）7点の特異点でのblowin昔upとする。ト1（3c　1はcomplete　netである

事が示される（詳細略）。さて0乙の特異点はDelnazure［1）elの言うquasi　general

positionにある事が示されるので（詳細略）一κ5‘はnefになる（［De］pp．38－．pp．39

P．38a），　P．3鍼）値n垣◎n　1，　P．3§Th60ばme　1（Ω）⇒（の参照）。従ってReid鍵の定理

（IRI　p．310　Theorem　1（i））からi一κ5乙1はbase　point　freeとなる。これから」をP2

の正hleのtotal　transfbrmとして

　　　　　　　　　　　丘＝引礼㌔κ5乙1）：s£→P1×ピ

を考えると∫£（S乙）～2｛pX｝×］P2＋2］P1×1も容易。今S鰭re　embedding

P1×P2→P5によるquadraticの引き戻しをP1×P2のquadraticと呼ぶ事にす
ればCはP1×】声で二つの餌a（］r就icのcomがete短捷鴛ectio旦1こなっ

ているのは容易。従って∫を0の陪×解に於けるideal　sheafとして
∫（η）＝∫⑧0（n｛ρε｝×P2＋πIP　1×Z）と置けばdim　r（IP1×股2，∫（2））＝2。今これから

　　　　　　　　　　　　φ：z1→P（］［、（正力1×］P2，∫〈2））

をφ（£）＝丘（8£）で定義する。＆は7点blowing－upなのでφはquぴsi一丘niteでな

いとならない。しかしdi㎜P（r（P1×股2，∫（2））＝1なのでdiln　A＝2と仮定した事に

矛盾。口
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定理0＠＝10，9ノの証明．（概略）補題8，補題9，補題10，補題11に従って定理

C（g≧11）と同じ議論で証明される。ロ

　　最後に定理C（g＝8，7）の証明の概略を述べる。g＝7の場合はtrivial　caseなの

でg＝8のみ考えれば良い。証明には以下の補題が必要である。

補題12．0をgeη鵬2の二重被覆として0のgεπ包3をg＝8とする。この時0は
挺m鋤ηα～なg2を持たず直mW烈0）≦0である。

証明．証明は省略。

定理0＠＝8，7ノの証明．dimW三．1（0）＝g－7でg＝8とする。もしg》∈Wク（C）

がbase　locusを持つとすると0はtrigona1かbirationalなg2を持つのは明らか。

従ってgeneralな句∈W烈C）がbase－point一丘eeで0はtrigonalでもなく
birational　g2も持たないと仮定して良い。補題3と補題4によってdimW沮0）＝1
である。これから0はtetragonal　curveで（［BKMO；Theorem　1］）勝手なW2（C）

のmaximal　dimensional　componentは

｛9▲｝＋w、（o）

となる（［BKMO；（3．2．1）Corollary　2］）。従って再度定理C（g≧11）の証明の筋が補

題12によって使えるので0には二つ以上のg▲が存在する事になる。それ故証明は

完了する。口
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