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1　はじめに

　以下，多様体とその間の写像は0°°カテゴリーのものとする．次元は実次

元をあらわし，曲面とは実2次元の多様体のことである．

　xが雑次元の有向閉多様体であるとき，Xの符号数Sign（x）とは，カッ

プ積の積分によって定義される交差形式

万2鳶（x，R戊x遅2㌣x，R）→R

の符号数をさす．S輌騨（X）はXのホモトピー不変量であり，　Hlrzebru血の符

号数定理によって次のような表示を許す．Xの任意のRiemann計量と，　TX

上の計量を保つ任意の接続▽xに対して，その曲率を』Wxとおくとき，

S・四（x）－ L£（輌

と表示される．ただし，乙：Ω2（80（TX））→㊥㌧0Ω4《（X）はL多項式であり，

£Ωは，娩次の部分である．なお，L多項式は局所表示では

£・ （oち一工10）Φ（㌔）白…唖嘉宅

によって定義されていた．特に，乙（1㌔x）娩が完全形式であるとき（あるい

は恒等的にoであるように▽xを選べるとき）Sign（x）はoになる．

　文が境界をもつコンパクトな雑次元有向多様体であるとき，H2㌣X，∂え，R）

を用いて同様に符号数Si四（X）が定義される．このときはX上のRiema皿n計

量とそれを保つ接続V叉が与えられたとき，乙（F▽x）祉が完全形式であったと

しても，（あるいは恒等的に0であるように▽又を選べたとしても），Sign（X）

は0とは限らない．しかし，そのようなとき．Sign（X）は境界の各成分から

の寄与の和でかけることが期待される．

　このような境界からの寄与は，s三騨a包re　de£ectと呼ばれる．講演では，　X

が曲面束の全空間となっている場合において，signaωre　defectが定義される

ためのひとつの条件について述べる．
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　本講演で述べる観察の出発点は，遠藤久顕さんの仕事を，閉で知り，それ

を微分トポロジーの立場から述べなおしてみられないかと考えたことによる．

　以下の説明は，園の説明と一部重なることをお断りする．

2　問題の設定

　あらためて設定と簡題を述べる．

　Xを境界をもつコンパクトな雑次元の有向多様体，Mを境界をもつコン

パクトな娩一2次1禿有向多様体とし，∫：X→Mがファイバーが有向閉曲

面Σであるファイバー束であると仮定する．亘の境界を連結成分にわけて

H竺1花と表し，X：・＝∫－1（M），五＝∫匿とおく．

　次の問いを考える

問1仁1，2，＿，mに対して，写像∫輌：鶏→凡のみに依存する実数φ伍）

を定義して，xの符号数Sign（x）をSig鳳（x）ニΣ‘φ（義）と和の形に表示す

ることはできるか？

　上の問いは閉多様体に対する次の問いと同値である．

　∫を4次元の有向閉多様体Xから4k－2次元の有向閉多様体Mへの滑らかな

写像とする．Mが開部分集合U。。，U1，tら，＿，汀mの和であり，U1，U2，、．．，Um

は互いに交わらないと仮定し，∫の晃ご∫－1（σ元）への制限を∫i：＝∫i兎と

書く．ここで，∫。。：X。。→仏が，曲面束となっていると仮定する．

闇2i＝1，2，＿，mに対して，写像∫が悉→蘇のみに依存する実数σ（ノ輌）

を定義して，xの符号数Sign（x）をSign（x）＝Σ戸俵）と和の形に表示す

ることはできるか？

二つの問いの属値性についてはすぐ後の注で説明する．

　このままの問いの形では，一般には正しくない．しかし，ある限定のもとで

成立することがしられている．

　遁定」とは，遠i面束了：X→醒1あるいは予。。：X。。→ぴ面が，なん

らかの付加的な構造8をもつ」という形で与えられる．ここで，「構造」とは，

曲面束に同伴するあるファイバー束の滑らかな切断として与えられるタイプ

のものを考える．（ファイバー束の構造群は。曲面の向きを保つ微分同相の全

体のなす無限次元の群である．ファイバー束のファイバーは無限次元でもよ

い．）従って特に，この「構造」は，滑らかな写像によって引き戻すことがで

きるタイプのものであるづ＝1，2，．．ヲmに対して，このギ構造8」をAパあ

るいはぴ。。∩ひ1の上に「制限」したものを，5aあるいは詞と置く．

　このとき，

問3Z＝1，2，＿，mに対して，写像タパノaおよび晃｛8aのみに依存する実数

φ（九5∂［σ（九3i）1を定義して，　Xρ口の符号数をSign（X）＝Σ乞φ伍，sの　［Sign（X）＝

Σxσ（∫i，副と和の形に表示できるか9
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をこれから考える．

　このように表示できるとき，「構造3のもとで符号数は局所化する」と言い

表すことにする．そのとき，φ（五，ぶのをsignature　defbctと呼び，σ（五，s‘）を

「局所符号数」と呼ぶ．

注1んおよびファイバーとなる曲面Σと，付加的な構造の種類を固定すると

き，任意の∫：X→Mに対するはじめの問いと，任意の∫：X→Mに対す

る次の問いとは同値である．対応は，X＝X＼u竺1ひと書ける場合に

φ（九s）＝σ（五，8の一Sign（X∂，　Xる：＝∫－1（口）の閉包

によって与えられる．（」VOη‘紡Uの和公式と，奇数次元の有向閉多様体のcobor－

4i3m　gm仰が拓r5ioηであることからわかる．）

2．1　知られている例

（1）［6］（ん＝1）．松本幸夫先生が，Mが2次元で，一般ファイバーの曲面

　　の種数が2以下のときには，限定なしに局所符号数を定義した．．Mが

　　2次元で種数が3以上のときには，符号数は（なんらかの付加的な構造

　　なしには）局所化しないことがわかっている．

（2）［3］，［11俵＝1）上の結果は種数3以上の場合に遠藤久顕さんによって拡

　　張された．ルfが2次元で，一般ファイバーの曲面が超楕円的であると

　　きには，符号数が局所化するというものである．正確にいうと，「構造

　　3」としては，一般ファイバー上のinvolutionであって，商が2次元球

　　面となるものを考える．

　　なお，筆者は専門外であるので歴史的な経過もこめて解説する能力はない

　　が（［1L　l5］を参照してください），代数幾何的な状況では，閉Riem孤n

　　面上の，特異ファイバーをもつ超楕円曲線束に対する局所符号数が定義

　　されていた［1］．寺杣友秀さんによってこれは遠藤さんの局所符号数と

　　一致することが証明された固．

　　代数幾何的な状況に限らず定義されている点で，遠藤さんの定義のほ

　　うが一般である．しかし，代数幾何的な状況における局所符号数は，あ

　　る不等式を満たすことがわかっている、遠藤さんの定義をもちいてこの

　　不等式を純粋にトポロジーの観点から証明することは，筆者の知る限

　　り，まだなされていない．（種数2のときは，松本先生によってなされ

　　ている．）

（3）［7］（た一般）．森田茂之先生によって，M＼σ上の曲面束のモノドロミー

　　が，すべて写像類群の部分群であってκg，1と呼ばれるものに属してい

　　るとき，符号数が局所化することがしられている．森田先生によると，

　　この場合の局所符号数は，Casson不変量と関連している．
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④間（とりあえず鳶＝1）．今野一宏さんの仕事の中で，斑ema頚1面上の

　　代数的な（特異ファイバーをもつ）曲面束に対する次の結果とその一般

　　化がある1一般ファイバーが種数3の曲面であり，Mの次元ぶ2のと

　　き構造5として「超楕円的でない」という条件を考えるとき，符号数

　　が局所化する．すなわち，符号数が，特異ファイバーと，超楕円曲線を

　　ファイバーとする点の近傍に局所化する．～般化は一般の種数に対して

　　Clifford指数を用いて定式化される．　genericでないRiem孤n面をファ

　　イバーとする場合についても，C砥bτd指数の値に応じて定式化される．

　　さらに，今野さんによって，これらの局所符号数がある不等式をみたす

　　ことが証明されている．

（4）　仕＝1）［8］講演の後，吉川謙一さんによる最近の結果を個人的にう

　　かがった．私たちの言葉でいうなら，吉川さんは代数幾何的な状況にお

　　いて，（一般の種数に対して）∫：X→Mrが特異ファイバーのないファ

　　イバー束である場合に，偶なhaユf　can皿icd　lme　bundleの正則切断が

　　0しかないような一般ファイバーをもつ曲面束に対して，局所符号数を

　　定義し，決定した．（より精密な結果が得られているのだと思う．）

　松本先生，遠藤さんは写像類群のコホモロジーを用いる方法をとる．森田

先生は，framingを用いて幾何学的に局所符号数を定義する方法をとる．今

野さん，吉川さんの方法は，代数幾何的，複素解析的なものである．

　講演の目標は，第一に，松本先生，遠藤さんが丘＝1の場合に超楕円曲線束

に対してニホモロジカルに定義した局所符号数を，森田先生の方法のような

ある種のframingの構成によって幾何学的解釈を与えることである．

　第二に，この解釈を利用して，局所符号数の定義を拡張することである．そ

の解釈を応用できる場合として，現在2つの例がある．ひとつの例は，曲面上

の超楕円曲線を～般ファイバーとする曲面束の拡張として，鵠一2次元の多様

体上の球面上の分岐被覆を一般ファイバーとする曲面束に対して，局所符号

数を定義することである（［4］参照）．もうひとつの例は，genericなRiem鋤n

面を一般ファイバーとする曲面束に対する局所符号数を一般ファイバーの種

数が大きく底空間の次元が高い場合に定義するものである．ここでは後者の

みを説明する．

3　符号数が局所化するためのひとつの条件

3．1　森田一Mun£oオd類を用いた問いの言いかえ

　問いを，cohomologicalな言葉で言い換えてみる．

森田一Mu登緬d類の定義の復習をする．曲面束∫。。：X。。→ぴ。。に対して，

ファイバーに沿った複素構造をひとつ固定する、すると，ファイバーに沿っ
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た接束丁（X。。／σ。。）はX。。上の複素直線束である．その上の任意の接続▽。。

をとり，▽。。の接続を1㌔。。とおく．そのとき

・・（▽・・）・一 λ畷

はσ。。上の2d次の閉微分形式であり，それの代表する類は複素構造や▽。。

の取り方に依存しないH24（σ。。，R）の要素となる，この要素を已4（∫。。）と書

く．e4（∫。。）は曲面束∫。。：X。。→σ。。上の森田一Munford類と呼ばれる．（整

数係数でも定義されるが，ここでは実数係数でのみ考えることにする．）

問4曲面束∫。。：X。。→σ。。の上に，ある構造8。。が存在するとの仮定のも

とで，ある4仁3次の微分形式翰1＿1（▽。。，5。。）によって

　　　　　　ε別＿1（▽◎o）＝4εガ＿1（▽◎◎フ8◎◎）　　（3＝1，2，．．．）

とかけるか？ただし，垣＿1（▽。。，8。。）は引き戻しに関して自然性をもつもの

を考えている．

　上の問いが前節の2つの問いと関係があることを説明する．正確にいうな

ら，一般ファイバーの曲面の種数を固定し，考える構造の種類を固定し，任

意のんと任意の∫。。に対して上の問いが肯定的に解かれれば，前節の問いは

肯定的に解かれる．

　∫：X→Mが与えられたとき，X上にRie㎜ann計量を任意に固定する．

戸1，2弓．．．，η1に対してσ‘の境界2V」がMの余次元1の閉部分多様体の構造

をもつと仮定し，M：＝Mぺ∪2ち防とおく．ふ：X。。→σ。。はファイバー

束であるから，直和分解

　　　　　　　　　TX。。＝∫㌫Tσ。。ΦT（x。。／〔了。。）

が定まる、アXの接続▽xであって，叉：＝∫づ（M）上で，上の直和分解に応

じて∫＊▽MΦ▽。。と分解されるものが存在する．このときX上で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
　　　　乙（▽）イ乙（▽M）£（▽．．）一∫＊乙（▽カ）（1＋Σ・鴻三）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＝1

と書くことができる．ただし，名パ砿h鑑＝1十Σ纂1α㌶妥とおいた。∫＝了i叉

のファイバーにそって積分すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　　　　　　　　み　　　　　　　　　　乙（▽）＝万（▽・．．）Σ・，・・H（▽．．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　τ＝1

となる．ここで間4が肯定的に解かれたとすると，

み乙（▽）一・（£（▽M）善一1（▽…→
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となる．さらにM上で積分すると，Stokesの定理から

　　　　　　μ（▽）一曇L£（▽巫）£　一（▽一

となる．したがって，

　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　s・即（x）一Σム乙（▽）＋ε乙（▽）一Σ輌

と書くことができる．ここで

　　　　嚥一ム乙（▽）＋ムc（▽M）善・一（▽一⑭

である．このσ（九3‘）がもろもろのchoiceに依存しないことを示すためには，

ふたっのchoiceを滑らかにつなぎ，1パラメータ族の全体に対して上の議論

を繰り返し，Stokesの定理を用いることによって示される．

注2松本先生，遠藤さんの方法は，超楕円的対合と両立する写像類群の部分

群において，e1＝∂ε1となるqの存在と一意性を群のコホモロジーのレベル

で示すことにあった．

注3　1．代数幾何的な状況でさらにた＝1を考える．疏εmoπη面Mを底

　　空間とし，特異ファイバーを許す代数曲線の族∫：X→Mが与えられ

　　たとする．そのときMから疏emαηη面のmo∂磁空間への有理写像が

　　存在し，それは自動的にMからπ10d砲空間のD砲gη％ε一M顕声ordコン

　　パクト化への正則写像に拡張される．この場合，コホモロジカルな問題

　　は，（1）e1を4i”‘50rによって具体的に与えること，（2）その4翻50r

　　とMの像との交差数をMの局所的なデータから具体的に記述するこ

　　と，の二つに分割される．

2．しかし，代数幾何的な状況でも，丘＞1であるときには，Mからmod泌

　空間への有理写像がコンパクト化への正則写像に拡張されるとは限ら

　ないので，上の（1）（2）に対応する問題を解くだけでは，まだ局所

　符号数は定義されていない．

3．0°°カテゴリーにおいては，為＞1の場合のみならず，ん＝1の場合に

　も（1）（2）に対応する問題を解くだけではまだ局所符号数は定義さ

　れていない．

上の問4に答えるひとつの方法として，次の間5を解くことがある．

問5構造s。。を用いてT（X。。／エ）上の接続▽。。であって，X。。上e2元＿1（▽。。）＝

0となるものを構成せよ．
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　このような接続が構成されたとする．このとき，ε2日を次のように定義す

ることができる．

1．この接続に対して矯づ＝◎とおく、

2．他の任意の接続に対しては，ふたつの接続を線形に結び，Chem－Simons

　微分形式を用いてε2ト1を定義することができる．詳細は略す．

　問5が解かれるとき（問4を経由せず）問3に直接答えることも難しくな
い［4］．

3．2　ふたつの開集合上の平坦接続

　問5を老察する．すなわち，構造8。。を用いてX。。上e2∠＿1（▽。。）＝0とな

る接続▽。。を苦（X。。／臨）の上に構成したい．ε2乞づ（▽。。）＝0となるたあの

明らかな十分条件は勿論1㌔。。＝0である．しかし，より弱く，碍。。＝0も

ひとつの十分条件である．以下の議論には，これを利用する．

　∫：X→M，∫｛：ヱ→σ《＠＝oo，1，2，＿，m）をIntroducti皿の設定と

する．

　メ。。のファイバーには複素構造が与え，それがび。。にそって連続に動くも

のと仮定する．このときT（X。。／σ。。）はX。。上の複素直線束である．

　T（X。。／σ。。）に対して，次の命題のような構造8。。を考えよう．

命題1構造8。。二（ジyノ，▽，▽’）が与えられたとする．ここで，ジV’はX。。＝

VUV’となる開集合であり，▽，▽は各々，7（X。。／L）をジV’の上に制限

したものの平坦接続である．このとき，Xの符号数は局所化する．

V＼γ’上1をとりγ’＼γ上0となるX。。上の滑らかな関数ρによってふた

つの平坦接続を貼り合わせ，X。。上の（平坦ではない）接続▽。cを▽。。＝

ρ▽＋｛1一ρ）▽’によって定義する。次の性質が鍵となる．

補題1・碍．。驚0・

証明：γ∩V’上で▽’＝▽＋αであるとき，馬。。＝αdρとなる．ここで

（吻）2＝0であるから求める式を得る．証明終

　従って，奇数次の森田Mu蕊伽d類ε2ξ弓の代表元を▽。。を用いて表すと，

　　　　　　　　　　剛▽・・）一元．．貯・

となる．

　したがって問δを解くことができる、

　複素直線束Lの平坦接続を与えるひとつの方法は，Lのある幕の自明化を

与えることである．これを系として述べておこう．
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系1構造8。。＝（ηγ’，2V，1V’，あ∫’）が与えられたとする．ここで，ジγ’は

X。。＝γ∪γ’となる開集台，1V，N’は自然数である、また，了，∫’は各々，

T（X。。／エ）⑧N，T（X。。／α。。）⑧M，をジγ’の上に制限したもの自明化である．

このとき，Xの符号数は局所化する．

　各ファイバー（とジy’との共通部分）ごとに自明化を構成することがで

きればそれを束ねてΨあるいはγ1上の自明化が得られる．これぶ上の系の

便利な点である．この系を適用することができる例を次に挙げよう．

4　genericなRiemann面
定義1閉疏eπ膓αηn面呂が以下の条件を満たすときr俳酩r刎であると呼ぶ

ことにする．

　1．任意のod4加ぴ斑ηon磁H拠εゐ凱雄L＝κV2に対して，　dimc　HO（L）＝

　　1である．

2．任意のodd煽1∫¢鋲θ斑α茎川抗e　6顕ゴ1ε乙に対して，それの0でない正

　則切断の零点はすべて一位である．

3相異なる二つのod4九α｛∫Cαη0耽α川ne　bμn4∫εLo，L1に対して，それら

　の0でない正則切断は，共通零点をもたない．

次の定理を証明する．

定理1X。。→ひ。。の各ファイバーには複素構造が（び。。上の滑らかな族と

して）与えられており，各ファイバーの複素構造が上の定義の意味で皇e鷲ア髭

であるとき，符号数は局所化する．

系1に注意すると，次の命題を示せば十分である．

補題2種数gの閉疏¢mαηη面Σがgeηεricであると仮定する．Σのあるod4

んα∬cαηoητcα」仇e6％π4∫eLの0でない正則切断の零点となっている点の全

体をDとおく．

　1．gのみに依存するある自然数2Vが存在して，（T£）N匡＼Dにはcαηoη‘cα1

　　に自明化が入る．

　2gのみに依存するある自然数2V’が存在して，ぽΣ）Wかにはcαnθ頂磁

　　に自明化が入る．

　実際，ジγ’を次のように定義すれば系1を適用できる：ひ。。の各点μに対

して，g上のファイバーを（Σ）uとおき，（Σ）uのあるodd　haユf　canonicaHine

bundleの0でない正則切断の零点となっている点の全体を（D）uとおく．こ
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のとき，Hu（D）ωの管状近傍をγとおき，　Hu（D）uの補集合をγ’とおけば

よい．

　以下，補題2の証明を述べる．

　証明：いずれの主張も証明の仕方は同様であるので，後者のみを示す．

　砺をDの点とする．zがodd　haJf　canonical　line　bundle　Lの0でない正則

切断んのひとつの零点であると仮定する．んの零点でないDの点苫’は有限

個である．ピがodd　half　canonical　line　bundle万の0でない正則切断九’の

零点であると仮定する．このとき，

　　　　　　　　…土輪竿‥士』響

は符号を除いて定まる0でない複素数である．このとき，（TΣ）2（－8）＝（L’）916

の要素
　　　　　　　　　　　　んこ三12芸≠・

はエとピのみに依存して定まり，九，んノの取り方に依存しない，

　♂の取り方の可能性の数の8倍をN’とおくとき，

　　　　　　　　　　　　　⑧。’了二1∈｛TΣ）㌘N’

はエのみに依存して定まる（アΣ）？Mの自明化を与えている．証明終
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