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序文

　2Vを階数ア≧0の自由Z加群とする．部分集合σC1丘：＝1V⑧zRが凸

多角錐体あるいは単に錐体とは，ある有限部分集合｛苫1，…　，¢3｝⊂塩があって

σ＝Roaじ1＋…＋Roエ、となることと定義する．ここでRが＝｛c∈R；c≧◎｝であ

る．すべての隅がNからとれるときσを有理錐体という．また，σひ（一σ）＝｛◎｝

であるときσを強凸という．凸多角錐体σの部分集合ηが面であるとは，娠の

線形関数1が存在してσ⊂σ≧0）かつη＝σ∩σ＝0）となることと定義する．こ

のとき，これをηぺσと書く．

　NRの強凸有理錐体からなる集合xが扇または有理編であるとは，次の三つの条

件を満たすことと定義する．

　（1）Xは空でない．

　（2）σ∈Xかっη＜σであればη∈Xとなる．

　（3）σ戸∈Xであればσ∩丁はσと丁の共通の面である．

同じ条件を満たす有理的とは限らない強凸錐体の集合を実扇と呼ぶ．

　トーリック多様体の理論の基本は，r次元のトーリック多様体がRアの扇に対応

していることである．こごでは扇をスキーム理論風に定義しなおす．これにより扇

自身を一種の多様体とみなすことができて，対応するトーリック多様体はその「ス

キーム」の基底の拡大という形になる．このことは新しい指摘といえるものではな

いが，あまり適当な文献を挙げることもできない．

　有理扇についてはすでに双対化複体，ドラム複体，交叉複体などの構成が可能で

あることがわかっている．扇をスキームのように考える動機として，これらの複体

の理論を実扇にも一般化することがある．まだあまり多くの結果は得ていないが，
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実扇上の複体のカテゴリーで双対関手を定義することはできた．この関手について

セールの双対性定理やボアンカレの双対性定理に相当する定理が成立する．

1　扇は一種のスキーム

　この話に出てくる半群はすべてねじれのない加法群の0を含む部分半群とする．

　Sを半群とする．部分集合∫⊂Sが∫＋S⊂∫を満たすときイデアルという．3

のイデアルPが素イデアルとはP≠3であって¢，y∈5＼Pなら¢＋y∈S＼P

となることと定義する．定義により，空集合はSの部分集合として常に素イデアル

である．

　半群Sの素イデアル全体を1－Spec　Sと書く．

　X：＝1－Spec　Sとする．各元m∈SについてXm：＝｛P∈X；m〆P｝とおく．

Xには｛Xm；m∈5｝を基本開集合族とする位相を導入する．　Xの構造層＆は

半群の層で，各m∈Sについて5x（Xm）＝5＋Zmとなるものと定義する．この

位相空間と半群の層の組（x，δx）をアフィン1スキームと呼ぶ

　例1．10だけからなる半群3＝｛0｝について1：＝1－Spec　5と書き，これを0次

元トーラスと呼ぶ．

　φ：T→Sを半群の準同型とする．P⊂5を素イデアルとするとその引き戻し

φ一1（P）はTの素イデアルである．したがって，この対応Pぽφ　1（P）は写像

αφ：X＝1－Spec　S－→y『＝1－Spec　T

を定める．各元mノ∈Tにっいてαφ一1（塩・）＝Xφ（⇒であることがわかるので，こ

の写像αφは連続である．層の準同型φ’：αφ弓ぷY→Sxは図式

　　　　　　　　　　　　　　　丁　　一ム　　s

　　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　↓
　　　　　　　　　　　　　・φ一・δY（x）φ些～）哉（x）

が可換になるように定義する．

　一般の1スキームは次のように定義する．位相空間Xと半群の層5xの組（X，8x）

が1スキームであるとは，（〔ろ8川のがアフィン1スキームとなるような開部分集
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合σでXが被覆されていることと定義する．このような開集合σをXのアフィ

ン開集合という．1スキーム（X，εκ）はしばしば単にXと書く．

　（X，5x）と（酩3γ）を1スキームとする．連続写像允：X→Yと半群の層の準

同型φ：∫∬15y→ぷxの組∫＝（∫b，φ）が1スキームの正則写像であるとはXの各

点の近傍でアフィン1スキームの写像となっていることとする．

　5とTを半群とする．自然な全単射

1－Spec　S×1－Sρec　T→1－SI）ec（5㊧T）

が（P1，巳）⇔（月ΦT）u（5㊤ろ）により定義される．

　X，γを1スキームとする．X×1yを集合としては直積X×yとし，位相は直

積位相を考える．X×1γに次のように1スキームの構造を入れる．アフィン開集

合σ＝1－Spec　S⊂Xとγ＝1－Spec　r⊂γについて

8Xx、Y（〃×y）＝SΦT

とおく．これにより1スキ～ムの直積（X×1ジ8Xx又のが1スキームとして定義

される．特に1－Spec（SΦτ）＝1－Spec　S×11－Spec　Tである．

NR雲R「の錐体σについて双対錐体σ∨⊂MR竺Rアを

σ〉：＝｛¢∈ル伝；〈鋼〉≧o，∀妊σ｝

により定義する．これはMRの錐体である．同様に．MRの錐体の双対錐体がM

に定義される．等式（σV）∨＝σや（σ＋ア）∨＝σV∩τVが成立することが知られてい

る．また，σ⊥が

　　　　　　　　　　σ⊥・＝｛露∈娠；〈鋼〉＝o，∀ぴ∈σ｝

で定義される．πを1Wの錐体とすると，任意のπの面σについてπv∩σ↓はπ∨

の面となる．

　XをNRの扇とする．このとき，次のようにXを1スキームとみなすことがで

きる．各元σ∈Xについて，σの面全体を万（のと書けば，全単射φ。：F（の→

1－Spec（M∩σ∨）がφσ（η）：＝M∩（σ∨＼η⊥）により定義される．この全単射により

F（σ）にアフィン1スキームの構造を入れる．このようなアフィン1スキームF（σ）

のσ∈Xについての集まりは，アフィン開集合として貼り合わされXに1スキー

ムの構造が入る．
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　1スキームXが局所有限型とは，各アフィン開集合び⊂Xについて3x（のが

有限生成半群であることと定義する．Xが有限型とは，局所有限型であって有限個

のアフィン開集合で被覆されることと定義する．

補題12Xを局所有限型の1スキームとする．各点生∈Xについて，　Xのア

フィン開集合U＝1－Spec　Sが一意的に存在して鑑がUの閉点となる．

　この補題の半群Sを3ぷ鐙と書いてXの忽での局所半群と呼ぶ．この局所半群

ぷx声は局所有限型でない1スキームの場合も拡張して定義することができる．

　エ，〆を1スキームXの点とする．〆が｛勾のXでの閉包に含まれるとき，の’

を¢の特殊化という．このときωはピの一般化という．

　5を半群とする。任意の可換環Aにっいて半群環刷3］が定義される．、4［Sユは

｛e（m）；m∈S｝を基底とする自由A加群Φm∈5、4e（m）であって，刈Slでの積は

e（m）e（mノ）＝e（m＋m’）で定義されるパ4［S］ではe（◎）＝1である．吻：S→．餌S］を

吻（m）：＝e（m）で定義される写像とする．P⊂刷S｝が可換環の素イデアルであれば

φZ1（P）は半群3の素イデアルとなる．したがって，写像αφA：Spec　A［SL→1－Spec　S

が得られる，層の写像9砿81．S領5→OS声鯛も自然に定義される．

　Xを1スキームとする．可換環Aに対してAスキームXAが次のように定義さ

れる．各アフィン開集合σ＝1－Sρ¢cS⊂Xに対して砺＝Spec．4｛5｝とおく．こ

のようなAスキーム砺は自然に貼り合わされてAスキームXAが得られる．こ

れはX×1Spec．4とも書いて，　Xの基底のAへの変換という．

　半群の準同型φ：τ→5が有限とは，有限個の元賜，＿ぼ，∈5が存在して

S＝（⑦1十φ（T））U…　∪（¢s十φ（T））

となることと定義する。Aを◎でない可換環とすると，φが有限となるのは可換環

の準同型刈刀→刷司により刷31が有限生成、4｛刀加群となる場合であることが

容易にわかる．

　1スキームの正則写像∫：X→Yが有限とは，各アフィン開集合γCγについ

て引き戻しσ＝∫｝1（V）がXのアフィン開集合であって，対応する半群の準同型

5γ（V）一→8x（ぴ）が有限であることと定義する．

　1スキームXに対して対角写像△x：X→X×1Xが自然に定義される．1一ス

キームが分離的とはその対角写像が有限であることと定義する．Xのアフィン開集

合ぴγについて，引き戻し△　1（ひ×γ）はU∩γに等しい．
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　有限生成半群Sに対して，5を含む最小の加群をM（S）で表わす．Sで生成さ

れる実空間M（S）R：＝M（S）⑧zRの錐体をC（S）とする．　M（5）の双対Z加群を

N（5）とする．

　補題1．3φ：T→Sを有限生成半群の単射準同型とする．このとき，φが有限正

則写像となるのはφR（0（T））＝0（S）の場合である．ここでφR：M（T）R→M（5）R

はφの線形な拡張である．

　証明　φの拡張である加群の準同型φz：M（T）→M（S）は単射であるから，M（T）

は．M（5）の部分加群でφRは埋め込みの準同型と考えてよい．このとき，錐体0（T）

は明らかに0（S）に含まれる．

φを有限とする．定義から空でない部分集合｛工1，…　　，工s｝⊂Sが存在して

S＝（¢1十丁）U…∪（エ，十丁）

となる．双対錐体の0（T）∨と0（S）vがN（3）Rで等しいことを示せばよい．0（T）⊂

0（S）であるから0（S）∨⊂C（T）vは明らかである．μをN（S）R＼0（S）vの元とす

る．このとき〈¢，u＞＜0となるエ∈Sが存在する．整数α＞0を十分大きくとれば

τ＝1，＿，3について〈αちμ〉＜＜錫μ〉となる．α3∈Sであるから，あるZについて

y∈τが存在してαエ＝ω，＋yとなる．このとき〈y，μ〉＝〈αエ，μ〉一〈叫，μ〉〈0であ

るからμは0（T）∨には含まれない．したがって0（T）〉⊂0（S）∨である．

　逆に0（T）＝0（S）とする．この仮定から任意の¢∈Tについて正の整数dが存

在して砒∈5となる．したがって，体んを任意にとると半群環丘［S］はその部分

環ん［τ］上整である．亙Slはん上有限生成であるから叫丁］加群として有限生成であ

る．したがって半群の準同型は有限である．　　　　　　　　　　　証明終わり

　Xを局所有限型の1スキームとする．ある点0∈XがあってXが｛0｝の閉包

に等しいとき，Xを既約という．このとき0をXの生成点という．0をXの生成

点とすると5x，oは階数有限の自由Z加群である．この加群を既約1スキームX

の底加群という．この場合，任意のアフィン開集合σ⊂Xについてδx（σ）は5xρ

の部分加群となる．

　定理1．4MとNを互いに双対な階数r≧0のZ加群とする．1スキームX

が底加群Mの分離的な局所有限型既約1一スキームであるための必要十分条件はX

が1VRの扇となることである．
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証明　必要性だけを示す．各元コc∈Xに対してσ．：＝C（8。）v⊂1Wとする．

エ，yをXの元とする．このとき，対角写像△：X→X×Xについて

△－1（F（σ。）×F（σ，））一｛・∈x；・，y∈百｝

となる．Xが分離的であるから，これはXのアフィン開集合である．したがって，

これはあるω∈XについてのF（σω）に等しい．正則写像F（σω）→F（σ．×σy）は

有限であるから，半群の埋め込み写像5エ＋8y⊂8ωは有限である．補題1．3によ

りC（亀）は0（S。）＋0（S）に等しい．双対錐体をとることにより碗＝σ．∩殉を

得る．したがって，砺はσ。と殉の共通の面である．

　特に碗＝碗とするとσω＝σ．であって，ωがエの一般化であることからω＝¢

となる．同様にω＝yもわかる．したがってσ．＝的からエ＝yがわかる．この

ことからXを塩の錐体の集合と考えることができる．このとき先に示したこと

からXが扇であることがわかる．　　　　　　　　　　　　　　　証明終わり

　Xを扇とする．このとき，この扇に対応する体ん上のトーリック多様体は基底の

変換Xk＝X×1Spe醜に等しい．

2　実扇

　Mを階数r≧0の自由Z加群とする．

　MRの実扇Xは次のように1スキームと考えることができる．　Xの位相は有理

扇と同じように定義する．すなわち，｛F（σ）；σ∈X｝がXの基本開集合族となる．

各σ∈Xに対して5x（F（σ））：＝σvと定義する．これは一般には有限生成ではない．

　［1］では有理扇上の次数付き外積加群のカテゴリーを考えた．ドラム複体や交叉複

体がこのカテゴリーの中に定義された．この理論を実扇に対して一般化したいと考

えている．いまのところ実扇上の次数付き外積加群のカテゴリーを定義し，そこで

の双対化関手を定義することはできた．
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