
ABUNDANCE　THEOREM　FOR　SEMI　LOG
　　　　CANONICAL　THREEFOLDS
　　3次元半ログ標準多様体のアバンダンス定理

藤野修＊

　アバンダンス定理（予想）について述べる．詳しくは［F川を見よ．以
下すべて複素数体上の代数多様体を考える．先生方の敬称は略す．

　先ず主定理を述べる．

定理L（X，△）を完備な3次元半ログ標準多様i体（8¢琉～ogcα7↓oπ茗cα／3－

∫o胡とし，κx＋△をネフと仮定する．ごの時Kx＋△は半豊富である．

すなわち，ある正の整数mが存在し，lm（五x十△）iが固定点自由になる．

　ごれは次に述べるアバンダンス予想の3次元semi　log　ca即nical　pair

版である．

予想2（アパンダンス予想）．（X，△）を完備な代数多様体XとX上のQ一
因子の組とし，κx＋△をネフと仮定する．この時1ζx＋△は半豊富か？

　このアバンダンス予想は高次元の代数多様体論ではきわめて重要な予
想である．極小モデルの存在予想（フリップ予想）とならぶ分類理論の

大予想である．｛かわ］の6．3章を読めばその大切さが分ってもらえると思
う．

　現在までに得られている結果を少し詳しく述べてみたい．1次元のア
バンダンス予想は明らかなので2次元以上が問題である．

　1．（X，0）が非特異曲面とする．この時アバンダンス予想はまさしく極

　　小な曲面の多重標準線形系が固定点自由ということで，これはイタ

　　リア学派によっ℃古くから知られていた．
　2．（X，△）がlog　canon玉cal曲面の時は藤田隆夫によって証明された．

　3．（X，△）がsemi　log　ca刀OIlica］曲面の時は沢山の人の貢献で証明され

　　た．本質的な部分は川又雄二郎が以下に述べる3次元terminai多
　　様体に対するアバンダンス予想の証明の途中で解いている．その後，

　　［Utahl内で詳しく調べられたこの場合が2次元の最強の結果であ

　　る．
　4．（X，0）が3次元terminal多様体の時，宮岡洋一と川又によって証明

　　された．3次元terminalでKxがネフという状態はまさに極小モデ
　　ルである．
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藤野修

　5、（X，△）が3次元10g　canonical多様体の場合は，　S．Kee1，松木謙二，

　　」．McKem品によって証明された．この証明の途申でも2次元se皿
　　log　canonica1のアバンダンスが使われている・

　6．（X，△）が3次元semi　log　c銀onl㈱1の場合は今回のお話℃勿論3

　　次元ではアバンダンス予想の最終版であろう．

　以上の話から分って頂けたと思うが，n次元のsemi　log　canonicalの
アバンダンスは元々（n十1）次元のアバンダンス予想の解決のために必要

だったのである．したがって，定理1も4次元アバンダンス予想の解決に
役立つはずである．（定理12も見よ．）

　以下詳しく述べていくが，（X，0）がterminal　n－foldというのが極小モ

デル，（X，△）がlog　canonicalη一foldが対数的極小モデルのカテゴリー

で，（X，△）がsemi　l◎g　c砿onic＆1η一劔dと言うのは対数的極小モデルの

可約版といったイメージである．

記号．Xは純次元の被約な複素数体上の代数的スキームとし，セールの
S2　conditionを満たし，余次元1で正規交差とする．

　△はX上の有効Q－Wei咽子でκx＋△がQ℃artierなるものとする．
つまりある正の整数mが存在し，m（1ζx十△）がCartierである．

　X＝uXiを既約分解とし，

　　　　　　　　　　μ：x♂：＝薮Xl→x＝Ux

を正規化とする．

　　　　　　　κx’＋◎：＝μ＊（κx十△），o《：＝θIXl

でOとO‘を定義する．
　この時，◎＝（導手）十（△の引き戻し）である．

定義3．（X，△）を上記のような組とし，さらにXを正規△＝Σφ△ξ
（◎≦∂‘≦1£or　eveTyりと仮定する．

　∫1γ一→Xを（X，△）のあるログ特異点解消（例外集合が単純正規交

差因子で，△の固有変換と例外集合の和も単純正規交差因子になる特異
点解消）とする．

　　　　　　　　　五・げ（κ・＋△）＋Σ娼

（ごこで，α‘は有理数でE，はγ上の素因子）とかく時，（X，△）は

　　　ぽい｛1：；ゴ㍑∴pt㎞、

と定義する．lc　pairは特異点解消の取り方によらないが，　dlもは特異点解

消の取り方による概念である．dlt　pairの典型的な例はXが非特異多様

体で，△がX上の被約な単純正規交差因子の場合である．ちなみに，lc
は10g　canonical，　dltはdivlsorial　iog　terminalの略である，

　やっとsem▲10g　canonica1の定義である．
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定義4．（X，△）を記号のような組とし，

撰：籔tif｛II：：31：塩ぷ＿1＿y宏

と定義する．勿論，slcはsemi　l◎g　c翻◎裏1ical，　sdltはse皿divisorial　l◎g

tαminalの略である．　sdltを定義する以前にgdaラdslt等，　dltの一般化

のようなものがいろいろ定義されていたようだが，sdltが一番扱い易い
と思う．

　はっきり言って定義を見ただけではslCやsdltは分かりにくいと思う
ので，以下の図で分ったつもりになって頂きたい．

　　　　　¢L鰍アγ起　　　　　　d忙ekwe

③

　　　　　　　　　　　　　　　　　slcタ“ぬce

　　　　　　　　　　←一田田，

　　司酋～統躍眠

以上のようなイメージである，
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藤野修

注意6．元々slc曲面という概念はJ．　KollarとN．　Shepherd－Barronが

曲面のモジュライのコンパクト化のために導入した．モジュライの境界
にくっつける安定曲面を定義するためにslcが必要であった．因にこの方
面は何人かの人が色々と研究しているようである．

注意7・（X，△）がsdlt　n－foldなら，定義より（X’，　O）はdltπ一foldであ

る・さらに（Lθ」，Diff（O－Lθ」））はsdlt（η一1）－foldになる．ここでL◎」

はθの被約部分でDiff（θ一LO」）は

（κx’十〇）1Lo、＝κLe」十Diff（0－LO」）

で定義する，

　注意して頂きたいのは（X，△）がICなら定義より（X’，　O）はICだが，
（L◎」，Di町◎－Lθ」））は必ずしもslcにはならない．［Utah］の［16．9　Propo－

si七ion（16．9．1）］は誤りである．　LO」がS2かどうかが問題になるのであ

る・同じ本の［Utah］の［17．5．2　Example］を見よ．したがってsdltの方が

次元による帰納法等が使いやすいのは明らかであろう．こういう理由で
sdltという概念を新たに定義したのである、

　　以下，主定理のアイデアを述べる．今後（X，△）はsdltπ一foldとする．

実際slcの場合も多様体を取り替えたりして，　sdltやdltのみを扱えば十
分であることもわかる．

Step1先ず，　X’上の因子LO」を詳しく調べる．これはShokurovの曲面の

　　　時の結果の一般化で，LO」がx’の中である種の連結性を持ってい
　　　ることが分かる．証明は対数的極小モデル理論を駆使する．［Fj　1］の

　　　2章を見よ．

Step2線形系lm（K、◎、＋Diff（O－L◎」））1内に沢山の”良い”切断を作る．

　　　論文内ではadmissible　sectionと呼んでいる切断である．注意7で
　　　述べたように，（」O」，Di町θ一L◎」））はsdlt（η一1）－foldなので，

　　　η一1次元のsdltに対するアバンダンスを使うことが可能である．
Step3　Step2で得た”良い”切断をlm（Kx’十θ）1の切断に延長する．これ

　　　が最も本質的な部分である．Step　1でLO・がある種の連結性を持
　　　つことが分かっているので証明できる．［Utah］で2次元のslcのア

　　　バンダンスの証明の際には沢山の場合分けを行って複雑な証明をし
　　　ているが，我々の方法はすっきりと一挙に証明する．［Fj　1］の4章，

　　　特にProposition（4．5）が本質的部分である．

Step4　Step3の切断を張り合わせて［m（κx十△）1の切断を作る．これで

　　　lm（Kx十△）1が固定点自由は示せた．この張り合わせぱ’良い”切

　　　断の定義より簡単に出来る．

Step5　Step4で得た切断を修正して”良い”切断∈｛m（κx十△）1としてお

　　　く．

S七ep6　Step　2に進む．
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注意8．St¢p　1から4は対数的極小モデル理論とlc多様体に対するアパ
ンダンスがη次元で成り立てばn次元で成立する．したがって，既約な
場合が十分分かれば可約な場合はほぼ自動的に証明される．

　“良い”切断を説明するために次の定義をする．

定義9．（xわ△｛）をlcπ一f61d（；＝亙，2）とする．∫：（X1，△1）一→

（X2，△2）がB－birational　map（resp．　morphism）とは，∫：X1－一噺X2が

proper　birational　map（resp．　morphism）で，∫：X一一今X2の共通特異

点解消α：y→X1，β：シ→X2でα＊（Kxコ十△1）＝β享（ざxジトム2）を

満たすものが存在することとする．B－birational自己同型群を，

　Bir（X，△）：＝｛σ：（Xラム）一今（Xり△）1σis　a　B－biratio臓1　map｝

と定義する．mを正の整数で，べ1丘◇△）がC磁治因子とする．この
時，B－pluricanonical　representat三〇n

　　　　　　ρm：Bir（X，△）→GLワo（X，　m（κx十△））

の存在はB－bi琉ionalの定義より明らかであろう．

　B－birational　mapという概念も以下の図を見て理解したつもりになっ
て頂きたい，

例1◎．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（二旭休OMし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　梗換

定理11．（X，△）を／cη一∫o／∂（η＝1，2）とする，κx＋△がネフの時あ

る正の整数moが存在し，

　　　　　　　　　　｝ρm17π。（Bir（X，△川く◎o

が任意の非負整数m1について成立する．定理11の証明は［Fj　1］の3章
を見よ．1次元の時は簡単にチェックできる．

　大雑把に言うと，ラ’良い”切断とはBir－lnvaria戊な切断である．上の定

理11で有限性がでるので簡単にB三r－invariantにすることが出来るのであ
る、
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藤野修

　定理11はXが非特異代数多様体で，B－birationalでなくて普通の双有
理（birati・nal）自己同型群に対しては既に得られていた（［U，§141を見よ）．

基本的にその結果に帰着させるのだが，それなりの小細工が必要である．

　もし定理11がη次元で証明出来ればStep　5もπ次元で成立する．残
念ながら3次元以上では今現在は解けていない．

　以上が定理の証明の大雑把な説明である．以下では応用を少し述ぺて
みたい．

　［Fj3，　Appendix］で次の定理を得た．

定理12．（X，△）を4次元完備北多様体とし，1（x＋△をネフかつ巨大
（物）と仮定する，（1ζx＋△がネフなので，（1ζx＋△）4＞0ということで

ある．）この時Kx＋△は半豊富である．

　これは定理1と［Fl　3］の主定理の証明方法を組み合わせればすぐに従う

結果である．これで一応，定理1が4次元アバンダンスに対して有用であ
ることがわかった．ただし，κx＋△が巨大であると言う仮定は非常に強

い仮定である．したがって残念ながら，4次元アバンダンス予想の完全解

決には程遠い結果である．

　次の結果は10g　canonical　singularitiesの指数についての結果である．

今回の話を使えばすぐに示せるという話ではない．

定理13．（P∈x，△）を3次元1c呼rの芽とし，△は8‡αηぬr∂co麟
∬cτeπおで，点Pは（X，△）のcεη‡ero∫／ogcαπoπ乞cα13迦μ1αr仇e3とす

る．この時（X，△）の点Pでの指数（励e勾1（P∈X，△）は∫プ＝｛r∈

Ni傾r）≦20，ア≠60｝に入る．ここで，ψは仇1er関数である．

　この定理は石井志保子によって特異点が孤立していて△＝0の時に
既に解かれていたのだが，B－birational　mapの理論とStep　1で活躍した

Colmectedness　lemmaの応用として一般化に成功した．詳しく知るには
［Fj21もしくは［ふ1を見よ．結局のところ，2次元のsdltのアバンダンス

定理の特殊な場合をeffectiveな評価付きで証明できるのがミソである．
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