
POLARIZATION　CHANGE　OF　MODU口OF　VECTOR　BUNDLES
　　　　　　　　　　　　　　ON　SURFACE

山田　紀美子（KIMIK◎YAMADA）、京都大・理学部

ABsTRAcT．　We　think　about　the　polarization　change　of　moduli動H（c1，c2）of　rank－

two　H一μ一stable　vector　bundles　with　chern　classes（c1，c2）over　a　surface　with　pg＞

0．We　see　that，　if　c2　is　su田ciently　large，　then　there　i8εL　polarization　L＝L（c1，c2）

such　that頒L（c1，c2）behaves　like　a“Core”among㎜oduli　schemes頒H（c1，c2），

where五runs　over　the　set　of　all　polarizations　of　X．

　　　　　　　　　　　　　　　　　1．導入

　XはC上非特異な射影的曲面、HはX上のamρle蓋i批bund］e（以下pol頭zaもion
と呼ぶ）とする。すると（c1，c2）∈Pic　X×Zに対し、X上のH一μ一s栖bleなrank－two

ベクトル束でChem類が（c1，c2）であるものの粗モジュライ頒H（c1，c2）が存在する。

～般にpolarization万が変わればモジュライ頒H（c1，功）の構造は変わるが、どのよ

うに変わるかというのがこのレポートの話題である。異なる二つのpolarizaion万，
H’があったときにそれぞれの与えるモジュライ妨〃（C1，C2），∬πH’（C1，C2）の構造を比

較することで、既に興味深い仕事がなされている。たとえばc2がH，　H’に対して
十分大きければ頒H（q，c2），m避’（c1，c2）は互いに双有理同値になる（［8］）、あるいは

蹴H（c1，c2）からi双H’（c1，c2）へはThaddeus型のHipを介して変化する（［6］）、など。

一方このレポートでは，万が御ralizati◎nの集合全体を走ったときベクトル束のモ
ジュライ蹴H（ε1＞ε2）達がどう振舞うかを考える。この問題は次のように言いかえる

ことができる：各但r誠za地澄Hに対して蹴憂（c1，c2）はX上のsimple　she㎡のモジュ

ライ鋼に埋め込起とができるが・この紛集健怖く・・，・・中・・mpl・｝が

Splxの申でどのように振舞うか。
　このレポートの主定理を述べる。

定理1．1．Xについて（1）、（2）のうちいずれかが成り立つとする：

　（1）ρ9（X）＞0。

　（2）Xは小平次元が∫であるrelα励吻m煽mα》な楕円曲面である。そして∫∈
　　　NS（X）を劫εrc／αδ3とするとcピ∫が奇数である。

この時、ε2がc茎に対して十分大きければ、あるρo垣磁勧π五＝五（c1ヲε2）があって

次を満たす：頒五（ε1，c2）は既約であり、任意のρθ必W頭θη∬に対し頸L（錫c2）∩

頸∬（c1，c2）はηoπεmρ如となる。

標語的に識ば・こ励・（c1，・・）はS・1。の部分集擁』（・・，・・）IH・ampl・｝

の中で「核」のように振舞う。このレポートでは、2節以下で証明のあらすじを述
べ、最後の5節でいくつかの注意を述べる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　山田紀美子

　　　　　　　　　2．準備：AMpLE　coNEの中のwALL構造

　ベクトル束のモジュライのpolarization　changeを調べるときによく使われるwaU
の概念について復習をする。詳しいことは［91や固などを参照されたい。

定義2．1．（c1，c2）は固定しておく。Num（X）はPic（X）をnumerically　equivalence

（～）で割った空間を、Amp（X）⊂Num（X）⑧IRはXのample　coneを指すものと
する。

（1）η・N・m（X）＼｛・｝に対してW・を｛D・Am・（X）ID・η一・｝と定義する・

　（2）集合W（c1，c2）を

｛　　　　あるpolarization　Hと、Chern類が（c1，c2）であるH一μ一stableなWη≠のrank－two　sheaf　Eと、rankが1であるEのsubsheaf　F　　　　があって、η～2c1（F）－c1（E）φ0．｝

　　　と定義する。W（c1，c2）の元Wを（cb　c2）型のwa11と呼ぶ。

　（3）（c1，c2）型wallを定めるη∈Num（X）に対しEη（c1，c2）を、　Chem類が（c1，c2）

　　　であるrank－twoベクトル束γで、2F－c1～ηを満たすdivisor．Fと1．c．i．
　　　zero－dimensional　subscheme　Z⊂Xのイデアル∫zを用いて

　　　　　　　　0－→0（F）一→γ一→（り（c1－F）⑭∫z－→0　　　　　　　（1）

　　　という形の自明でない完全列で表すことができるもの全体をパラメトライズ

　　　するschemeとする。

　polarization　HがAmp（X）の中を動くとき，…mπ（cb　c2）の構造が変わるのは、　H

が（c1，c2）型のwallを通過する時だけである。

定理2．2（［9D．　X上のρolαr顕伽ηL＋，　Lの間を通る（c1，c2）型のωα〃は仰b一つだ

けとし、L±を含む（C1，C2）型のωαIIは存在しないとする。この時、3e‡一仇eore批αIlyに

　　　　頒ぷ）一（頒L．（C・，C2）一輌）（亀中（卿，り

が成り立つ。ここでηはWη＝孤でありη・L＋〈0であるη∈Num（X）全体を
走る。

　なお、定理2．2の中でL土が満たす条件は十分一般的であることが次の命題からわ

かる。

命題2．3．集合W（c1，c2）はAmp（X）の中で局所有限である。

Pアoo∫［3，　Chapter　III及び［6，　Section　1］を参照。　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　　　　　　3．主定理の証明：Pg（X）＞0の場合

　この節ではPg（X）＞0であると仮定する。まずAmp（X）の中のコンパクトな部分
集合κを、Intκがnonemptyになるように取って固定しておく。この時次の事実が
成り立つ。

命題3．1．c2がc1及びκに対して十分大きければ、　R←・κに含まれる任意のρo／αr一

励励πHに対して頒H（C1，C2）はπ0ηempらかつ既約であり、互いに双有理同値で
ある。
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　命題3．1が成り立つように、c2を十分大きく取って固定しておく。次に（c1，c2）に

対しpolarization　L＝L（c1，c2）をR＋・κに含まれて（cb　c2）型wallには含まれない

ように取る。命題2．3よりそのようなLは本当にある。～方、ρg＞0であるから
nonzero　sectionθ∈HO（1ぐx）が存在する。　c2が（θ，　c1，κ）に対して十分大きければこ

のpolar輌zaもion　L＝L（c1，¢2）が主定理L1の状況を満たすことを、二つの場合に分

けて証明する。

記号．L－Gieseker－semis捻bleなX上のrank－tw◎sheafでChem類力㌣c1，c2）になるも
ののS一同値類の粗モジュライML（c五，c2）は頸L（c1，c2）を開集合として含む。頒L（c1，c2）

のML（c1，c2）における閉包を頭L（c1，c2）と表して、　reduced　subschemeと思うことに

する。一般にML（c1，c2）はC上射影的であるから、頭L（c1，c2）もC上射影的である。

また、Lの取り方より頭L（c1，c2）はintegralである。このschemeのdesingularization

頒L（c1，c2）を一つ固定しておく。最後に、　X上のcoherent　sheaf　Fとline　bundle　L
に対し、trace　map　H↑（孟r）：Exti（F，　F（L））→H↑（L）のkerne1をExt‘（F，　F（L））oで

表す。

Case　3ユ．藪乙（c1，ε2）のCvaluedρointφがいつでもL－Gieseker－§捻ble§heafに対

応している場合。

　この場合は，θ∈1ゴ◎（1ζX）が与える頒L（Cb　C2）上のtwO－fbrmを用いて頸L（C1，e2）

の双有理的な構造を調べる。
C・・e3・・が成り立つ場合・菰・（・・，・・）の6・・le　c・v・・i・g舷→菰・（cl，・・）｝、を過

に取れば、M×X上にはmoduliのuniversal　sheaf万が存在する。すると∬πL（c1，c2）
上にも6・・le　c・v・・i・gピ→旗・（・・，・・）｝、があって訊・X上｝・は（universal・h・・f

戊膓をpullbackして得られる）sheaf潟が存在する。［7］及び［101によれば、　sheafた

ち｛万｝と1ζxのsect輌onθを用いて、蹴L（c1，c2）上にもwo一品rm◎θを構成すること

ができる。このtw〔㌶o灘は次のような性質を持つ：灘ooth　p◎磁E∈餓る（c1，c2）
（desingula配ationを考えているので）に対し、

　　　　eθ⑧科E）：7ξ鰍L（C1，C2）＝喬頭L（ε1，C2）一→7捻頸L〈Cわε2）∨　　（2）

は

　　　　　　　　　⑧θ・E・t1（E，　E）°一→Ext1（E，　E（κκ））°

に等しい。今、（2）のkemelの次元を評価したい。そこで次の完全列に注意する。

　　　　　H・m。（El。，E（κx）1。）一→E・t1（E，E）巴E・t1（E，E（κx））．　（3）

ここでDはθの与えるXのdivis◎rである。

補題3．2．ε2が（θ，cコ，κ）に対して十分大きければc2に依存しない定数ρ1＝ρ1（θ，c1，κ）

があって磁m｝lomD（司D，疎κX）iD）◎≦P1．

Proo∫この補題はDonaldsonのgeneric　smoothness　theorem［11と、モジュライの変
形理論を用いて証明される。証明は例えば［5，lemma　3．5］を参照されたい。　　口

補題3．2と完全列（3）を用いれば、次の補題が簡単に証明できる。
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補題3．3．c2に依存しない数p2＝ρ2（θ，c1，κ）があって、c2が（θ，c1，κ）に対して十

分大きければ、‡ω0－∫om｛∂θ＝Oθ（C1，C2）は

　　　　　　　　　　　　　く［dim頒L（c測／2】－P29，≠0

を満たす。特に
　　　　　　　　　　為2｛d㍍販（⑭2）／2］－2釦2・°（頭五（c1，c2））〆0．

　今、L＝L（c1，c2）は定理1．1の状況を満たしていないと仮定する。

補題3．4．男tH（c1，c2）の既約成分Mは、あるρo／碗zα2‘oη∬’に対してM∩2πH，（c1，c2）

灘のを満たすとする。するとルイのred％c励ηルし。4はγ×P（に双有理同値である。

ここでγはdimγ＜2c2－《4／2）＋4（X）を満たす刀αr岨y。

Proo∫ル｛は既約だから、定理2．2によれば、（c1，c2）型のnonempty　wa11を与える適当

なnumerical　classηがあって、ルf．，dは1ヲη（c1，c2）に双有理同値になる。c2＋（η2－cl）／4

を1η（c1，c2）で表すことにすると、morphism

　　　　　　　　　ψ・隅（¢わC2）→Pi・（x）×Hilbξ・（ぐ画（x）

を

　　　　　　　　　（臨轍賠束の一醐

で定めるとw・11－d・6・・dであり・ψのフ・イ・・一はP（E・己（0（・rF）田・，0（F））v）

の開集合である。補題3．4はコホモロジー群のbase　ch狐ge　theoremを用いれば示す

ことができる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔］

Lは定理1．1の状況を満たしていないのだから、孤L（c1ッc2）は補題3．4に挙げられ
た条件を満たすvarietyγ×ヅに双有理同値になる。んN・o（M）はsm◎◎もh　complete

var輌ety　M「に対してbi戯垣n巫y輌nvaria就であるから、

　　　　　　　　　れ潔》0（藪L（C1，C2））　＝＝　九V＞｛｝（γ　〉く　Pξ）　＝　んハ㌧ξ）（γ）

が成り立つ。ゆえに

　　　　　　　ん凡゜（飢L（c1，c2））≠0・⇒N≦2・、《・…／2）＋4（X）．　　　（4）

一方、補題3．3より、c2が十分大きければ

　　　　　　　　　　ん2｛dimm・（c・・c・）／2］－2P・・°（旗、（・、，・、））≠0．

（4）より、

　　　　　　　2｛d輌m頒L（c1，c2）／2ト2抱≦2c2－（c…／2）尋一く～（X）．　　　　　　　　　　　（5）

一般に由m蹴る（ε1，C2）≧4¢2－c↑－3X（σx）なので、（5）に代入して整理すれば

　　　　　　　　2c2≦（¢…／2）十3X（Ox）一←ζ～（X）一ト2《）2（θ，¢1，κ）

が成立しなくてはならない。ゆえに、C2が（θ，C1，κ）に対して十分大きければLは定

理1．1の状況を満たさねばならない。

Case　3．2．頭L（c1，c2）のあるC－valued　pointφがL－Gie8eker－stableでないsheafの

S洞値類を与える場合。
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　この場合は、任意のpolarization　Hに対して王r一μ一stableなsheafのなす頒L（c1，c2）

の部分集合σ葺sがnonemptyであることを、　mL（c1，c2）が既約であることを用いて
直接示す。但し、「H一μ一stableなsheafのなす頭L（c、，c2）の部分集合」は定義できな

い（注意3．7参照）ので、…mL（c1，c2）の上ではなくてQuot－schemeの上で考える。

　Gieseker－semistable　sheafのモジュライの構成法（［41）によれば、　Quot－scheme

Quoto2／x（2，　cl，c2）　（Rは適当な整数）の適当なopen　subscheme　Q33があって・

G＝PGL（R，　C）が作用していて、その作用によるgood　quotient　Q85／／（7が構成

できて、Q∬／／Gがrank－two　Gieseker－semistable　sheafの粗モジュライML（c1，c2）に

なる。Qμ噌5⊂（285を、L一μ一stableでlocally　freeなquotient　sheafのなすopen　sub－

schemeとし、その（2ssでの閉包を1豆芦と表してreduced　subschemeの構造を入れ

ておく。このschemeについて次が成り立つ。

補題3．5．　（1）10輝は既約である。
　（2）L一αe3eんer－3εαblθでないαuo‡ieη‡3んeα∫Eφを与えるC一秒αんe4　po煽φ∈σ芦

　　が存在する。このようなφについては、勝手なρo’αr伽加ηHに対してEφが
　　H一μ一3em3沈ωεになる。

Pアooφσρ5の既約性は、動L（c1，c2）が既約であることを用いて証明する。補題3．5で

主張したようなpointφの存在は、　Case　3．2での仮定を思い出して証明する。（2）の

後半を証明する。EφはL－Gieseker－stableでないのだから、rankが1であるsheaf　F1，

乃があってc1（F1）・L＝c1（乃）・LかつgrL（Eφ）＝ハ㊥乃が成り立つ。このようなφに

対してEφがH一μ一semistableでなかったとする。η∈Num（X）をη＝c1（F1）－c1（乃）

とおくと、L・η＝0かつH・η≠0であり、従ってWηがLを含む（c1，c2）型のwall

であることが容易に確かめられる。これはLの取り方に矛盾する。　　　　　口

Hを勝手なpolarizationとし、H一μ一semistableでもあるquotient　sheafたちのなす
Q・・のopen　subschemeをσ歪～とおくと、補題3．5より1豆芦∩U富≠のである。　Q岬

はζ｝μ’3の中でdenseだから

　　　　　　　　　　　　　　（2芦3∩しrl～≠の．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

補題3．6．H一μ一8‡αbJeでもあるベクトル束E∈頒L（c1，c2）が存在する。

．Proo∫Hが（c1，c2）型のwallに含まれていない場合をまず考える。（6）よりH一μ一

semistableでもあるベクトル束E∈頒L（c1，c2）が存在する。もしもEがH一μ一stable

でなかったら、Eのsub　line　bundleFで2c1（E）・H＝cl（F）・Hなるものがある。
η＝2c1（E）－c1（F）はη・H＝0かつη・L≠0を満たす（η・L＝0だとEはL一μ一stable

でなくなるから）。よってWηは∬を含む（c1，c2）型のwal1になる。これは矛盾。次

に、Hが（c1，c2）型wallに含まれる場合を考える。定理2．2や命題2．3より、（c1，c2）

型wallに含まれぬpolarizationたちL1，＿，現があって

　　　　　　　　　Qμ一s∩σ葺5⊃Q什s∩u£15∩…∩σ£：5

を満たすことが確かめられる。前半よりQ岬∩σ£；3≠のが各1≦τ≦ηに対して成

り立つ。補題3．5よりQμ一sは既約であるから、右辺の集合もnonemptyでなくては

ならない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

補題3．6よりCase　3．2の場合に定理1．1が成り立つことがただちに従う。
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注意3．7．証明を頭L（cユ，c2）上ではなくてQuot－scheme上で与えたのは、「H一μ一stable

なsh㈱fのなす菰L（c1，c2）の部分集合が定義できないからである。もう少し正確に言

うと、ベクトル束たちE1溺2が5洞値すなわちgrL（E1）＝gτL（E2）だとしても｜E1
が私μ一stable⇔昂が具μ一§table」は一般に成り立たない。

　　　　　　　　　　4．主定理の証明：Xが楕円曲面の場合

　この節では、Xはrelatively　minimalな楕円曲面でκ（X）＝1とする。さらに、6ber
class！∈NS（X）に対してεジ∫＝ムが奇数であるとする。
　百∈NS（X）を角∈店c（X）のalザbraica11y　e餌iva｛題ce　clas§とする。ρo至雛izaも拍n

」fに対し、頒H（C1ッC2）をX上のr肌k－two　H．μ一stable　vector　bundle　Eで可（E）＝可

かつc2（E）＝c2なるものの粗モジュライとする。次に、（c1，c2）∈Pic（x）×Zを固
定しておき、1万∈Amp（X）は（c1，c2）－suitableなpolarization（｛2，　Lemma2・3］参照）

とする。乱暴な言い方をすれば、匁np（X）の中で（c1，ε2）に対して十分κxに近い
p◎la虚aも沁nのことである。今の場合、定理L1がL（ε1，ε2）二万∫に対して成立する

ことを証明するのであるが、そのためには、勝手なpolarizati◎n∬に対して

　　　　　　　　　　　　三〕π、研∫（C1，C2）∩三刀¢」ロ（乙『，　c2）≠の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

であることを証明すれば十分である。動Hタ（可，c2）の双有理的な構造は比較的よく分

かっている。12，Cぬρ㌔パ登，　The㈱m　3．14〕によれば次の命題が成り立つ。

命題4．L頒H∫（Cl，C2）は非特異で、2£＝4c2－ci－3X（Ox）がηoηπegα勧eならば

Pico（Jb（X））×Hilb‡（Jb（X））に双有理同値。τが祝gα伽eならば6mμy。

　ここで、命題4．1に出てくるJb（X）とはXに付随したJacobian　elliptic　surface
（｛2，斑。3］など参照）である。定理1．1を証明するには、κ（X）＝1の時κ（ゾ参（X））≧0

であることを証明する。すると命題4．1より頒ゼ∫（碗c2）の非特異な閉包も小平次元

が0以上になることが分かる。補題3．4を用いれば、c2が十分大きい時（7）が成り立

つことが証明できる。

　　　　　　　　　　　　　　5．いくつかの注意

注意5．1，定理1．1において「c2がc1に対し十分大きければ」との仮定を外すことは

できない。実際、定理1．1の（1）を満たすXと（cb　c2）∈Pic（X）×Zとpolarization

たち∬1，砺で、次の二つを満たすような例がある（証明は省略する）。

　（1）　孤」甘ξ（c1，c2）≠φ　　（Z＝1，　2）．

　（2）　脇方「、（c1，c2）　∩　鰍澄2（ε乏，c2）＝φ・

この時定理1．1の状況を満たすpolarizatio豆L＝L（c1，c2）は存在しない。実際、その

ようなLがあったら頒L（Cl，c2）∩皿H、（c1，c2）≠のカ㍉＝1，2に対して成立するが、

班L（¢1，c2）は既約だから、

　　　　　　　　鰍L（c1，c2）∩頒苗（c、，c2）∩恥，（cいc2）≠¢

でないといけない。これは（2）に反するので矛盾。

注意5．2．定理1．1は、「c2が十分大きければ、全てのpolarization∬に対して頒パc1，c2）

達は互いに双有理同値」と言うことを意味しているのではない。実際、定理1，1の
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仮定を満たす曲面xとClξPic（x）で次を満たすような例がある：どんなに大きな
数ノVに対してもある整数c2＞／Vがあって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sup　dim頒H（c1，c2）＝十〇〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃：礁mμε

が成り立つ（｛11D。このような面倒な状況が起こるのは、主にample　c◎醍Amp（X）

（をスカラー倍で割った空闘〉がコンパクトでないためである。

注意5．3．定理1．1と深い関係のあるQ桓の予想に触れておく。Qinは同の中で次
のように予想した：

　　　　X，C1，C2は文頭の通りとする。もしもC2がC1に対して十分大きければ、
　　　　あるpolarization　L＝L（c1，c2）があって、勝手な｛mL（c1，c2）の既約成分

　　　　ルfと任意のpolarization　Hに対して、　H一μ一stableでもあるベクトル束

　　　　E∈ノ∪がある。

　　この予想はある種のruled　surfaceやκ（X）＝0なる極小曲面については正しいこ

とが分かっているが、一般的には未解決である。定理L1はこの予想への部分的な
回答でもある。
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