
MALCEV　COMPLETION　OF　GALOIS　GROUPS　AND
　　　　　　　　MIXED　TATE　MODULES

松本眞

（Duke大RHa斑との共同研究）

　　　　　　　　　　　　　　　1．動機

　Fを数体、GF：＝G頑云／F）をその絶対ガロア群とします。この原
稿で考える問題は、「GFの線形表現で機何から来るもの』全体はど
んなカテゴリーをなすか」です。
　「幾何から来るもの」とは何か、の明白な定義はありません。が、幾

何から来る表現の例を二つあげます。X／Fを幾何的連結なF上の代数
多様体とし、その係数拡大を天：＝X⑧アであらわします。するとエ

タールコホモロジー尾（X，QのはGFの作用する簸線型空間になり
ます。これが幾何から来る表現の代表例です。
　また、Xに礼有理点があったとしてその一つをエとすると、　pro－2代
数的基本群rI：ぱπ｛ε）（ア，司にGFが作用します。　nは一般には非可換

群ですが、「マルセブ完備化のLie環」（Appendix参照）を使って線形化

でき、GFの作用する竜線型空聞をつくることができます。これも幾
何から来るガロア表現の例です。

　一つ一つのガロア表現を研究することも大切ですが、それらの全体
の構造、いいかえると「幾何的対象から来る線形ガロア表現の全体は
どんなカテゴリーか」というのが基本的な問です。おおまかに分けて
LGF線形表現のうちどんなものが幾何から来るかの群論的特徴づけ、
2．そのカテゴリーの構造の決定、の二つのステップがあります。「幾何

から来た表現」の定義がない以上、1．についてはある程度恣意性があ
ります。

　ここでは少しカテゴリーを制限して、rmlxed　Tate　module」全体の

カテゴリーを考えると、その構造を決定できる（淡中圏の意味での基
本群が求まる）ことを説明します。

　／）《話e：January　9，2◎◎1．

　この研究は文部省科研費によってサポートされています。この研究の一部は著者

のDuke大及びMS斑滞在中になされました。関係諸機関に感謝します。この原稿は
2000年代数学シンポジウム講究録の松本原稿「ガロア群の代数群による完備化と基

本群への作用」と大きく重複するのをご了承ください。．
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　　　　　　　　　　　　　　松本眞

　これを用いて、Deligneが述べたと言われる、「射影直線引く3点の
pro一ε基本群へのガロア群の作用に関する予想」（formulationは伊原［5］）

のうちの「生成」部分を証明することができます。

　　　　　　　　　　2。淡中圏と淡中基本群

　んを体とします。以下では、ん上の代数群Gとは行列群の代数的部分
群のことを言うことにします。Vecたでん上の有限次元ベクトル空間の
カテゴリーをあらわします。

De丘nition　2．1．た上のpro代数群9とは、代数群の全射によるpr（卜
jective　system（Gλ）λ∈Aのこと。正確には代数群のカテゴリーのpr（卜

objectで、

　　　　　　　　　　　　9＝lim　Gλ
　　　　　　　　　　　　　　←λ∈A
と見なせる。

　同様にprounipotent群とは、　unipotent群（すなわち対角成分が1で

ある上三角行列群の代数的部分群）の全射によるprojective　systemの
こと。

　pro代数群9の線形表現とは、有限次元k線型空間であってあるGλ
の代数的作用が定まっているもの。9→Gλを経由して9作用とみな
す。9のん線形表現全体のカテゴリーをπep（9）で表す。

　上で、Gλ，　Gμの表現が与えられた時、射影系ですからG．→Gλ，

G。→Gμがありますので、G。に引き戻して同じなら二つの表現を同
じと思います。言い換えると、

　　　　　　Hom（9，GL（γ））：＝lim　Hom（Gλ，GL（γ））

　　　　　　　　　　　　　　　λ百

の元が9の表現です。

De6nition　2．2．体ん上の（丘ber　functorを持つneutra1な）淡中圏ル｛

とは、あるん上のpro代数群9のL線形表現全体のカテゴリーπep（9）
と同値なカテゴリーのこと。9を、Mの淡中基本群という。

Remα袖2．3．実際には、上の定義は本当は定理であるべきものです。ち

ゃんとした定義は以下のような感じで公理的に与えられます。淡中圏ルf

とはん上のアーベル圏で、tensor　functorと呼ばれる⑧：ル｛⑧ル｛→ルf

が与えられ、tensor　functorを保つ6ber　functor　F：ル｛→ソec★が与え

られ、いくつかの公理を満たすもの。

　この時、fllnctor　Fのtensorを保つ自己同形群Aut⑧Fには自然にpro

代数群の構造が入ります（κ←→Aut⑧（F⑧kκ）をrepresentするpro代

数群）。このpro代数群を「Fを基点とするMの淡中基本群」といい、

　　　　　　　　　　　7r1（ル｛，F）：＝Aut⑧17

で表します。
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COMPLETION　OF　GALOIS　GR．OUPS

　定理は、ルf＝π1（ル｛，F）－moduleの圏，　M∈ルfト→F（M）なる

tensorを保つカテゴリー同値があることです。

　このようなものを「基本群」と呼びたい気持ちですが、典型的な例

としてえ＝鴉、Xを実可微分多様体、ル｛xをHat　connectionの入っ
たX上の有限次元ベクトルバンドル全体、忽をX上の一点とし、盈：
ル｛蒐→ソε蔭を忽上のファイバーをとる租nc衙とすると、淡中圏に

なります。M∈Mxに対してHat§ectionをつなげることでモノドロ
ミー写像π1（X，勾→A就1㌦（M’）が得られ、Mを動かすと

　　　　　　　π1（X，¢）→Aut」膓＝π1（ノLイx，凡）（た）

が得られます。この写像の像はZariski　denseで、右辺の淡中基本群は
π1（X，勾の代数的完備化と呼ばれます。この場合のル㍑はπ1（X，コじ）の

有限次元ん線形表現の全体です。
　淡中圏の正確な定義は、例えば｛11を参照してください。

　　　　　　　　　3．MIX肋TATg　MODU斑S

　εを有理素数、Fを数体、　Sを有限素点の有限集合でε上の素点を全

て含むもの、0呪sを8－integerの環、　G呪sをFの5の外で不分岐な最
大代数拡大体のF上のガロア群（代数的基本群の言葉で言えば（記8＝
π1（OFβ））、X：Gβ→Zゾ⊂Gm（Q∂を乙進cyclotomic　characterと

します。G君sはFの絶対ガロア群GFの商群で、5の外の素点の惰性
群全てで生成される正規部分群で割って得られます。

　以下、GFの線形表現Mといったら、　GFが連続に作用する有限次元
Qξ一線型空間Mのことを言います。
　Q2（1）でσ∈GFがcyclotom輌c　eh鍵acter　x‖こよりx（σ）倍として作用

する1次元魁線型空間をあらわし、Q〆m）でx（のm倍として作用す
る1次元空間を表します（m∈Z）。この一次元空間をweight－2mの
Tate　moduleと呼びます。

De6nition　3．1．　OFの線形表現Mが0呪5上不分岐なε一進mixed　Tate

moduleであるとは、

（i）GFの作用は3の外で不分岐、すなわちOF→G呪sを経由する。
（ii＞Mにはweight飽ratぬnと呼ばれるG兄3一不変な上昇丘1trationが

　　入る。斑trationは◎から始まりM自身で終わる：

　　　　　◎＝WlvM　c　Wiv千1ムぜ⊂…⊂w’M＝M．

　　丘ltrationの添え字は整数（負でも良い）。

（iii）不変性より、graded　quotients　Gr罵、M：＝砿M／肪＿1．M（m∈Z）

　　はG呪5－moduleとなるが、奇数ウェイトは消滅し、偶数ウェイト

　　はその重みのTa加moduleの直和。すなわち、ある整i数rm≧0に
　　よってGr㌫＋1M＝0、　Gr㌫Mi≧◎（－m）隔．
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松本眞

0呪5上不分岐な⑫一進mixed　Tate　moduleのカテゴリー（射はGF加群
としての射）をMTM〆0呪s）であらわす。

Remα佼3．2．ガロア群GFの線形表現であってf幾何から来るもの」に
はウエイトフィルトレーションと呼ばれるフィルトレーションが入ると

考えられています。元の幾何が0題上スムースなものであるならGF
の作用はG零を経由すると考えられます。これで、さらに各9Taded
quotientsがTate　m◎duleであるという条件を課したものがmixed　Tate

modulesです。
　上の定義3．1では「幾何的」という条件をほとんど反映していませ
ん。が、この場合の特殊性により、これだけの条件で非幾何的な表現を

排除していると思われます。例えば、加法的で非自明なキャラクター

・輪一Z・をとりσ∈G呪・一
（1α（σ0　1））によりQ唖を

G民5一加群にしたとします。このような表現には定義3．1を満たすよう

な6］t琉i畷を入れることができません。

Example　3．3．　（1）Taもe　module　M＝Q8㌦）はM＝W－2mM⊃
　　W＿2m＿1M＝0により、　MTMε（OFβ）の対象となる。

（ii）代数多様体の基本群。　XをF上の幾何的連結代数多様体、エ∈
　　X（F）を有理点とすると、pr（卜ε代数的基本群n：＝π｛の（）ζ，勾には

　　GFが作用する。
　　　Z）をHの｛Qε一係数連続マルセフ完備化（Appendix、および［3］

　　参照）とし、pをそのLie環とすると、　pにはweighも61trationが

　　入り、旬悟pは有限次元GF－m◎duleとなる。　Xが0只3上スムー
　　ス、露∈X（0民ぷ）（Xがpτope妥でないときは、コンパクト化にお

　　けるc◎mpleme泣divis◎rと露を合わせて0ぴ上etale，を仮定す
　　る）とすると、この作用はGFβを経由する。
　　　．一一般にはp／晦pはmixed　Tate　moduleにはならないが、　Hム（x，Q2）

　　がQ〆－1）の直和の場合はmixed　Tate　moduleとなる。例えば、
　　F＝Q，3＝｛⑳，X：＝PL｛0，1，00｝／Qの時は（base　pointと
　　して前をとると）上の条件が満たされ、pのweight丘ltrationは

　　本質的にlower　central　seriesに一致する。正確に述べると、　lower

　　ce簸もral　seriesをがp：＝p，　Lm＋1p：＝［Lmp，plで帰納的に定義する

　　と、皿2斑頂＝ゾ2mP二五mpであり、

　　　　へくぬ
G・野P・一ΦG・罵P

　　　　m＝－1

は2元生成自由Q両e環となり、また各gmded　quotientはその重
みのTate　moduleの直和となる。すなわちp／Wwp∈MTM2（OFβ）．

13◎
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COMPLETION　OF　GALOIS　GR◎U萎》S

　　　　　　4．ガロア群のPRO一代数群による完備化

　MTM王（0万）はガロア群G呪5のある種の表現のカテゴリーですが、
実は淡中圏になります。すなわちあるpro一代数群．毎5の表現全体のカ

テゴリーになります。次の考察により、．4耶は0呪sの代数群によるあ
る種の完備化というべき操作によって得られます。

　M∈MTMパ0夙3）とすると、準同形G田→A武w　Mがあります。
ここにAutI〃Mはweightを保つ自己同形、

　　A碇wM：＝｛∫∈G1｝（M）｛∫（砿M）⊂臨Mf◎rallm∈Z｝

です。すると短完全列

　　　　　　1→U－→Autw　M→Aut（Gr野M）→1

が得られます。、Mのweight丘ltrationに沿った基底をとると、〃は対角

成分が1の三角行列、すなわちunipotent群になります。各graded　quo－
tie就s　Gr㍊．Mにα∈Gmが♂で作用することによりG坑→Aut（GrW　M　●）

を定義し、これにそって短完全列を引き戻すと

　　　　　　　　1－→σ→AutWGr　M－→Gm→1

を得ます。セクションGm→Au鰍G，　Mを決めると共役によりGmが
σに作用します。先にとった基底がこの作用の固有ベクトルになるよ
うセクションを決めると、Gmはσの各ブロックにX肌（m＞0）で作用
することがわかり、特にび／餌明への作用｛これはセクションによらな
い）にもおなじことが言えます。

　Mが2一進mixed　Tate　moduleであることから、0呪sの像はAutwG，　M
の◎ε一有理点の群に入ることがわかります。この像のZ建ski閉包をGM
とすると、

　　　　　　　　　1－→σM→GM→Gm→1
なる短完全列を得ます。

　さて、逆に短完全列

（1）　　　　　　　1→σλ→Gλ鵬Gm→1

と連続群準同型

　　　　　　　　　　　ρλ：GFβ→Gλ（Q∂

が与えられ、条件

（i）ρλ｛まZariski　dense

（ii）　　Pλ　 o　ρλ　

＝
　）（，

（111）ζな‖まunipotent，

（iv）abel化ぴ《6へのG伽作用はxm（m＞0）の直和

が満たされるとき、Gλ一moduleはε一進mixed　Tate　moduleとなること

が比較的容易に示せます。Levi分解の定理によりセクションGm→

131
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　　　　　　　　　　　　　　松本眞

Gλが存在しますが、これを経由したGmの作用によりMを固有空間
㊥m∈zM［m］（M回にはxmで作用）と分解したとき、

　　　　　　　　　　WM：＝ΦM［司

　　　　　　　　　　　　　　　m≧与

と丘ltrationを定義すると、この61trationはセクションによらず、ε一

進mixed　Tate　moduleの公理を満たします。（特にσλのLie環はGλ一

moduleなのでweight　61trationが入り、従って砥にもweight創tration
が入ります。）

　この観察によりε一進mixed　Tate　moduleとは、条件（i）一（iv）を満たす

ようなある短完全列（1）の、Gλ一moduleに他なりません。このような

Gλたちがprojective　systemをなすことは容易にわかりますので、次の

定理を得ます。

De6nition　4．1．　GF，5のX：G呪3→Gm（Q∂に関するweighted　com－
pletion．4Fβを、　pro一代数群

　　　　　　　　　　　　メF，s：＝lim　Gλ
　　　　　　　　　　　　　　　　丁

で定義する。ここにGλは、短完全列（1）であって条件（i）一（iv）を満た

すような代数群のprojective　system。　projective　systemの構造射は、

∫：Gλ→Gμであって、∫。ρλ＝ρμおよびρμ。∫＝pλを満たすもの。

Theorem　4．2．　GFβ→．4呪5（Q∂は

　　　　　　　　MTM4（OF，s）竺｛．4Fβ一mo翻e｝

なるカテゴリー同値を引き起こす。言い変えると、MTMε（OFβ）はQε

上の淡中圏でその淡中基本群はノtF，s。

　　　　　　　　　　　　5．ノt呪sの構造

　その定義から、短完全列

（2）　　　1→κ呪。→メ瓦。P堅Gm→1

と、像がZariski－denseな連続群準同型

　　　　　　　　　　ρFβ：GF，s→．4F，5（Q∂

が与えられ、餌s。ρ呪3＝xを満たします。各σλに正規部分群による
weight丘1trationル元σλカぎcanonica1に入っていたので、κF，8もweight

filtrationを持ちます。

　κ呪sのLie環を㌔5で表すとκ呪5はpr（チunipotent群、㌔5はpr（｝

nilpotent　Lie環で、やはりweight丘ltrationを持ちます。

　（標数0の体上では）pro－unipotent群のカテゴリーとpr（畑nilpotent

Lie環のカテゴリーは同値で、互いに他をexponentialと10gで復元で

6



COMPLETION　OF　GALOIS　GROUPS

きますから、娠5とそこへのGmの作用を記述すれば．転3は決定でき
たと言えます。

　次の定理は、セFβの構造を群コホモロジーによって決定します。

Theorem　5．1．

　（i）

　　　　　　セ夙・αb竺H酷。（GFls，Q乏（m））＊⑧Q・（m）・

　　　　　　　　　　m≧1
（ii）

　　　　　H2（セFβ）一・Φ賠。（G呪・，Q・（m））⑧Q・（－m）・

　　　　　　　　　　　m≧2

　転5は有限次元nilpotent　Lie環のprojective　limitなので、各有限次元

商に離散位相を入れた位相が入ります。転sαbは転5のpro－nilpotent　Lie

環としてのabel化（つまり各有限次元商のabel化のprojective　limit）

で、これはκF，5のpr（トunipotent群としてのabe1化とcanonicalに同

型です。H2（セFβ）はLie環の連続cohomologyです。これは通常のLie

環のcohomologyを定義する際において、上記の位相に関して連続な
cochainに制限して求まるcohomologyです。　Hlt、（GFβ，◎（m））は群の

連続cohomologyです（［9］参照）。

　定理の（i）の証明の概略は次の通りです。まず、定義からκ田αbは短

完全列（1）にあらわれその下の条件（i）一（iv）を満たす砿のうち、　abe1な

もののみを走った

　　　　　　　　　　　　　　lim　　　σλ
　　　　　　　　　　　　　　ト　　　　　　　　　　　　λ・σλis　abelial1

に他なりません。Levi分解によりGλ竺σλ×Gmとなり、projective
limitは

　　　　　　　　　ρλ：（3F，s→（σλ×Gm）（Q∂

がZariski　denseなもの全体を走ります。この時、ρλに対してG呪5→
Uλ（Q∂をσ∈G呪5ト→ρλ（σ）X（σ）『1で定義してやると容易に1－cocycle

になることがわかります。この対応により、

｛ρλ：（碗5→（σλ×Gm）（Q∂｝／［砥（Qのの共役作用1竺忠，（G君s，σ（Q∂）

なる1対1対応が得られます。いつρλがZariski　denseになるかですが、

σλ（Q∂をQ〆m）同型部分に分解して

　　　　　　　　　　σ・（Q・）一Φσ・（Qの圃

　　　　　　　　　　　　　　m≧1
と分解した時、表現論から各コンポーネントρλ［吋：G呪3→σλ（Q∂［m］×

Gm（QのがZariski　denseな像を持つときかつそのときに限りρλはZariski

dellseになります。

133
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　　　　　　　　　　　　　　松本眞

　各コンポーネントでのZariski　dense性を調べるには、σ：＝〔なが

Q2（m）同型成分しか持たないと仮定して良く、G瓦5の作用がtrivia1な

Vによりσ＝γ⑭砥（m）となっているとして構いません。このとき
ρ：＝ρパのび共役類）を与えることと

顧，（GF，5，の＝Hよ、（GFβ，Q2（m））⑧レ＝H・m（H：、，（0田，Q，（m））＊，γ）

を与えることは同じです。ρ（の像）がZariski　denseになる必要十分条件

は、対応するH◎m（尾。（θ呪5，Q£（m））＊，y）の元が全射になることであ

ることが証明できます。これにより、V＝乏，（G醐顕m））＊の時の

　　　　　　　　σ＝∬ぷ（GF，5，Qε（m））＊⑧Q2（m）

がuniversalであることになり、これらを張り合わせて定理の（i）を得
ます。

　定理の（11）は、　Lie環のexten§輌onがあるごとに対応する群のex』§i◇n

があることを具体的な構成により示して写像をつくります。前者が非自

明なextensionなら後者もそうであることを示して単射性をいいます。
　次の結果は、Sou16［8］によるものです（少しformulati皿が違います。

K群の計算はBorelによります）。

The◎re登15．2．

　　κ、m．1（0。，5）⑧Q戸酩、，（G呪。，Q¢（m））竺Qプー（m≧1），

　　　　　　　　Hえs（GF，ぶ，Qε（m））＝0　　（m≧2）．

ここに

　　　　　砺一｛il‡；：編1曇篇魏l

　prぴnilpotent　Lie環の場合、亙2が消滅すればそれは自由pr（威ilp◎tem

Lie環であり、そのabel化の⑫線形空聞としての基底の引き戻しがど
のように引き戻しても自由な生成元となることが知られています。こ
れらにより次の定理を得ます。

Theorem　5．3．　Gr7κ槌ざGr野㌔5はQ£上の自由L2e環である。そ
の自由な生成元を、各GrZ転sからふ個ずつとってくることができる。

　短完全列（2）にspectral　sequenceを使って次を得ます。

Theorem　5．4．

　　　　　E・㌔M、（。。。）（Q2，Q£（m））窒κ・＿・（o冗・）⑧Q・

　　　　　　　　　Ext缶。M，（。。。）（Q・，　Q・（m））－0・

　定理5．3，5．4は、Deligneがmixed　Tate　motifのカテゴリーに対して
予想したものです［1，Section　81。
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　　　　　　　6．基本群へのガロア作用に関する帰結

　Example　3．3で扱ったようにF＝Q，　S＝｛身，X：＝PL｛0，1，0。｝／Q，

n・一π｛の（ア，⑳の時、

　　　　　　　　ρlGQ→Out　n：＝Aut　rI／Inn　n

なる表現が得られます。

　伊原［4］はこの表現を研究しました。GQに減少丘1trationを

　　　　　　　　∫mGQ：＝ker（GQ→Aut（n／Lm＋1n）

で定義します。ここにLm＋1nはm＋1階のlower　central　seriesです。
純群論的な考察により丘ltration∫mはcentral丘ltrationとなり、graded
quotient　Gr㌘GQ：＝∫mGQ／∫m＋1GQはpro－2　abel群、直和Grデo　GQ：＝

㊥m＞oGrアGQはGQの交換子から誘導される積によって乙上のLie環
となります。

Conjecture　1．（Deligne，このformalismへのinterpretationは伊原
［5D

　◎上のLie環9Q：＝Gr70　GQ⑧Qεは

　（i）σ2m＋1∈Grim＋1　GQ（m＝1，2，3，＿）でLie環として生成され，

（ii）これらを生成元とする自由Lie環である。

　．4耶の構造がわかったことにより、この前半が証明できます。

Theorem　6．1．上の予想で（i）は正しい。

　証明をかいつまんで述べます。HのMalcev完備化をア、そのLie環
をpとしますと、Example　3．3で見たようにpはMTMτ（OFβ）の対象の
projective　limitになります。このことから、（職5のpへの作用は．4Fβ
を介し、

　　　　　G呪5→ノtFβ（Q2）→Out　p窒Out　7）←⊃Out　II

となります。pのweight　61trationからGFβに誘導される創trationと

∫mとは本質的に一致することが示され、砺でκ呪3のOut　pにおけ
る像を表すと

　　　　　　　　　　　　9Q竺G・野扇

が証明できます。weight　61trationのstrictnessより、Lie環の準同型

　　　　　　　　　　Gr野κ呪5→Gr7砺

は全射となるので右辺は左辺の自由生成元（Theorem　5．3参照）σ1，σ3，σ5，．．．

の像で生成されます。群論的考察によりσ1の像は消えることがわかる
ので、上記の定理が証明されます。

　この生成については、graded　quotientをとる前、ガロア群の像の中
でσ3，σ5，．．．の生成する群がopenであることが伊原により証明されて
います［61。
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　　　　　　　　　APPENDIx　A．マルセブ完備化

　群のマルセブ完備化とその連続版についてごく簡単にまとめておき
ます［7］［3］。

De丘nition　A．1．　Fを離散群、んを体とする。ん上のunipotent代数群

Gλと像がZariski　Denseな群準同形ρλ：F→Gλ（k）の組すべてを考
える（λ∈A）。Gλ→Gμであってρλ，ρμとコンパチブルなものを射と

すると、全射によるprojective　systemをなす。このシステムの定める

prounipotent群をrのunipotent　completionまたはマルセブ完備化と
いい、

　　　　　　　　　　　　「1：ip・一」渠。G・

であらわす。

De丘nition　A．2．上で、んが位相体、　Fを位相群とする。ρλ：r→Gλ㈹

で、んとrの位相に関して連続なもののみを考えたprojective　system
の定めるprounipotent群を、　rの連続unipotent　completionまたは連
続マルセブ完備化といい、F；ζ1unipであらわす。

　本文では、ん＝QεでFがpro丘nite群の場合を考えました。次は、簡
単に証明されます。

Theorem　A．3．　rの作用する有限次元ん線形空間の全体は淡中圏をな

し、その淡中基本群がFの肌伽£e励完備化である。F、んに位相が入っ

ている時、連続作用のみを考えてもやはり淡中圏をなし、その淡中基
本群が連続μπ卿‡e励完備化である。

Theorem　A．4．　Fを離散群とし、　F（ε）をそのρro4完備化、　F＾をその

pro∬η漉完備化とする。rのアーベル化は有限生成と仮定する。この時、

　　　　　F溶P⑧Q・竺r完：竺（r（の）；；才nip竺（F＾）；；ナn’p・

　Fが有限生成自由群の時はrl；Pは自由prounipotent群であり、その

Lie環は自由pronilpotent　Lie環であることが知られています。上の命

題から、rのpro一ε完備化の連続unipotent完備化も、同様の構造を持
っことがわかります。
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