
POrYLOGARITHMについて

坂内健一

1．INTRODUCTION

　楕円ポリログとは楕円曲線のcohomologyに機械的な方法で定義さ

れる元である．本稿の目的は，「楕円曲線が虚数乗法を持つ場合，楕円

ポリログのひ進版であるひ進楕円ポリログは，楕円曲線のひ進L一関数

の特殊値（ある特定の点での値）と結びつく」という筆者の結果［Ba51

を解説する事である。

　この結果はBeilinson予想と呼ばれるL一関数の特殊値に関する予想

のひ進版としての解釈も持つ．この為，まずは結果の背景から説明を

始める．

　Fを代数多様体，XをF上のsmoothな代数多様体とする．この

ときBeilinsonはregulator写像と呼ばれる射

　　　　　　　アD：H1イ（x，Q（ゴ））→H；（X⑧C，R（力）

を定義した．ここでH㍊（X，Q（」））はmotivic　cohomologyと呼ばれる

（⊇トベクトル空間で，定義は複雑である．1輻（X⑧C，R（の）はBeilinson－

Deligne　cohornologyと呼ばれる実ベクトル空間で，　X⑧Cに付随する

解析空間のHodge理論を用いて定義される．　Beilinson予想はこの射

を用いて定式化される．

予想1（Beilinson予想）．　XをF上のsmooth　projectiveな代数多様

体とする．この時，XのL関数の特殊値はregulator写像を用いて具

体的に記述される．

　Xに対してHasse－Wbi1のL関数と呼ばれる関数が定義され，非常

に良い性質を満たすと思われている．数論幾何では昔から「L一関数の

特殊値は数論的に重要な量を記述している」と信じられ，これに関連し

てBSD予想やDeligne予想など，数々の予想が提唱された．　BeiHnson

予想はこれらの予想をすべて含む予想である．
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　本稿の主結果はこの介進版に関するものであるが，結果を詳しく

述べる前にポリログの意義を述べる．Beilinson予想を解くためには，

motivic　cohomologyの中に元を構成し，　regulator写像による像を具体

的に計算する事が必要である．しかしInotiviC　COhOmOlogyの定義が複

雑である．この為，この中に具体的に元を構成することは難しく，ま

た仮に構成されたとしても一般的にはreguW◇ど写像を計算する事が難

しい．Be滋ns◎nのポリログの理論はこれらの問題を克服する構成法を

与える．

　Beilinsonの結果によってBeilinson－DeUgne　cohomologyはabsolute

cohomologyと呼ばれる種類のcohomologyである（これは何らかの混

合層のExtと書ける事を意味する）．また，　motivic　coholnologyはuni．

versalなabsolute　co畑mologyと期待され，この観点からはregulator

写像はuniveTsaliもyによって誘導される射である．

　ポリログとはある種の代数多様体のabs◎lute　c◇加g減ogyの中に形式

的な方法で定義される元である．構成法はabsolute　cohomologyの性質

を用いるだけで充分であり，これゆえ非常に機械的であり，またregula．

tor写像の様なfunctorialな射では互いに移り合う．この為，　Beilinson－

Deligne　cohomologyの中｝こ構成されるポリログはmotivic　cohomology

のポリログのregulator写像の像であり，これよりBeUinson予想を検

証するためには，Bei∬nson－Deljgne　c◎h◎mologyの中のポリログを計算

すれば充分である．

　ポリログは現在以下の代数多様体ぴに対して定義されている．

　1．σ＝IP1＼｛0，1，00｝　（Beilinson［Be2D．

　2．Eを楕円曲線，¢を単位元とした時，0≡E＼｛e｝

　　（Beilinson－Levin｛BLI）．

　3．σが一般の混合志村多様体の場合（高次元のアーベル多様体の場

　　合なども含む）（Wildeshau§［Wll）．

　本稿ではBeil這on一艶嚇が楕円曲線の場合に定義したポリログのひ

進版を扱う．筆者の具体的な成果は以下の通りである．

1．p一進のabsolute　cohomologyの理論を構築し，これがBesser［Besl

　によって定義されたrigid　syntomic　cohomology（以下syntomic

　cohomology）と呼ばれるcohomologyと同型である事を証明した．
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2．Beilinson－Levineの場合にsyntomic　cohomologyに定義されるポ

　リログを，楕円曲線が虚数乗法を持ち素数P≧5でgood　ordinary

　reductionを持つ場合に具体的に計算し，楕円曲線の1変数管進

　五一関数の特殊値との関係を記述した．

注1．Syntomic　cohomologyのポリログもmotivic　cohomologyのポリ

ログのP進版regulator写像による像であると思われる．この為，上

の結果はBeilinson予想のp進類似に対する結果と見なす事ができる．

この結果はColeman－de　Shalitの結果（［CdSl§5．11　Theorem）を含む．

注2．P1＼｛0，1，00｝の管進ポリログの計算は［GKI，［q，［Sol，［Su］，

［Ba1］，［Ba21等で扱われている．

2．p一進のABSOLuTE　coHoMoLoGY理論

　この節ではひ進のabsolute　cohomology理論を解説する．重要なの

は，この理論をHodge理論の場合のひ進類似と捕らえる事である．こ

の為Hodge理論の場合を説明しながら，平行してひ進の場合を構築す

る．Hodge理論側の諸結果は［BZIで詳しく紹介されている．

　Hodge理論で基本となるのは混合Hodge構造である．

定義3．混合Hodge構造とは組M＝（Mo，レγ．，F°）で，以下の性質を

満たすものである．

（i）Moは有限次元実ベクトル空間．

（ii）レ陥はweight創trationと呼ばれる妬の増大61tration．

（iii）F°はHodge　61trationと呼ばれるMニMo⑧Cの減少61tration．

（iv）Gr7（M）＝Gr7（妬）⑧CにHodge分解が与えられる．即ち，各

　　整数」に対して

　　　　　G・γ（M）一㊤FmG・；〃（M）∩アG・γ（M）・

　　　　　　　　　　m＋n＝」

混合Hodge構造全体の成す圏はアーベル圏である．この圏をMHSと
記す．

　ρを素数，κをQρの有限拡大，κ0＝κ∩Q芦σ：κ0→κ0を

κoのFrobenius同型写像とする．混合Hodge構造の既進類似とし
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てFontaineのweakly　admissible　61tered　Frobenius　moduIe（WAFF－

module）がある．

定義4．WAFF－moduleとは組M＝（w，ψ，F°）で，以下の性質を満

たすものである．

（i）妬は有限次元κo一ベクトル空間．

（ii）ψはFrobeniusと呼ばれるσ一1inearな自己同型写像．即ち

（ρ（αm）＝＝ασ（ρ（m）　∀α∈κ0，∀γπ∈ル石〕．

（iii）F°はHodge　mtrationと呼ばれるM＝蛎⑧κの減少mtration．

（iv）組（妬，ψ，　F’）はFontaineの意味でweakly　admissible（［Fonl

　　4．1．4）．

最後の条件はFrobeniusとHodge　mtrationの関係を規定するもので

ある．WAFF－module全体の成す圏をMFLと記す（講演では類似性を

明らかにするため，MFLをMHSpと書いた）．最後の条件より，この

圏はアーベル圏となる事が証明される．

注5．おおざっぱではあるが，「ひ進の場合はweight創trationという情

報の代わりにFrobeniusという情報がある」と思うと類似性が理解し

やすい．

　次にXを複素数体上の代数多様体とする．Absolute　cohomologyの

係数としてX上の混合Hodge構造の良い族を考える必要がある．即ち

付加構造を持つX上のlocal　systemで，　Xの各点に引き戻すとMHS

を与え，さらにX上の族として良い性質を満たすものを考える必要

がある．これはadmissible　variation混合Hodge構造で与えられる．

Admissible　variation混合Hodge構造全体の成す圏をVMHS（X）と

記す．

　これのひ進類似を考える．0κをκの整数環とする．Xを0κ上の

smoothな代数多様体で，更にXの0κ上proper　smoothなコンパク

ト化Xで，補集合D＝X＼XがXのsimple　normal　crossing　divisor

となるものが存在すると仮定する．この仮定のもとで筆者はWAFF－

moduleの良い族全体の成す圏5（X）を定義した．これはVMHS（X）
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のF進類似である（講演では3（X）をVMHSp（X）と書いた）、5（X）の

対象をsyntomic　coe伍cientと呼ぶ．

　上で記したVMHS（X）や8（X）はいわゆる「smoothな混合層」であ

る．Groζh題dieckの哲学により，良い層の理論は六つの関手璽，旦鰻，

∫京，万，ア，ヵで閉じていなければならない（ここで∫：X→γは多様

体の射）．「smoothな混合層」は残念ながらこれらの関手で閉じていな

い、この為，良い理論を期待するには，より一般的に「perverseな混

合層］の圏を考える必要がある．

　Hodge理論の場合は斎藤盛彦によって定義されたmbくed　Hodge　mod－

uleの圏MHM（X）が「perverseな混合層」の圏を与える．この圏は

VMHS（X）を部分圏として含み，　G戯h題djeckの六つの関手で閉じて

いる．講演でも述べたが，何らかの形でMHM（X）の介進版であるρ．

進Hodge　moduleの圏MHMp（X）が定義されることが期待される．し

かし今はまだM王｛Mp（X）の定義が無い．

　ここでようやくH◎dge理論の場合のabsdute　c◎homdogyの定義を

述べる事ができる．

定義6．♪（を複素数体上のsmoothな代数多様体とし，　M∈VMHS（X）

とする．Mを係数とするXのabs◎1戯e　coh◎md◎gy亙；畑（X，　M）を

ぼ、、（X，M）・昧E・tも、HM（x）（R（0），M）

と定義する．ここでR（0）は1次元の自明なvariation混合Hodge構造．

　BeiUns◎nによって，このc◎hom◎logyは従来からあるBeilins◎n－

Deli邸e　cohomologyと同型であることが証明された．

命題7（Beilmson）．　Xを複素数体上のsm◇oぬな代数多様体，艮（π）ξ

VMHS（X）をTaもe◎blectとする．この時，標準的な同型

　　　　　　ロHも（X，R（π））二〉琉bs（X，　R（η））

が存在する．

　か進の場合に戻る．Xを0κ上のsmoothな代数多様体で前述の

様なコンパクト化を持つと仮定する．またM∈5（X）とする．もし
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ひ進Hodge　moduleの圏MHMp（X）が定義されれば，　p一進のabsolute

cohomologyは

　　　　　　　壕、，（X，M）・－ExtLHM，（κ）（Q，（0），M）

と定義すれば充分である．問題はMHM〆X）が無い事である．しか

し，もし仮にMHMρ（X）が存在すると仮定すれば，構造射π：X→

Spec　Oκに関するπ．とバの随伴性から，同型

　　　　　Ext㌫。M，（x）（Q，（0），M）－ExtL。M，（。。）（Q，（0），Rπ・M）

を得る．ここでRπ。MはMHMρ（0κ）：＝MHMp（Spec　Oκ）の導来圏

D6（MHMp（0κ））の対象また，　Hodge理論の場合MHM（Spec　C）＝

MHSと成る事からMHMρ（0κ）＝MFLと推測すると，同型

　　　　　　　ぼ・・（X・M）・－Ex転（Q・（・）・R刷）

を得る．即ちひ進のabs◎汕e　c◎homol◎gyを定義するには，丘π⇒4∈

Db（MF会）に意味を持たせれば充分である．筆者はBeilinsonの方法を

用いる事によって，Rπ．Mの役割を果たすcomplexを定義した．

定義8．Xを0κのsmoothな代数多様体とし，前述の様なコンパク
ト化を持つと仮定する．またM∈5（X）とし，Rπ。M∈Db（MF長）を上

のようなcomplexとする．　Mを係数とするXのabs◎luもe　c◎homol◎gy

li己bs（X，～～〆）｝ま

　　　　　　　亙；・・（x調・－E・短（卿），R醐）

と定義する．

　Beilinsonの結果の類似として，このcohomologyが従来からある

sylltomic　cohomologyと同型であることを証明した．

命題9（｛Ba31　Theo民m　2）．　Xを上の通りとし，　Qp（n）∈VMHS（X）を

Ta民objectとする。この時，標準的な同型

　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　瑳，。（X，Q，ω）二鬼（X，Q，（η））

が存在する．

注10．上の結果には2つの意義がある．
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1、Syntomic　coh◎mologyがひ進のabsolute　cohomologyとしての解

　釈を持つ事を示せた．

2．P一進のabsolute　cohomologyは係数付きで定義されている．上の結

　果を用いて両cohomologyを同一視すると，　syntomic　cohomology

　も係数付きで定義できた事になる．

3、ポリログの定義

　EをQ上の楕円曲線で素数ρでgood　reductionを持つと仮定する．

この仮定により0κ上の楕円曲線Eで，E⑧oκκ＝E⑭Qκを満た

すものが存在する．以後この様なEを1つ固定する．

　次に

貿1＝場㌍（真／κ）

と定義する．ここでκ㌧、（簸／κ）はEk：＝8⑧OκんのCηSもal1▲ne

cohomologyであり，　Hodge　61tratbn　F°とFrob孤iusの作用ψを持

つ，これよりHを3（0κ）＝MFLの対象と見なす．π：E→Spec　Oκ

を構造射としたとき，万を引き戻すことにより5（X）の対象ゲHが

定義される．簡単のため，パHもチ《と記す．

　楕円ポリログを定義する上で重要なのは乙ogと呼ばれる5（E）の

（P「o一）objectである．基本的な性質は以下の通りである．

　1．乙ogにはsuboblec乞による増大61tTaもi◎n　W．が存在し，

G・μ・9－rl　Sym」κv

　　　　　フ≧0

　を満たす．ここで％∨はHの双対．

2．位数がpと異なる任意の等分点μ∈E（0κ）に対し，

（3ユ）　　　♂鋤一HS〆κ∨
　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧o

　　が成り立つ．

　楕円曲線Eの単位元をeとし，σ＝E＼｛e｝と置く．この時，syntomic

cohomology叫。（び，究（⑧乙09（1））の元に対して単位元での留数を対応
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させる写像

　　　　　R…馬。（σ，冗⑧乙09（1））→鴫。（｛・｝，H⑭乙・9）一κ

が定義される．但し最後の等式は直接的な計算から導かれる自然な同型．

定義11．ρ進楕円ポリログp◎1は

Pd・＝Re・－1（1）

で定義される鴨。（〔ノ，κ⑭乙og（1））の元である．

4．主結果

　この章では楕円曲線Eが虚2次体Kの整数環OKで虚数乗法を持

つと仮定する．即ち同型

日・OK竺EndK（E）

の存在を仮定する、更にEが素数p≧5でgood　o磁π卿reduction

を持つ事を仮定する．この条件は（ρ）が0κで（ρ）＝pゼと異なる2つ

の素イデアルの積に分解される事と同値である，このとき，κは

（4ユ）　　　　　　　　　　H＝κω㊤κη

と2つの1次元61tered　Fr◎be垣us　moduleの直和に分解される．但し

ω（resp．η）はα∈OKに対する引き戻し写像〔αpがα倍（resp．αの複

素共役倍）で作用するκの元である．

　OKの任意のイデアルαに対し，　Kのαによる類体をK（α）と記す．

ψをE⑧QKに対応するA養の量指標，　fをそのconductorとする．

また埋め込みち：Kσ）・→1ζを1つ固定する．9：＝Ga1（K6P°°）／K）

の指標ψP：9→C；を

　　　　ψP（σ。）＝ψ（α），σ伍＝｛α，K（仲゜°）／Kl，　（α，　Pf）＝1

で与える．

　本稿で扱う1変数p進L一関数Lp（一）とは，ρのρ進連続な指標全

体の成す群Hom。。。t（9，C；）上の関数であり，任意の整数」＜0に対
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して

　　　　　　　綱）十ψ三（P））Ω・L・・（ψ・，・）

を満たすという性質で特徴付けられている．但しΩ∈cxはcomplex

period，ΩP∈W（刈xは管進perめd，五◎。（ψ3，◎）はψ戊のcomplex　L一関

数の0での値，五p（踊）はひ進L関数の指標踊での値である．

　本稿の主結果は，1変数ひ進か関数の煽（」≧◎）での値に関する

ものである．

　E田⊂E（K（f））をEの1等分点からなる群とし，ηをE［IIのprim－

itiveな点とする．これは％によってE田⊂E（0κ）のprimitiveな点

に対応し，これもuと記す．この時，がpolは

　　　鴎。（0κ，η．チ｛⑧乙09（1））（讐）r【鴇。（0κ％⑧Sy㎡冗v（1））

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧o

の元である．分解（4．1＞の直積成分への全射から誘導される写像

　　　　叫。（0κ，κ㊦Sym」HV（1））→碍，。（0κ，κω⑧ωvゴ（1））

とFrobenius写像の計算から導かれる自然な同型

　　　　　　臨（鞠⑧⑳一｛：1三；

との合成によって射

　　　　　　　　ぼ，。（0κ，び京7イ⑭£09（1））－rlκ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≧1

が定義される．簡単の為，この射によるがpolの像もがpolと記す．

本稿の主結果は以下の通りである．

定理1（｛Ba5｜Theorem　7．1）．

　　　　　　Σσ（・）章P・1－（（一・）3『1Ω；｝1五，（ψ1　1））3≧ぶ

　　　　σ∈Ga蓋（K｛ξ）／K）

　証明の概略は｛Ba61に譲る．上の結果は，　p一進ぴ関数の梶一1白≧1）

での値が，ひ進楕円ポリログで記述されていると述べている．ポリロ

グは構成よりmotivicである．これゆえ，上の結果はBeilinson予想の

介進版と思う事ができる．
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］、◎o

注12．ゴ＝2の直積成分に制限すると，この結果は実質的にColeman－

de　Shalitの結果（｛CdS｜§5．11　Theorem）である．
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