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服多様体は，筆者が導入したhyper－K5hler多様体である．そのホモロジー群やκ群に合成

積を用いて，複素単純Lie環やそのループLie環の量子展開環の表現を構成できることが分っ

ている．しかし表現論的な側面についてはすでに｛7］に解説があるので，ここでは幾何学的な側

面，簸多様体が持つさまざまな構造について解説したい、原論文は，［8】である．

1．HYPER－K五肌ER商

　まず，hyper－Kahler多様体と，その代数幾何での対応概念である（正則）シンプレクテッィク多

様体について述べる．

定義1．1．0°°級多様体M上のhyper－K5hler構造とは，　Riemann計量gと慨複素構造1，

」，κの組で次の条件を満たすものことをいう．

　（1）∫，」，1ζは四元数の関係式12＝」2＝κ2＝〃1ζ＝－1を満たす．

　（2）計量gは1，」，κのすべてについてhermitianである．すなわち，g（ん，1ω）＝g（九，」ω）＝

　　g（飽，1ζω）＝9（η，ω）がすべての接ベクトルu，ωについて成り立つ．

　（3）gのLevi－Civita接続▽に関して1，」，κは平行，すなわち▽1＝▽」＝▽κ＝0で

　　　ある．

多様体Mとhyper－Kahler構造の組を，単にhyper－Kahler多様体という．

条件から∫，」，Kは積分可能であり，gはそのいずれに関してもKahler計量になっている．

三つの複素構造のうち一つを選ぼう．より一般に，α2＋62＋c2＝1を満たす実数α，　b，cを

取ってα∫＋6」＋cKでもよい．例えば1としよう．残りの複素構造J，κに対応するKahler

形式を用いてωc＝ω」＋汕κと定義すると，これは最初に選んだ複素構造∫について正則シ

ンプレクティック形式である．すなわち（2，0）形式であって4一閉であり，非退化である．よっ

て複素多様体（M，∫）は正則シンプレクティック多様体である．始めに取った1の代わりに」，

κを取っても，あるいはα∫＋6」＋c1ζを取っても同じように正則シンプレクティック形式を

定められる．（正確には，残りの複素構造の定め方から51でパラメトライズされる正則シンプ

レクティック形式の族が定められる．）このようにhyper－Kahler多様体があれば，複素多様体の

変形族，より詳しく正則シンプレクティック多様体の族が得られる．この考えを押し進めたも

のが，hyper－K5hler多様体のtwistor空間であるが，ここでは述べない．詳しくは，［3］参照．
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　逆に，正則シンプレクティック多様体があったとしても，～般にはそれはhyper－K五hler構造

から来るとは限らない．YauによるCalabi予想の解決により，MがコンパクトでKahler計量

を持つとすれば，そのCalab｛－Yau計量がhyper－K5hler構造から来ることが証明できる．しか

し，以下で取り扱うのは非コンパクトな多様体なので，Y狙の結果を適用することはできない．

従って，h題eT－K灘er多様体を単なる正則シンプレクティック多様体として扱うと情報を失っ

ている可能姓がある．よって，代数幾何学釣な立場からhypeFK緬er多様体を取り扱うとすれ

ば，正則シンプレクティック多様体の族として扱うことが必要と思われる．この視点は十分に

は研究されていないと思われる．以下で，族として扱うことの応用を幾つか述べるが，まだまだ

十分でないと感じられる．

次に，hyper－Kahler多様体を作る‘処方箋’として，hyper－K5hler商構成法を説明する．これ

は，シンプレクティック幾何学におけるシンプレクティック商が原型にある．

hyper－K5h］er多様体（M，　g，ム」，κ）にコンパクトなL三e群Gが作用しているとする．θの

Lie環をg，その双対空間をがとして，写像μ；醒→疲⑧ががhyper－K5担eT運動量写像1で

あるとは，次の条件が満たされているときをいう。

　（1）μはGの作用に関して同変である．ただしR3には自明に，　g家には，adjoint作用の双

　　対として作用する．

　（2）μ＝（μ了，μJ，μκ）と（jR3を純虚数の空間と同一視して）座標表示したとき，

4〈μA，ξ〉（u）＝9（Atノ，ξ章）

　　が成り立つ．ただし，ξはLie環gの元で，ξ＊は対応するM上のベクトル場，（，〉は，

　　がとgのpa三頂g，　uはMの接ベクトル，またAはちみκを動く．

μをhyper－K砲e’運動量写像とし，ζ∈盈3⑧ぜをGの作用で固定される元｛例えば旬と

する．

定理1．2（｛3D．（1）μ一1（ζ）へのGの作用（仮定からμ一1（〈）は0の作用で保たれていることに

注意）は自由であるとする．このとき，商空間ヅ1（ζ）／Gは次元がdim　M－4dim　Gである0°°

級多様体であり，次のようなhypeFKahler構造を持つ：自然な射影をπ：ダ1（ζ）→μ一1（ζ）／θ，

包含写像をL：ダ1（ζ）→λ4としたとき，Mの三つのKah1¢r形式ω∫，ω」，ωκと，ゾ1（ζ）／¢

の三つのKa撮er形式賜，嶋，唾は，6＊ぬ＝〆ω2という関係で結ばれている．

（2）さらにMのRiema頂計量夕が完備であるとすると，ゾt（ζ）／θに定まるRiem頗n計量

も完備である．

　バ1（ζ）へのGの作用が自由である，という仮定が成り立たないときも含めて，商空間μ一1（O／C

をhyper－K5hler商と呼ぶことにする．今のところ，これは単なる位相空間であると考える．

　1μ：M→ゴで，下の式の右辺をω＠1ξ卓）で置き換えたものがシンプレクティック幾何における運動量写像で

あった
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問題L3．特異点を持つhyper－Kahler多様体の一般論を展開し，hyper－Kahler商を議論せよ．

　先のように、球面でパラメトライズされた複素構造のうちの一つ，例えば∫を取る．Gの複

素化Gcを考える．そのLle環をgcとする．残りの複素構造に対応する運動量写像の成分を

集めてμc＝μJ＋2μκ：M→（gcドを考える．容易にチェックできるように，この写像は，複素

構造∫に関して正則である．また，ζから同様に（cを定める．すると，庵1（ζc）は，（ルf，∫）の

（一般には特異点を持つ）複素部分多様体である．さらに，Gの作用が，複素構造∫に関して正

則なGCの作用に拡張されると仮定する．このとき，μδ1（ζc）はGCへの作用で保たれる．

定理1．4．（1）hyper－K五hler商μ一1（ζ）／（7は，幾何学的不変式論における商μδ1（ζc）れ、θcと同

相である．ただし，商を取るときの（半）安定性は，運動量写像の値の残りの部分ζ∫によって定

められるので，商をノく1であらわした．

（2）μ一1（ζ）／Gの元のうちstabilizerが有限群になるG一軌道の全体のなす開集合を考える．そ

れは，安定なGC一軌道の全体のなすμδ1（ζc）れ、（罪の開集合に等しい．

（3）もしもμ一1（ζ）へのGの作用が自由であるとするならば，hyper－Kahler商μ一1（ζ）／Gと

με1（ζc）んGCは双正則同値である．ただし，前者は∫から誘導される複素構造で考える．

　この定理はKemp£Ness，　Kirwanのシンプレクティック商と幾何学的不変式論に関する理論

を適用することで得られる．一般的な状況でやるためにはMが準射影的とは限らないので複

素解析空間（Kahler空間）に対する幾何学的不変式論を使う必要がある．ただし以下で使うの

は準射影的な場合に限られる．

幾何学的不変式論については，ここでは述べないので適当な教科書を参照して欲しい．位相

空間としてのμざ（Cc）〃（，（笄は，μ言（ζc）のうちの半安定な軌道の全体に次の同値関係を入れ

たものに等しい．

G％～Gσy⇔G％とG％の半安定な軌道の全体の中での閉包が交わる

さらに安定な軌道に制限すれば，この同値関係はG脇＝GC〃と同じになる．

上に述べたようにhyper－Kahler多様体を正則シンプレクティック多様体の族として見る立場

では，hyper－K亘hler商は幾何学的不変式論における商の族と見るべきであろう．ただし，一般に

は，GCのMへの作用は，複素構造の選び方に応じて変えないといけないことだけ注意しよう．

次の例は，次節で述べる簸多様体の一番簡単な例になっている．

例1．5．Mを二次元の四元数ベクトル空間旺2とする．内積を入れて（線形な）Rielnam多様

体と思い，さらに右からの四元数乞，力たの積によってhyper－K5hler構造を入れる．　G＝U（1）

のMへの作用を

（ωいω2）→（λ9，λq’）　　λ∈U（1）

75

3



　　　　　　　中島啓（HIRAKU　NAKAJIMA）　　　　　　京都大学・大学院理学研究科

で定める．ただしU（1）の元は乞に関して複素数と思っている、左からの掛け算と右からの掛

け算が可換であることから，この作用はhyper－Kahler構造を保っている．

　q＝z1＋ゴz2，4ニz｛＋ゴ弓と複素数で表示すると，上の作用は

　　　　　　　　　　　　（・1，・｛，・、，2；）→（λ・、，λ・｛，λ一1・，，λ一1・≦）

となる．」とλの積の順を入れかえるときにλがλ＝λ一1に代わることを注意しよう．hyper．

Kahler運動量写像は

　　　　　　　　　　・・（・…｛…，・D－；（レ112＋レ｛12一同2－r・≦12），

　　　　　　　　　　　　　　μC（　　　　ノ　　　　　　　21，2〈1，22，Z2）＝・、Z2＋・｛・；

で与えられる、（符号が間違っているかもしれない．）ただし，Lie環u（1）の双対はRと同一視

した．

　次節の記号と合わせるために

　　　　　　　　　　　　　　・⊇カー（i）．

と行列表示する．防＝C，W＝C2として，τ1：略→防，ゴ1：M→W1という線形写像と思

う．するとU（1）＝U（巧）であり，hyper－K5hler運動量写像は

　　　　　　　　　　　　　　，，＠、，」、）一三（1乞、12－lj、12）

（1．6）　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　μC（Z1，戊1）＝i1ゴ1

である．このときζ1に対応する半安定性の条件は

⑰

となることが分る．特に，幾何学的不変式論における商は，ζ∫を正の定数倍してもかわらない．

（Riemann計量が正の定数倍されるだけである．）

　そこでhyper－Kahler商

　　　　　　　　　　　　　　万1（ζ）／G＝μδ1（ζc）〃ζ∫（ヂ

を考えたい．まずζ∫＝0のときを考えよう．このときは，〃は，a伍ne多様体の幾何学的商に他

ならない．すなわち，構造環が不変式の全体になる．今の場合，不変式は2×2行列

　　　　　　　　　　　　　　　　フ1ε1∈End（レγ1）
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の各成分である．特に，hyper－K註hler商は2×2行列の全体のなすアファイン空間の中に埋め

込める．像が何かを考えよう．この行列をAとおくと

　　　　　　　　　　　　　　、42＝」1《1」宙＝くcj1ち昧ζcA

を満たす．、4はたかだか階数1だから固有値0を持つが，もう一つの固有値はζcでなければ

いけないことが分った、もう少し考えるとhyper－Kah』商は

固有値が◎とζcである2×2行列の全体

であることが分る．ζc≠0であれば～つの共役類であり，ζc＝0であれば，幕零行列の全体で

ある．前者の場合には，幾何学的不変式論の商は集合論的な商に一致することも容易にチェッ

クできる、

　次に狛＞0のときを考える．ζc≠◎であれば，半安定性の条件は自動的に成り立つ，この

ときはhyper－K5hler商は〈∫＝0のものと同じ，つまり固有値が0とζcである2×2行列の

全体になる．ζc＝0としよう．この場合は，幾何学的不変式論の商は集合論的な商に～致する

ことがチェックできる．上と同じように行列．4を定める．また但≠0であるから加ゐはW1

の中の一次元部分空間を定める．さらにA（lm元1）＝0，　Im　A⊂加」1である．よってAは線形

写像W1／Im力→Imぬと思える．ここで

　　　　　　　｛（5，．4）lSは以の中の一次元部分空間，　A∈Hom（ル三／5，5）｝

は，～次元射影空間轡の余接束丁事轡に等しいことに注意すると

　　　　　　　　　　　　　　　με1（o）んGC→r？1

が得られることになる，今の場合これが双正則写像であることを見るのも容易である，

話〉◎のときも同様で，やはり㍗轡がでてくることが分る．

　　　　　　　　　　　　2．簸多様体（QUIVER　VARIETY）の定義

有限グラフぱ，E）を考える．1は頂点の集合であり，Eは辺の集合，すなわちE→∫×∫／62

という写像が与えられた有限集合である．ただし，既は二次の対称群で了×Zに成分の入れ変

えで作用する．quiver　Qは，有限グラフの辺に向きを入れたものである．すなわち（向きのつ

いた）辺の集合Ωであって，辺の始点と終点を対応させる写像out：Ω→∫，　in：Ω→∬が与

えられているもののことである．すなわち，有限グラフの辺に向きを入れたものに他ならない．

｛図1参照）

　さらにΩの逆の向きの全体を百とする．すなわち，集合としてはΩ＝百であって，写像out

とlnがいれかえられたもののことである．Ω〕百＝∬とおく．辺，すなわち各Eの元に対し，

向きが二通りあるので，∬の元は，ちょうど二つ対応ずる．
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　　　　　　　　　／

●●一二怠πアー一、¶（ご　一一●

　　　　　　　　　＼．

図1．quiverの例

各頂点た∈1に対して二つの内積つきC一ベクトル空間琢，肌が与えられたとする．この

とき

（2．1）M誓 （鮫輌・綱）㊥（餅m蹴）㊥…（晒））

とおく．

　　　　　　　　E－（㊥H・m（陥。・（・），％。（・｝九∈Ω））㊥（餅m（螂））

とおくと，M＝E㊥E＊となっている．以，Wkの内積から自然に誘導される内積をM，　Eに

入れ，これを（線形な）Riemann多様体とみなす．　Mは複素線形空間であるから，自然に（線形

な）複素多様体と思える．さらに，」：M→Mを

」（α，6）一（－6†，・†），　・∈E，6∈E単

で定義する．∂，6†は，α，6のHermit三an　adjointであり，したがって6†∈E，α†∈E噛である．

」2；－1であり，複素線形空間としてiを掛ける写像を1とすると，1」＝－」1が成り立つ．

よってK＝〃と定義して，Mは四元数体上の線形空間であり，特にhyper－Kahler多様体の

構造を持つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　G－rIu（防）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　先∈∬

とおく．これはMに自然に作用し，その作用は内積を保ち，四元数体上線形である．よって

hyper－K5hler多様体の構造を保つ作用である．

Mの成分を疏，錫五であらわす．ただし，疏は九∈11に対し，Hom（陥ut（九），M。㈲）成分

であり，ぴ∈Hom（肱M），九∈Hom（砿，碗）である．　Mの元をまとめて（B，i，力で表わす．

また，ん∈Hに対して，んの向きを逆にしたものを万であらわす．

hyper－Kahler運動量写像は次で与えられる．

（2．2）

陶（恥）一；（鷲B仁8；恥・1一ゴの垣・

恥（腓
（㌫一＋→…・
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ただしε（句はん∈Ωのとき1，ん∈鶯のとき一1で定義される関数である．さらにg＝

Φ矧u（阪）とその双対を内積によって同一視した．

ζ∈（汲3ゾとし，ζ陶∈餓3をその為∈1成分とする、ζに対して

ζ（た）idv鳶

というgの（中心の）元を対応させる．簡単のため，この元もζで表わす．そこでhyper・K五hler

商ダ1（く）／Gを考え，

£1γtζ　≡　三1γtζ（τ／i1ノレト）

であらわす．これを簸多様体とよぶ．ただし，次元を強調したいときにゾ，Wを書く、さらに，

m；僧9…≡鰍㌣（ジw）

で動ζの中でstabilizerが自明な軌道の全体を表わす，これは，…mζの中で（一般には空かも

しれない）開集合である．前節ではstabi泣erが有限群になる集合を考えたが，今の状況では

§tabi勉芭は常に連結になるので，有限群であることと自明であることは同値になる．〈命題2．3

の証明を参照．）自明な軌道の全体であるから，これはhyper－Kahler多様体になる、一般論に

より

　　　dぬR町eg－4Σd輌碇稼（d呈w肱一d治ξ夜）＋2Σd栖c又昧）d三碇職旬

　　　　　　　　　　允　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　九∈H

となる．ただし，一般には右辺が非負であったとしてもm㌣＝のとなることはありえる，2

次が成立する．

金題2．3．蜜の中のある高々有限個の余次元1の部分空間Z）1，＿，広が存在して，頒ζ＼

動㌣≠のであれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ∈UR3⑧D、

が成立する．特に，パラメータζをこの超平面の和の外に取ればmζ＝動㌣が成立し，特に

頒ζは（空集合でないと仮定すれば）完備なRiemann計量を持つhyper－1己hler多様体になる．

証明．｛阜元詞∈動ζ＼畔閣とせよ．stabi肱erが非自明であるから

　　　　　　　　　　　鋼九βん9謡（九）c疏・9★i夫＝㍍，元k9τ㌧」た

　2始点と終点が一致するような辺が無いときには，卿；eg≠0となるのは，対応するKac－Moody　Lie環のある既

約可積分表現のあるウェイト空間が0でないという条件で表わされる．
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となるg＝（gた）た∈1∈Cで単位元でないものが存在する．但の1でない固有空間の和を已と

し，その直交補空間を記とおぐ仮定からベクトル（dim　5★）栢∈R∫は0でない．上の式

から

　　　　　　　　　　疏（3。唾））（：5i頁㈲，㍉展）（二5オ，元夫（5桑〉＝o

が成り立つ．すると

　　　　　　　　　　　R3∋Σζ（た）d三m5・一・・5、（μ（B，《，元）1・、）－O

　　　　　　　　　　　　　　k

となる．ただし，最後の等号はhyp¢r－Kahler運動量写像の形とtraceの性質tr（、4、θ）＝tr（8、4）

から従う．したがってくは（dim　S為）夫百を法ベクトルとする超平面の中に含まれている．また

次元のとり方は高々有限個しかない．3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

次が成り立つことが知られている．証明は易しくない4．

定理2．4（C∫a減eゲBoeveyl1D．頒ζは連結である．

　　　　　　　　　　3．幾何学的不変式論における商としての記述

　一般論を今の場合に適用すると（半）安定性は具体的に次のように書けることが分かる．（国

参照）

定義3．1．（．8，ε，力∈Mがく∬一半安定であるとは，次の条件が成り立つときを言う：肱の線型

部分空間の集まり（51辻百であって，

　　・5夫く：KeΣぴがすべての刻こついて成り立つ

　　・8九（5。頑副⊂5・姻がすべての九について成り立つ

という条件をみたすものに対して，不等式

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ」ζ1夫）dim　5・≦0

　　　　　　　　　　　　　　　　　水

が成り立つ．また，砿の線型部分空間の集まり（丑）ん∈∫であって，

　　●鳳⊃Im毎がすべてのたについて成り立つ

　　●疏（駕uも㈹）⊂7i。旬がすべてのんについて成り立つ

という条件をみたすものに対して，不等式

　　　　　　　　　　　　　Σiζ｝夫）dl頑≦Σ」ζ｝夫｝dim阪

　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　友

が成り立つ．

　3有限グラフが．4DE型のときは，この超平面がルートの定めるものであることが容易にチェックできる、

　4団にあった証明にはギャップがある

8◎
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さらに上の不等式において，等号成立は5ド0，π＝砿がすべてのんについて成り立つと

きに限るとき，ζ∫一安定であるという．

先に述べた定理により

　　　　　　　　　　　　　　　　吸竺μこ1（ζc）んGC

　　　　　　　　　　　　弧；eg竺｛（B，：，ゴ）∈μδ1（ζ）1ζ・安定｝／GC

が成り立つ．上の式の右辺は，ζ1一半安定な点の全体を同値関係～で割った商空間である．

特にζ1＝0のときを考えよう．このとき半安定性はすべての点について成立する．実際，こ

の場合にはれ，はアファイン多様体の幾何学的商に他ならない．すなわち，μδ1（ζc）〃く，GCの

構造環は，μξ1（ζC）の構造環のGC不変な部分環である．また集合としては，μ壱1（ζC）〃く、（罪は，

庵1（ζc）の中の閉なGC軌道の全体である．

例3．2．ただ一つの頂点と辺が一切無いグラフを考える，（DynkinのA型のグラフ）頂点をユ

とする．ベクトル空間を二つM，略と取る．M＝Hom（略，以）㊥Hom（防，1乃）であり，前の

成分をi1，後ろの成分を元1で表わす，（2．2）のhyper－Kahler運動量写像は，（1．6）のものと一致

する．上のζ1一安定性は，（1．7）のものと一致する．さらに，命題2．3にある超平面はζ＝0で与

えられる．

例1．5と同様の考察をすると，

岡

となることが容易にチェックできる．ただし，Gr（γ⊂レレ）はWの中の次元がγと同じ部分

空間全体のなすグラスマン多様体であり，Dはζcがdimγ個，0が（dim　W－dimγ）個並ん

だ対角行列である．また，dim　W＜dimγのときにはζ≠0のときは頒く＝0となる．

　また，

⑭動㌣一
｛7，＿＿A－⊇；：㌶

となることも容易に確かめられる．特に，dimγ〉［dirn　W／21のときには頒『9＝②となる．

命題2．3を思い出そう．妨ζ＼ロtぎgは安定でない半安定な点に対応する．幾何学的不変式論

の一般的な状況でも，polarizationをample　coneの中で動かしたときに，商がどのように変わ

るかを調べることはよく研究されている．上と同様に安定でない半安定な点が現れるような

polarizationが有限個の超平面を定めて，その補集合の各連結成分（すなわちchamber＝部屋）内
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でpolari猟tionを動かすぶんには安定性の条件がすべて同値になる．そして超平面を越すとき

にモジュライ空間が変わってくる．

上の結果では，一般的な状況との間には次のような顕著な違いがあることに注意しよう．

　●p◇lariz頑◇nのパラメータと複素構造の変形のパラメータが同時に（対称性を保たれなが

　　　ら）取り扱われている5．

　●頒ζ＼頸ぐ≠9となる特別なパラメータの集合が実余次元3の集合である．（特に補集

　　合は単連結になる．）

定義3．5．ベクトル空間V，Wを固定する．　m〈＝m㌣が成り立つとき，パラメータζは

genericであるという．（一般には，ベクトル空間を変えれば，　genericityは変わる可能性がある．）

補題3．6．（0，ζc）∈＠RΦC）∫ゴ（21R3）∬がgenericであると仮定する．このときμδ1（ζc）のすべ

ての点のGC軌道は閉である．さらに任意のζzにたいして，すべての点がζ戸安定になる．

証明．直接証明も可能であるが，上で述べたζ∫一安定性の具体的な記述を認めることにしで証明

する．

　具体的な記述により，〈ノ＝0のときくゾ半安定性はすべての点について成立する．一般論に

よればζ1一安定であることは，ζ∫一半安定な集合の中で閉軌道を持ち，sもabllizerが有限であると

定義される．よってζ∫＝0のときに頒ζ＝∬π㌣となるということは，μξ1（ζc）のすべての点

のGC軌道は閉である，ということを意味する．

　また，安定性の具体的な記述に戻ると，〈∬＝0のときにC8，i，力がく∫一安定であるということ

は，顧の線型部分空間の集まり（5ぷ白であって，

　　・哉⊂Ker九がすべてのんについで成り立つ

　　●疏（5。頑紛⊂5in㈲カぎすべての為について成り立つ

という条件をみたすものは，5た昧0に限り，阪の線型部分空間の集まり（処）★∈1であって，

　　・五⊃Imぴがすべての兎について成り立つ

　　・、臥（冗ut㈲）⊂宅n㈲がすべてのんについて成り立つ

という条件をみたすものは，丑＝阪に限るということを意味する．特に，（8，i，力は他の任意

のζ1についてもく∫一安定になる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

定理3．7．く，〈’が二つのgenericなパラメータであるとする．このとき対応するhyper－K蕊hler

商頸ζと蹴ぐは，ともに空集合であるか0°°級微分同相である．

系3．8．mζのホモロジー群は（空集合でなければ）中間次元よりも上では消える1

疏（皿ζ，z）＝o（bdimc妨ζ）

％顕eFK語1吉多様体では，ミラー対称性がζ自明’に成立している．
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　実際，（0，ζc）がge照r｛cになるようにζcを取るとζ∬＝0のときはμζ1（ζc）γζ、6cがアファィ

ン多様体であったことから。中間次元よりも上の次数のホモロジー群は消える．よって定理3．7

から系が従う．

定理3．7の証明．証明のキーは，簸多様体の定義の中に隠された対称性，すなわち純虚数の空間

R∫㊥IRJΦRκ＝IR3に働くSO（3）の作用である．

　　　　　　　　　　　　　ζニ（ζ1，ζふζκ），　　ぐ＝（ζフ，ζ三ζ駕

とする．このとき上のSO（3）の作用によって籠多様体の0°°級多様体としての構造が変わら

ないことに注意しよう．実際，hyper－K蕊hler構造了，ノ，κがこの作用で

（i；㌘i）一

と変えられるだけで，それ以外は何も変わっていないのである．有限個の余次元3の部分空間

の和の外では，パラメータはgeneΣicであることから（命題2．3），この変換によってパラメータを

動かして，（0，ζ」，ζκ）はgenericであると仮定して一般性を失わない．すると補題3．6｝こよって，

　　　　　　　　　　　　頒（ζゐζ．，ζκ），研（・，ζゐζκ），m（ζ｝，ζ、，ω，

は，複素構造∫について複素多様体としては双正則同値になる．特に，これらはすべて微分同

相である．同じ議論を複素構造1を♂，Kに取り替えて繰り返せば，結論が従う．　　　　口

　　　　　　　　　　　　　4．HIL随RT概型とMcKAY対応

頂点が～つで，その点をその点と結ぶ辺がある有限グラフを考えよう、（図2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図2

対応する簸多様体は，ベクトル空間レ，膨に対して

籔一
｛尾醐認1鷺輌司ご壷｝／⑭

で定義される．ただし，万1，力2∈End（γ），ξ∈HOIn（Wγ），」∈Hom（罵W）である．幾何学

的不変式論による記述も今までと同様である．さらに，次のことが知られている．
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定理4．1．（1）百ζ1＜0，ζc＝0と仮定する．このときm（は，P2上のtorsion－free連接層

の，無限直線ε。。での枠付きのモジュライ空間と複素多様体として同型である：

頚ζ竺 （玖φ）

Eは，階数がア＝d｛m1V，偽（君）

がdlmγであるt◎τsion舳¢の連

接層であり，無限直線王。。の近傍で

局所自明である・Φ：苔iど。。ざ0巴

：は，無限直線での枠

／醜

（2）ζ＝0のとき，鵬eg＝動惚は54上の反自己双対接続の，無限遠点での枠付きモジュラ

イ空間とhyper－Kahler多様体として同型である．複素多様体としては，上のモジュライ空間の

うち，Eが局所自明なものからなる開集合に等しい．また，恥は，そのUhlenbeckの（部分）コ

ンパクト化と位相空間として同相である．ここで階数とc2は上と同様

（1）の証明は110］参照．（2）は，｛2］を参照．

特にdim　W＝1のときは，（1）は，　C2上の点のHilberも概型

（C2）［nL｛∬Cqz1，z2｜11はイデアルで，　dimC』z2］／∫＝η｝

になり，（2）は頒『9は空集合で，功oはC2の対称積5九（C2）になる（n＝dirnγ）．これを見る

のは，上の定理よりもずっと容易で，まず（1）では，」＝0となることを証明したのち（｛10，2．7D，

∫＝｛∫（勾，z2）∈cレ1，22引∫（B1，B2）＃◎｝

でイデァルを定義したときに，H洗佼t概型の点を定めることをチェックすればよい．逆に，1担be☆

概型の点1⊂C桓，逐2｝が与えられると，

γ＝Cレ1，Z2jμ

とおいて，B1，．82をZl，孜を掛ける写像が誘導するレの線型写像，　i：C→γを‘（1）＝1

（mod∫）で定義される線型写像，とおけばよい．

次に（2）は，Z＝元＝0となることをみたのち（｛10，2．91），β1，疏を同時三角化して，

⊥〕一一ピ1）・

と表わし，（（λ1，μ1），＿，（λn，μ。））（㎜od　6。）で対称積の点を定めればよい．

さらにPをSU（2）の非自明な有限部分群とする．　rは轡，84に作用するので，枠付きモ

ジュライ空間にも作用がliftされる．ただし，0巴への作用はrの丁次元の表現から来るもの
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として定めておく．このときr同変な層，あるいは半自己双対接続の枠付きモジュライ空間を

考える．服多様体としての記述が可能で，結果として，γ，Wがrの表現であり，

　　　　　　　　　　ω・V⑭い・阿ゴー

のすべてがr伺変な線形写像であることが条件となる．ただし，QはFのSU（2）への埋め込

みから決まる2次元表現である．

　（γ，WのFの表現としての構造を止めたときに，）McKay対応を用いてr同変な層，接続

の枠付きモジュライ空間が服多様体の例として記述されることを見よう．rの既約表現（の同

型類）をρ。，．．．，ρπとする、ただし，ρ。は自明な1次元表現とする．各既約表現に頂点を対応

させることにする．さらに

　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ・⑧Q一㊥ρ9α射

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z

とテンソル積を分解して，頂点～から是へ向きつきの辺を駕本引く．このときQが自己双対

ぴ竺く2であることから，鰍織巫であり，つまり辺に向きのない有限グラフから§2のルール

に従って，各辺に対して二つの向きを入れてできるグラフになっている．辺の全体∬を半分に

分け，H＝ΩU豆と分解しておく．（簸多様体は，本質的にΩの取り方に依存しないことがわ

かる．）このときMcKay対応により，最初の有限グラフはアファインDynkin図式であることが

知られている．

　さて

　　　　　　　　　　　　v＝㊥稼⑧既　w一㊥泥⑧ρ・

と既約分解しよう．このとき毒，元が如桐変であることから，

　　　　　　　　　　　　　　2た1仰「と→1％，　jA：阪→協

という…一められ一
（：：）はぶ一し線…

　　　　　　　　　　　　　　　　B九：陥ut伍）→臨（九）

を定める．このようにしてアファインDy頑桓図式に対応した簸多様体の元緯，《，∬∈頒の元

が定まる．逆に，そのような元はぶ同変な対象を与える．ただし，もともとの図2に対応する

簸多様体ではパラメータが贈を動いていたのに対し，アファインDynk三n図式にするとIR3）1

（∬は頂点の集合）に増えていることに注意しよう．

特に，Wを1次元の自明な表現，γをrの正規表現として取ると，Kronheimer［5］の研究した

ALE空間になる．複素多様体としては，動ζはパラメータζに応じて，単純特異点C2／rの（半

普遍）変形や，その同時特異点解消を与える．この研究が，すべての出発点であった．F＝Z／2Z

85

13



中島啓（HIRAKU　NAKAJIMA）　　　　　京都×学・大学院理学研究科

のときには，本質的に例1．5に同じである．（A型のアファインでないDynkin図式であった

が＿）

　また，Hllbert概型との関係に注意すれば，パラメータがζ£L　O，ζ！たLζ∫Gによらない定

数）で倍く0のときには，対応する簸多様体は

　　　　　｛了⊂Clz1，g2パノはr一不変なイデアルで，　Cレコきz2］パはrの正規表現｝

となることは容易に分かる、このようにすれば簸多様体を経由しないで，H三lbert概型を用

いて（C2／Fの特異点解消が構成できることが分かる．この事実は（Kronhdmerの結果と独立

に）Gnzburg－Kapranov，　Ito－Nakamuraによって発見された．また，同様にして通常のアファイ

ン平面の代わりに非可換なアファイン平面上で，点のHilbert概型を考察することによって，単

純特異点の半普遍変形が自然に構成される．（Nekras。v－Schwartz｛12D

　もともと簸多様体は，Kroぬ¢ぬeFNak題ma｛61で調べたALE空間上の反自己双対接続のモ

ジュライ空間を一般化したものである．この結果について～言だけ述べよう．

上に述べたようにALE空間は，アファインDynk三n図式に対応する，次元を特別こ選んだ簸

多様体であった．γ，Wを一般のrの表現にしたもので，さらにパラメターζを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　く・δ＝0

と取ると，対応する簸多様体鵬鷹9が反自己双対接続の枠付きモジュライ空間になる．ここで，

δはFの正規表現の次元を並ぺてできるベクトルである6．

　ここでALE空間の無限遠は，53／rであり，無限遠での枠付きは接続が収束する平坦接続の

ことである．これはFの表現に対応し，それがWになる．（詳しくは原論文を参照．）また，γ

はが条件を課した，ある1次元コホモロジー群に対応する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．階層

定義5．1．部分群G⊂Gに対して，（G）でGの共役類を表わす．点¢∈頒ζのG一軌道型が

（∂）であるとは，¢の代表元（万，乞，力のstabilizerがGと共役であるときをいう．

　G一軌道型が（G）の点の全体を（mζ）（∂）で表わす．

　勇～ζは，

　　　　　　　　　　　　　　　　頸く＝〕（9質ζ）｛δ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バと分割される．和は，Gの部分群の共役類の全体を動く．定義からG＝｛e｝に対応する（頒ζ）（δ）

が頒㌣である・

　このとき次は容易に分かる：

　6アファインLie環の虚ルートになる
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　（1）各（皿o（δ）は局所閉な部分集合である．

　（2）各（動く）（6）はhyper－Kahl¢r多様体である．より強く，（～般には異なるグラフに対する）

　　　服多様体として記述できる．

この意味で，簸多様体は自然な階層を持つ．

　例で調べてみよう．例3。2のとき，ζ≠§であればi演㌣＝斑稔9であった．ζ＝奪のときは

　　　　　　　　　　鰍0＝｛．4∈翫d（W）し42＝◎，rank・4≦ぷmレ｝

であったが，．4のJordan標準形のタイプ（今の場合はrankと対応）で分割される：

　　　　　　　　　頸・一〕｛A∈E・d（剛A2－0，・・nk≠ゐ｝・

　　　　　　　　　　　　0＜友くdj㎜レ

各stratum｛A∈End（W）い42＝0，rank　A二勾はγを陥次元のベクトル空間で置き換えて

定義される簸多様体である。これが上の階層であることが容易にチェックできる．

　また，前節のHi至be践概型のときを考えてみよう．ζ≠0であればstra垣mが一つなのは上の

例と同様である．ζ＝◎のときは妨◎は対1称積宮（C2）に等しかったが，

　　　　　　　　　　　　　　　5”（c2）＝　〕　sξ（c2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λはπの分割

という自然な階層を持つ．ここで，λ＝（α1≧α2≧＿）（非負整数の減少列で総和がηのもの

をnの分割という）に対し

5糞（c2）＝｛Σ・・［・・ll・・≠・，（P≠の｝

である．これが上の階層であることも容易にチェックできる．例えば，λ＝（n）に対応する

str＆組mは，台が一点に集中した元たち

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛η剛¢∈c2｝

に等しい．

分割λに対し，0でない成分の数を～（λ）とする．また，

　　　　　　　　　38（C2）＝｛2GS“（C2）lZの重心は原点｝

　　　　　　　　　　　　＝：｛｛（βユ，丘2，0，0）｝∈∬yto　l　tr（β1）＝tr（刀2）＝0｝

とする．すると，点Z＝Σち｛扇∈5奴Cうの3宮（C2）における近傍は，

　　　　　　　　　　　　　c2ξ｛A）×s81（c2）×s；2〈c2）×＿

の原点における近傍と複素解析空間として局所同型である．◎（λ）は，stratum　S；（C2）の接空

間と同一視されるので，残りの成分がスライスとなる．

この例を一般の簸多様体の場合に拡張することができる（正確なstatementと証明は，［111を

参照）．
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定理5．2．簸多様体の各sぬtum（頒ζ）（6）に対し，別のグラフ，ベクトル空間，そしてパラメ～

　　　　　　　　　　　　みタは0に対応した簸多様体鰍oが存在して，任意の点エ∈（鰍ζ）〔δ）のmζにおける近傍は，原

点0のC2N×moにおける近傍と複素解析空間として同型になる．ここでN＝dim（｛m∂｛δ）

である．さらに，stratumの集合の間に自然な対応があって，この同型は，対応するsもra勧mの

上の正則シンプレクティック形式を保つように構成できる．

6．同時特異点解消

ζ∬＝0のときは，〃ζ、はアファイン多様体の幾何学的商であると述べた．一般のζ＝（ζ∫，ζc）

に対してぐ＝（0，ζc）と定めよう．幾何学的不変式論による記述から複素構造∫に関する正則

写像

π：頸く→頒ζ’

が存在する．実際，頸ζ’上の正則鰻数はμ言（ζc）上のGO不変な正則関数であるから，制限に

よってμ言（ζc）れ了GC上の正則関数が定まる．また，その定め方と幾何学的不変式論の一般論に

よりπが射影的であることも分かる．また，同じ一般論により，集合の間の写像としては次のよ

うに与えられる．ヱ∈mζに対し，その同値類の代表元のぴ軌道を取ったとき，そのμδ1（ζc）

における閉包に含まれるただ一つの閉軌道がπ（エ）である．

例えばHilbert概型と対称積の場合の例では，この写像はいわゆるHilbert－Chow写像π：（C2）同→

S当C2）に…致する．すなわち，イデアル1に対して，その台を対応させる写像である．

定理5．2を精密化した次の結果が成り立つ．

補題6．L頸ぐのsもra敏m（頒パ（∂）に対して餓oを定理52のように取る．パラメータを（ζム◎）

に取り替えたものと上と同様に定義される写像を

　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
完：C2／v×m（ζ∫，o）→C2～v×氾～o

とする．C2N成分においては恒等写像である．

聴の託餓’）＠に対しく・当∋の吸における近傍とn“1（◎）の町く、パこおける近

傍の問の同型で次の図式が可換になるものが存在する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　頸⊃ゲ1（勾の近傍　　一一→　　㌣1（のの近傍⊂C2Nx頒ζζ∫β）

　　　　　　　　　　　ぎ

　　　・⊥　　　　　　　レ
弧。⊃。の近傍攣　oの近傍⊂c・N。抗
　　　　　　　　　　　竺

特に，ズ1（コじ）は完一1（0）と同型．
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例えばHilbert－Chow写像π：（c2）同→5’π（c2）の場合，　Z∈冴（C2）に対してズ1（X）の近

傍と，

C2’（λ）×ぢ1（0）×πデ（0）×＿

の近傍は同型であるが，これは自明である．ここで

π1・（c2）『11→3；・（c2），．．．

はH三lbert－Chow写像の重心が0の部分空間への制限である．

応用を与える．

定理6．2．ζはgenericであると仮定する．このとき畷㌍≠6であれば，πは次の意味で特異

点解消である．

　（1）πは射影的な射である．

　（2）弧（は特異点を持たない．（連結でないとしてもすべて等次元である．）

　（3）ゲ1（m；！9）の上でπは同型写像である、

（4）dim（隅＼ゲ蓬峨：9））＜dim頚ζが働立つ・

証明．（1）はすでに説明した，（2）はくがg¢聡ricであることから従う．

（3）の証明．補題3．6の証明で述べたよう｝こパラメータζ1＝θ］こ対してくジ安定であれば，他

の任意のパラメータに対しても自動的にζ∬・安定になる．したがって町口→mくという自然

な射が定義される．さらに，上に述べたようにπ（z）＝yであるのは，苫に対応する軌道の閉包

に含まれるただ一つの閉軌道が㌢に対応するときである．もしもy∈蹴㌣であるとすれば，

stabilizerが自明であることから，その閉軌道の次元はdim　Gに等しく，最大である．よってそ

の閉軌道が別の軌道の閉包に含まれることはありえない．よって，エに対応する軌道は同じ軌

道である，これは，町89→mぐとπを合成すると恒等写像であることを意味する．よってπ

の制限は同型写像を与える．

（4）の証明．頸ζは連結で（定理2．4），磁mズ1（頒㌣）＝dlm鰍くより明らか．　　　　　　口

注意6．3．上の定理においてπは全射であると予想されるが，今のところ何らかの仮定なしで

は証明できない．例えば，グラフがD狸k短型ならばOKである．

さらに強く次が成立する．

定理6＆．くはg題ericであると仮定する．このとき頒㌣≠蓼であれば，πはsemi－sm面であ

る，すなわち，mζ，＝L」（imζ，）（∂）を前節の階層とし，虚∈（動ζ’）◎とするとき

（1）写像πは，ズ1（（鰍ζ・）1δ））に制限すると位相的なファイバー束である．

89

17



中島啓（田RAKU　NAIぐAJWA）　　　　　　　　京都大学・大学院理学研究科

（2）不等式

・酋・ω≦；（dimc頒にd三碇（頒ζ’）1∂））

が成り立つ．

証明．（1）は，補題6．1から従う．

　（2）は，補題6．1と系3。8より

　　　　　　　・・m・ゲ・（¢）＝dimc完一1（◎）≦；・頑・・、・・＝；（・・m・頒に・・嚇・’），∂，）

とな惚て成立する、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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