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INTRODUCTION

　　　序

　“三項演算をもつ代数系”というと，役に立たないもの，つまらないもの，と一般には思わ

れがちかも知れない．しかし，実はそうではない，ということを一人でも多くの人に知っても

らいたい，というのが講演を引き受けた動機であり，本講演の目的である．

　ある種の等質射影多様体の射影幾何的研究には三項演算をもつ代数系が役に立つ，という

ことを説明したいのであるが，現在，その概念的根拠を提示することはできない：実際のとこ

ろは，次数付きり一環に関する細かい計算には，その次数付けに応じたη項演算を導入する

と便利である，というところかもしれない，ここでは役立つことの状況証拠として幾つかの例

を示すことにする．具体的には，随伴多様体（adjoi就v碇iety）とフロイデンタール多様体

（Freudenthal　variety）のsecant　locus，　tangent　locusに関する結果，そして，フロイデン

タール多様体の等質性について述べる：すべて，保倉理美氏（福井大学）との共同研究による

ものである．その後に，証明のバックにある理論について若干の説明を与える．以下の内容に

即した精確なタイトルを（冗長さをいとわずに）付けるなら，“シンプレクティック三重系の，

接触型次数付き単純リー環に付随して現れる等質射影多様体の射影幾何への応用”となるだ

ろうが，タイトルは講演時のままとした，

1．HOWΣ）II）IFALL脳L〈）VE　W汀｝I　TRIPLE　SY§TEMS？

　　　　　どうして私はこの道にハマったか？

1．◎Seca註t織d　Tangent　L◎ci．　X⊆pNを射影多様体とする．点¢∈pNに対して，

Σ。・＝｛禦∈Xlヨz∈x＼ω，¢∈y・2｝，

◎が＝｛y∈Xi¢∈％x｝

とおきラそれぞれ，エについてのsecaカパθc囎，　t劔ge砿麦◎ε違と呼ぶ．ただしハy＊zは

yとzで定まる割線（secant　line），隅XはyにおけるXの】pNへ埋め込まれた接空間
（embedded　tangent　space）である，

一
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1．1Tangent　Loci　of　Adjoint　Varieties．複素単純リー環gに対して，その随伴表現

から定まる作用G合IP．（g）の（唯一の）閉軌道を

x（9）⊆IP＊（9）

とする．ただし，Gはgをリー環にもつ連結代数群である．この射影多様体X（g）をgに付

随した随伴多様体（adjd泣variety）と呼ぶ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×て戸

1ωんeγre［エ，yユ：＝π（［π一1¢，7r　1yD∈P＊（g）απ（1π：g＼｛0｝－dP＊（g）23　Zんeργリゴec孟τoγL．

Pれ00∫0∫Tんeorem　1：gのカルタン部分環り，そして，それに関するルート系Rの基底

△を取り，Rに順序を定める．最高ルートベクトルE＋と最低ルートベクトルE＿で，
H：＝［E＋，E＿1として［∬，　E＋1＝2E＋，［H，　E＿1＝－2β＿を満たすものを取る．このと

き，X（9）＝π（σ・五）＋）である．

　証明は，次を示すことに帰着される：

eπH＝｛πE÷，πE＿｝．

対角線作用による軌道G叱πE＋，7rE」がG・πE＋×G・wE＿＝X（g）×X（g）の中で稠

密だからである．

　包含関係θπH⊇｛πE＋，wE＿｝は，万E±X（g）＝凪（［g，万士D∋π∬となることから

わかるので，逆の包含関係が聞題となるが，g∈Gに対して

万（9．E＋）X（9）＝IP。（〔9，9・阜1）

となるから，次を示せば十分である：

αaim　L∬H二毘9・万＋1∫oア80mεγ∈9餓dg∈G，仇εη9・E÷∈C石＋uCE＿．

　ここで，リー環9の（adκ）個有空間分解を考える：」∈Cに対して

9ゴ：＝｛z∈gl田，z］＝ゴz｝

とおくと，gは

　　　　　　　　　　　　　9＝9＿2㊥9－1㊥90㊥91Φ92

と分解され，

　　　　　　　　　　｛9♪9夫］⊆功w，　亙∈90き9士2＝c君土き

が成り立つことがわかる．この分解は，rk　g≧2の場合，接触型次数分解（graded　dec◎m－

position　of　contact　type）と呼ばれる．ただし，　g≠5【2⇔rk　g≧2⇔g1≠◎であ
る．

　双対空間り＊においでルート達Rの張る凸閉包の頂点∂を一つ選び，∂から一∂に向
かって等間隔に，5つにルートを分けるとき，それに応じてカルタン分解g＝り㊥㊥α∈R9α

を5つにまとめ直したものが接触型次数分解である（次頁の図参照）．
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T】議9GRA£）蓬…｝D】：）ISC◎真《董》◎§1「TI◎］S｛◇苦’CO至ぜr£ACT　TYPg　AND

　　　THE　ROOT　DIA（》RAM　IN　CASE　OF　TYPE　G2

☆　　α　　　　　　　　　　　←→　　　92

★　　　　　☆　　　　　　★　　　　　☆　　　　　←一→　　　91

★　　　　★　　　　★　　　　　　←→　　90

☆☆　★★←一→9＿1
　　　　　　　　　　　　　　　★　　　　　　　　　　　　　　←→　　　9＿2

　Claim　1の証明であるが，まず

（†）　　　　　　　　　　　　　　G・E＋＝｛Z蔓…glZ≠0，（adZ）29⊆CZ｝

となることを示す（証明略）．これよりg・E＋が（adH）一固有ベクトルであることが示され

る．っまり，g・E＋はある克に含まれる．等式∬＝｛ジg・E＋1の次数◎の部分を見れば，

γ∈g咋と仮定してよいことがわかる．

　このとき，i≠0となる：というのは，釣o：＝Ker（ad　E．dgo）とおくと90＝駕）oθCH

であり｛90譲o〕＝｛分§，釣ol⊆分oとなることが示され，う＝◎ならば凝∈〔g◎浪◎］⊆力◎

となるが，adE＋（H）＝－2E＋≠0だから，矛盾である，

　よってZ≠士1を示せばよい：乞≠1を示すことにする（乞≠－1も同様である）．我々の
証明｛5］では，浅野洋に，2｝により導入された対称“積”

　　　　　　　　　　　　×191×9い→90：（P，Q）ト→P×Q

を考えることがポイントとなっている．これは，

　　　　　　　　　　　－2P×Q＝〔Q，［．P，　E＿ll十［P，［Q，E＿1］

により定義される．一方，リー環の括弧積から自然に定義される交代形式〈，〉：g1×功→C

を考える：

　　　　　　　　　　　　　　　2〈君ζ2＞1ジ＋＝＝｛君｛？｝．

このとき次が成り立っ：

Lemma　1（K－Yasukura｛5｝）．動アP，（2∈g1蕊煽γ∈g＿1観仇Y券：＝｛y《8＋1，苗e
旭力¢

　　（1）［Kq＝γ孝×Q＋〈γ司Q＞∬ω励γ獅・Q∈の。，

　　（2）　P×Q＃（2×（2＝0⇒〈1），（2＞＝0．
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　“匡≠1”の証明に戻るとづ＝1ならば，Lemma　1但）にょり

　　　　　　　　』ゴ＝［】79’」E＋］＝γ＃×9・1z＋＋〈γ≠㌧9・E＋〉且

となるが，直和分解恥＝◎oΦCHに注意して両辺を比べると，

　　　　　　　　　　　γ≠ε×9・E＋＝0，　〈γ当9・E＋〉＝1

を得る，しかし，（†）を用いると

　　　　　　　　　　　　　　　　9・E．＋．×9・E＋＝0

となることが示されるので，Lemma　1（2）に矛盾する．故に7≠1である．□

P…∫・∫Lemmα1・（1）ヤコビ恒等武によりtγらE．1＝γとなるので，ぽq－
［［γ巧EJ（21となるが，これを半分ずつにわけて片方にヤコビ恒等式を使うと，

　　　　　　1ジQl＝｛lyちEぷ～］

　　　　　　　　　＝一；［Q［γ＃，E－］］＋；（［［γ＃，qE－］＋［凶E＿Q］】）

　　　　　　　　　＝y券×Q＋〈y司の万、口

　（2）後述の公式（S2）でR：＝Pとおくと，あっけなく証明できるが，直接証明すると以

下のようになる：ヤコビ恒等i武により，まず，

　　　　　　　　｛P｛研P，E＿珊＝｛｛君q｛P，　E＿ll十［qP［P，　E＿1］1

　　　　　　　　　　　　　　　＝2〈P，Q＞（－P）十〇　（∵P×P＝0）

そして，

　　　　　　　　　［P［P［Q，E＿n］＝［P｛［P，Q］E＿］］十［P［Q〔P，E＿川

　　　　　　　　　　　　　　　　＝：－2｛P｝（～＞P－2｛只（2＞P

だから，

　　　　　0＝－2｛P，P×Q］＝｛P｛〈2［P，　E＿ll｝十｛P｛P｛QヲEぷ1＝－6（P，（2＞P

となり，〈P，Q＞＝0を得る．口

1．2Secant　L、oci　of　Freudenthal　Varieties．上に現れた条件P×P＝0で定まる
集合

　　　　　　　　　　　　　V：＝｛P∈911」P×Pぱ0｝＼｛0｝

の射影化γ（g）：＝wV⊆P．（g1）をgに付随したフロイデンタール多様体と呼ぶことにする．

これは，フロイデンタールによる例外型単純ジー環の構成では，8ymplecξi¢ge◎metryにお

ける平面のなす多様体として現れる射影多様体（フロイデンタール｛3］，｛4，（4．11）1参照）の

一般化に相当する．たとえば，γ（508）＝IP1×】P1×P1⊆P7となることが示される，

　条件
　　　　　　　　　29（P）阜＝（・dP）4君．∈92＝CE÷（P∈9、）

により飢上の四次斉次式4を定める、このとき，フロイデンタール多様体γ（g）の8ecant

lOCUSに関して，次が成り立つ：
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86

The◇どem　2（K－Yas遠碇a［6］）・拘アα聾P∈卑磁抗9（P）≠0，祝～協ガε

Σ・・一 ｛・（（・dP）3五士爾P）｝・

　これの代わりに，次を示す：

Claim　2・♪brαπy　P∈91ω軌4（P）≠0，抗eアe　e顕8おα肌勾鵬pατr｛｝ろ27｝⊆V

8μCん伽ZP＝yP＋Z．∫川九α‡Cα8¢，ωeんαηe

　　　　　　　　　　　｛醐一｛；P±2歳離｝

　求めるジZの存在を示すには，Q：＝λP＋μ（a（lP）3E＿とおいてQ∈V，すなわち，

Q×（2＝0となる相異なる（λ：μ）∈IP1が2点存在することを示せばよい（g（P）≠0によ

り7rP≠π（（ad∫））3E＿）であることに注意）．だから，（2×Qを展開すればよいが，計算は

難しくはないにせよ〉括弧積の洪水となる．

　計算を見通しよく行なうための記法として，浅野｛1，21により導入されたg1上の三項演

算を用いる：

　　　　　　　　　　　　｛PQR］：＝｛P×Q，　Rl　（P，　Q，R∈91）

明らかに，

（S1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1）（2Rl＝｛Q」PR］

である．11，21において，次の公式が証明されている：

（S2）　　　　　　［PQ珂＝［PRQ］十〈P，　R＞Q－〈P，　Q＞R十2〈Q，　R＞P

（S3）　　　　　　　　　［P〈21翌S7Y‖＝［［PQR｜5T〕÷｛R［PQ5］T〕十〔RSIp（＞7’｜］

（S2）はさほど難しくはないが，（S3）の証明はかなり複雑である．

　さて，この記法を用いると，P×P＝一（adP）2E＿より

　　　　　　　　　　　　　　　　（・dP）3E．＝｛PPP｜

となり，また，29（P）E＋＝（ad　1））4E＿＝｛み［PPPIIニ2〈み｛PPPI＞∬＋だから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　9（P）＝｛P，｛PPP｝〉

となる．さて，Q＝λP＋μしPPPIとしてQ×Qを展開してみると，以下のLemma　2に
より

　　　　　　Q×Q一λ2P・P＋2λμP・［PPP］＋μ2［PPP］・［PPP］

　　　　　　　　　　＝（λ2－3q（P）μ2）P×P

となり，求めるY，Zの存在，および，具体的な形がわかる．

　一方，以下のLemma　3によりP＝γ十Z（γ，z∈v）ならば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　y－z⇒～緬［PPPL

となり，γ，ZはPにより決ってしまうので，存在すれば一意的である，口
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Lemma　2（K－Yawk逗a｛61）．施アP∈g1夢狙ε妬ガe

　　（1）P×［PPPI＝0，
　　（2）　［P1）P］×［P1）P］：＝－3q（P）1）×P．

P磐o（ザ《ザzンem宿《茎2：　（1）（s3）　より

［PP［PPT］］綴［［PPP］PT］十［P［PPP］T］十［PP［PPTユユ

となり，（S1）を使うと21P｛PPPITI＝◎を得る．よってP×［PPPI＝◎である．口
（2）（S3）　より

｛」）P日PPP］1）T｝1

　　＝｛｛PP｛PPPI］PT｝十｛IPPPHPPP］T｝十｛｛PPP］P｛PPT］1

となるが，P×［PP問＝0なので，左辺と右辺第3項は0である。したがって，

［［PPPHPPPIw＝一［［PP｛PPP‖Pη

となる．ここで，（S2）とP×｛∫）PPI＝0により

｛PP［PpPll

　　＝［P［PPP｜pj十〈P，［PP』）」＞P－〈P，　P＞［PPPユ十2〈P，［PPPユ＞P

　　＝｛1ブ｛P∫）PIPI十3〈・P，｛PP・P］＞P

　　＝3〈P，［PP1）｜〉∬）

である．ゆえに，｛｛PPPHPPPITI＝－3〈P，｛PPPI＞｛PPT｝となり，｛PZ）刊×｛PPP］；

－3奴P）P×Pを得る．　O

Lemma　3（K－Yasukura［61）．∬P＝γ十Z∫or　50mε酩Z∈V，輪η

　　（1）｛PPP｝＝－6〈】ピz＞（y－z）タ

　　（2）　9（P）＝12ぐを～Z＞2．

Pη00∫0μemmα3：

lPPPI＝1γYPI十｛γZPI十｛zyPl十｛ZZPl

　　　　＝1γZPI十［ZγP］　（∵γ×γ＝Z×Z＝0）

　　　　＝2［γZγ｝一ト2｛Zγ271　（∵（51））

　　　　＝・2（｛yγ2Z］十〈｝～｝／＞2r－〈｝ノ127＞γ十2〈2《，γ〉γ）

　　　　　十2（［272rYl十〈Z，2r＞γ一〈Z，γ＞Z十2〈罵Z＞Z）　　（∵（52））

　　　　＝－6｛｝～2＞y－6〈Z）y＞Z　　（∵y×y＝：2r×Z＝0）

　　　　＝－6〈｝7Z＞（γ’－Z），

したがって，g（P）＝〈P，｛PPPI＞＝12〈ピZ＞2となる．口

L3　The　Hom（培eneity　of　Freudenthal　varieties．等質性は，射影空間への埋込に

は直接関係はしない内在的性質であるが，それからフロイデンタール多様体と接多様体との双

対性などの射影幾何的性質が導かれることに注意しておく（詳しくは，［6］参照のこと）．
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Theorem　3（K－Yasukura［6D．　Tんe　clo8ed　co肌ec£ed　8励gアo仰o∫G＝Int　gω励

ぴe吻由α釣0二Ke中dE＋19。）αC／8加雄勧吻・π杉αCん治ed硫b～e　c・mp・π斑・∫
γω・

　これは‘Theorem　2と下のClaim　3から導かれる．証明の概略は次の通り：

　　　　　　　　5・＝｛P＜…91｛（〕（P）≠◎｝＝｛P∈9、K・dP）4五≠o｝，

とおき，90をリー環にもつGの連結部分代数群をGoとする．このとき，Clalm　3’から⇔

は・G・の燃な鮪の㌢響軸ること鯨される・Th・－2を肌・ると，　T』・限
3が8の等質性から導かれる：・」□

q・輌m3．且口卿S
　　　　　　　　　L（P，P）：91－→91；Qト→［Q，（ad　P）2」EL］＝［X＞PQ］

砧5ぴが杉cz窃e在e．，㈱乞50moアρM3mノガq（P）≠（），

　Claim　3は以下のTheorem　4から容易に導かれる：というのは，

　　　　　　　　　　　　　レγ：＝CP＋qPP∬）1⊆∬1，

　　　　　　　　　　　　W㌧＝｛Q∈舖Q，R＞＝◎，W∈珊

とおくと，q（P）≠0よりg1＝WΦW⊥となり，Theorem　4により

　　　　　　　L（酬一3・（P）・d…（君P）・lw・一（P）・dw・

となるからである．口

Theorem　4（K－Yasukura［6D．冗or　P，　Q∈g1，ψeんαりe

　　　　　3L（君P）2Q＝8〈Q，｛PPP｝＞P＋8〈君Q＞［PPPI＋〈君［PPPI＞0．

Pmθ∫θ∫Tれoアem　4：まず，（S2）より，｛PPQI＝｛PQPI＋3〈P，　Q＞Pとなる．し・たがっ

て，〈P，IPQP｝〉＝〈君［PPQ］〉であり

（＊）　　　　　　　　　　　　L（み1））2Q＝［P∫）［P（2∫）ll十3〈P，　Q＞｛PPPl

となるが，（S2）により

　　　　　　　　　　　［PP｛PQ1）ll＝IP［PQP］P］十3〈P，［PQPI＞P

となる，ここで，り～環のヤコビ恒等式から〈君IPP副〉＝〈Q，｛PPP〕〉が承されるので
〈P，［PQPI＞＝〈Q，［∫）PP］〉となる．ゆえに，以上から

（☆）　　　　　　　　｛PP｛PQPI）＝｛P｛PQ刊Pl十3〈Q，　IPPP）＞P

を得る．一方，（S1）と（S3）から

　　　　　　　　　　　｛PQ［PPP｝1＝2［P｛PQPI　PI十｛PP｛PQPI］

となるが，（S2）とLemma　2（1）から

　　　　　　口〔）Q［PP1）］1＝〈P，［∫）1）P］＞Q－〈1），　Q＞｛∫）PPI十2〈（2，11）PX）1＞」）

となるので，

（☆★）　2［P［1）QP］P】→一［P．X》［1⊃（21『］＝〈』つ，［1）P1）］＞Q－〈1），　Q＞［PP1）｜十2〈Q，［』）P1）1＞P

を得る．（★）と（廿〉を合わせると，

（＊＊）　　　　　3｛P．Z）［P（～Pユ］＝〈P，｛∫）P1）1）（2－〈P，　Q）｛∬）PP］十8〈（2，｛1）P」）1＞P

を得る．（＊）と（＊＊）を合わせると，求める式を得る．ロ

Problem．三項演算を持ち出さずに直接αo納3をi証明せよ．
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　　　　　　　　　　　　　　　2．TRIPLE　SYsTEMS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三重系

　まずは一般的用語の定義から（浅野国参照）：1ζを標数0の体とする．κ上の線型空間

Sが3重線型写像
　　　　　　　　　　｛，，］：T×r×τ→τ；（¢，y，z）ぽ〔出，y，宕1，

をもつとき，（T，1，，D（または，簡単にT）を三重系（垣ple　8ystem＞という．三重系丁に対し

て，その部分空懸1がμ7Tl十口YT］十［TT司⊆∫をみたすとき，∫はTのイデアルであると

いう．Tが§ではない真のイデアルをもたないときうTは単純（simρ1e）であるという．線型写

像D：T→Tが任意の¢，y，　z∈Tに対して工）巨y司＝KD¢）9勾＋｛パDy）づ÷巨y〈Dの1

をみたすとき，0はτの微分（derivation）であるという．τの微分の全体を分（τ）と書

くことにする，容易にわかるように，分（T）は交換子積によりリー環をなす．

　主だった三重系をいくつか紹介する：　　　　　　　　　　　．

Lie　Triple　System（N．　Jacobson（1941），　W．　G．　Lister（1952））．三重系丁が公理

　（L1）［卿z］＝一［四司

　（L2）　1コc3／z］十｛1／2エユ十［之oじ3／1＝0

　（L3）輻司巧z｝］＝ぽぴ刈彩之1十園u祖司zl十1巧1η初211

を満たすとききT｝まジー三重系（L輌et旬le§ぎste灘）をなすという．

　公理（L3）により線型写像L（磁，旬：T→苦；ε旨［砧6c］は㌘の微分である．

　　　　　　　　　　　　釣・の・＝〈L（α，b）1α，b∈T＞⊆Φm

とおくと，分o（T）は9（τ）のイデアルとなる．さらに，

　　　　　　　　　　　　　　　9（τ）：ニτ㊥逐）0（T）

とおき，g（T）上の括弧積［，］を次のように定義する：

　　　　　　［τ・＋D、，彦2＋D21・＝（D・Z2－D2τ、）＋（L（¢、，22）パD、，D21）

（♂1，82∈T，D1，D2∈分◎（T））．このとき，g（T）は，この1，1をもってり一環となる，τが

単純ならば分｛T）＝釣◎（T）となるが，そのときg（τ）がり一環として単純となるとは限ら

ない．

　次の三種の三重系は，フロイデンタールによる例外型り一環の構成｛31をヒントに考え出

されたものである（圏も参照のこと）：

Freudenthal　Triple　S押tem（K　Meyberg（1968））．交代形式〈，〉をもつ三重系5が

公理

（M1）［巧z］＝［騨z］＝［¢剖

（M2）（ω，¢，y，z）卜→〈ω，［¢飼〉は四重対称形式

（M3）［［耽コc］刎＝〈y，忽＞b孤1十〈y，［¢コc¢］〉⑦

をみたすとき，5｛はフロイデンタール三重系（Freudentha1垣ρle　system）をなすという．

罫aulk白e妥登iple　System（3・R・Fau至kneぎ（1971））．交代形式〈，〉をもつ三重系Sが

公理

　（F1）｛巧zlニb鵬1十〈忽，y＞z

　（F2）　［¢y勾二［¢之y］十くy，　z＞¢

　（F3）〈1？ρ靱1，z＞十〈y，［1〃鵬1＞＝〈ω，¢〉〈y，z＞

　（F4）［［uωzユ解1＝［［徽司ωぱ1十回ω酩］司十［w［エμ］1

をみたすとき，Sはフォークナー三重系（Faulkner　triple　system）をなすという．

89
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Symplectic　Triple　System（山口清一浅野洋［7D．自明ではない交代形式〈，〉をもつ

三重系sが公理

　（S1）［四勾＝［四司

　（S2）　｛佑y之】・＝｛エzタ1十〈佑，　z＞1ノー（¢，　y＞z－←2〈y，　z＞¢

　（S3）［ηω1即司1＝［［uωぼユy2】十国ηωy］司十［¢y｛砂ω211

をみたすとき，5はシンプレクティック三重系（sympiectic　triple　system）をなすという．

　さて，これらの三重系間の関係については，フロイデンタール三重系（3，｛，，｝，（，＞＞に対し

て，

　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　＜窃z＞：＝ラ（｛聯｝＋｛鮎z＞エ＋〈z，露＞y一鱈y＞∋

と定めれば（5，〈，，〉，〈，〉）はフォークナー三重系となりヅフオークナー三重系（3，〈，，〉，〈，〉）

に対して

　　　　　　　　　　　　　　　［コcμ］：＝〈z巧〉十〈z仰〉

と定めれば（5，［，，］，〈，〉）はシンプレクティック三重系となり，また，シンプレクティック三重

系（5，｛，，］，〈，〉）に対して，

｛巧z｝：＝［巧司一〈¢，z＞y－〈y，2＞コc

と定めれば（5，｛，，｝，〈，〉）はフロイデンタール三重系となる，という具合である．

　したがってこれらの三重系は本質的には同値である，とも言えなくもないが，実は微妙な違
いがある：たとえば，上の対応において，（5，［，，1，〈，〉）が単純であることと，（S，｛，，｝，〈，〉）が

単純であることは同値ではない（浅野氏の注意）＿N　　　　　　　　　　’

　その他の重要な三重系としては，　　　　　　　　　　　　　　㍉

Jordan　Tril》▲e　System（N．　Jac◎b8（＞n（1949），　K．　Meyberg（1972））．三重系Sが公

理

　（J1）［砲z｜＝レy¢▲

　（J2）　［u切［ぽy司1＝［［uψ⑳］y司一［¢［uωy］勾十［¢y［uωz］］

をみたすとき，Sはジョルダン三重系（Jordan　triple　system）をなすという．

Genemlized　Jordan　Triple　System（1．　L　Ka批or（1973））．ジョルダン三重系の公

理のうち，（J2）だけを満たすものは，一般化されたジョルダン三重系（gerleralized　Jordan

triple　8ystem）と呼ばれる．

　　　　　　　　　　　3，THE　THEoRY　oF　HIROsHI　ASANo

　　　　　　　　　　　　　　　　　浅野洋の理論

　最後に，シンプレクティック三重系とリー環との関係について簡単に解説する．

　シンプレクティック三重系（5，［，，］，〈，〉）に対して，S＋，5二を3のコピーとして，r：＝・

8＋Φ5Lとおく．丁上の三重線型写像｛，，｝を次のように定義する：

｛闇・團倒｝

・一 ㍑㌶設隠詔誘；1；、二く認㍍弦跳］

ただし，隅∈S÷，助∈S＿である．このとき，次が成り立つ1
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The◎τem（Asaロ◇〔1，21，Yξ皿agut輌一As鋤◎17D・（T，｛，，｝）i5窪ぴ¢仇がe　3ys鵬εm・

　このリー三重系（T，｛，，｝）から得られるリー環をg（5）：＝㌘Φぼ）o（T）と書くことにする

と，次が成り立っ：

Theo斑m（A§a簸o〔1，2］，　YamaguローAsan◎［7D．

　　　　〈，〉：π・η一degeπe耐e⇔s：3卿le⇔T：3卿1¢⇔9（s）：8卿／e．

　これより，シンプレクティック三重系の場合，三重系としての単純性とそれから構成される

ジー環の単純性とが見事に対応していることがわかる。

　分o（T），g（S）の具体的な形について見てみよう．三つの線型写像H，　E＋，E＿：T→T

を次のように定義する：

　　　　　H・固一田，E・・［；H日，　E－・団唯］・

このとき，

　　　　　　　　｛阜，葱』＝呈f，　置，E＋］＝2E◇，　［HきEづ＝－2E＿

となるが，さらに，∬，E＋，E～∈分（T）であることが示される、　Sの微分Dを次のように

してTの微分へ拡張する：
　　　　　　　　　　　　　　　D・団H團・

このとき，次が成り立つ：

The碇e】田（Asano　l1，21）・《ア5」3α3《m〆e　5ym〆εc♂輌e鵬πパe　3ガ3£em，統斑

　　　　　　　　　　　　　ぼ）o（T）＝偏）⑪（5）㊥〈∬，E＋，E⇒，

　したがって，単純シンプレクティック三重系5から構成されたリー環g（S）は

　　　　　　　　　9（5）＝？㊥分◎ぴ）

　　　　　　　　　　　　＝（S＋㊥3」㊧（変）0（S）㊤〈H，E＋，E＿〉）

という形をしている．直和の順序を変えて

　　　　　　　　9（3）＝κえζ＿㊤5＿6）（3）0（5）ΦκH）㊥S＋㊥κE＋

とすれば，これは丁度，（adH）個有空間分解で得られる接触型次数分解

　　　　　　　　　　　　9（5）＝9＿2㊧阜1＄90㊧91㊧92

と一致する．さらに，次が成り立つl

Theorem．（Asano｛1，2］）．飽e惣3仇μe　Lie磁lge6脇o『ア㈱ゐ≧20促rκ＝K元3
06紘編¢∂獅om　50meぷ匡m〆e　8霧m〆ec玩C編がe　3∂3ξem畑統e　cθ郷ξW臨0πφ0ガ¢。

　これは次のように証明される：κ上のrk≧2の単純リー環gに対して，5【2－triple
（E＋，∬，E⊃を一つ取り，（adH）一固有空間分解g＝g＿2㊥g＿1㊥90㊥g1㊥g2を考える．

そして，前と同様にg1上に，次の式で三項演算〔き，］と交代形式く，〉を定める：

　　　　　　　　　　　　2［ぱyz］＝［z［y［oc，E＿］］］十［z［露［2ノ，王）＿］］］，

　　　　　　　　　　　2〈¢，y）E＋ニb，yl．

このとき，（g1，｛，，1，〈，〉）がシンプレクティック三重系となること，すなわち，（S1），（S2），（S3）

が成り立つことが示される．さらに，前述の方法で（91，川，（，〉）から構成したリー環g（g1）

が元のgと同型であることが示される．〔コ

91
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POSTSCRIPT

　あとがき

　Theorem　1の証明を考えていたとき共同研究者の保倉理美氏から，こんなものがありま

す，という感じでシンプレクティック三重系のことを教わった，三項演算を持つ代数系を知っ

た最初のときである．その時の第一印象は，大変失礼ながら，そんなもの絶対に役に立たない，

だった、また，二項演算しか慣れ親しんでいないためか，正直言って何となくグロテスクな印

象さえ持った．しかしきしばらくして，それは大きな間違いである，と思うようになった．自分

の興味を持つ対象分野での証明や計算に非常に役立つことを身に沁みたからである．

　二項演算が代数系の演算としてもっとも基本的であることは間違いないが，だからといっ

てそれだけに拘泥するのではなく，必要に応じて，三項演算，四項演算，＿など導入すること

により，新しい世界が拡がると思われる．

　本原稿を書く際には，浅野洋氏，神谷徳昭氏，そして，保倉理美氏から頂いたコメント，ア

ドバイスなどが参考になりました．ありがとうございます．また，講演の機会を下さったシン

ポジウムorganizerの小林正典さん，徳永浩雄さんに感謝します。海外で英語で講演するより

も緊張してしまい，■■■■気味でしたが，我慢強く注意深く聴いてくださった方々に感謝し

ます．また，講演後いろいろな方々から様々な質問，コメント，アドバイスなどを頂きました．

ありがとうございます．

RE1運｝RgNC起§

　参考文献

　　　　　　1．浅野洋，乃勿～ε3y3¢εm3について，横浜市立大学論叢自然科学系列，第27巻第1号（1975），

　　　　　　　7－31．

　　　　　　2．浅野洋，5ymρlec沈野印le鞠3牝m5と単純リー環，京都大学数理解析研究所講究録，
　　　　　　　第308巻（1977），41－54．

　　　　　　3．H．　F士eudentha1，8¢zτeんμηgen〔leγ・E8μηd　E7　zμr　Oん君αηeπebeηe，∫一∫ξ∫∫∫一∫Mγ一

　　　　　　　1X∫X－XゐProc．　Konink1．　Ned，　Akad．　Wentenschap．　A57（1954）；A58（1955）；

　　　　　　　A62（1959）；A66（1963）．

　　　　　　4・H・FΣ題de漁a1，　L姥9ア0ぴρ8　m統e釦撚翻拠30ゾgeθme鞠，　Adv輪es祖E｛紬．
　　　　　　　1　（1964），145－19◎、

ジダ1　　5＞｛・Kaji，　O・Y誌ukma，範πgeれパθc緬抱ゴceア毒斑川屹αア8eφoπ3θゾα吻o翻ガ碗一
プ

　　　　　　　　　　　e抱e8，　Nagoya　Math．」．158（2◎0◎），63－72．

　　　　　　6・H・Kaji，　O・Yasukura，8ecα励s，¢αηge励5απば仇eんomogeπe仰o∫■eμ∂e励んα～

　　　　　　　uα舵Z2e3，　Preprint　2001／03／28；IMPA　Preprint　8erver，　Serie　A　2001／29．

　　　　　　7．K．　Yamaguti，　H．　A8aHo，0η乃「θ必θηZんα」告coπ8診物o伽ηoゾεzcε〆‘oπα～L‘εα／gε．

　　　　　　　6rα8，　Proc．　Japan　Acad．51（1975），253－258．

早稲田大学理工学部数理科学科，〒169－8555東京都新宿区大久保3－4－1

kaji⑳se・waseぬ・ac・jp
h七tp：〆〆pc193◎97・ジc・waseda・ac．jp／

92

11


