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Abstract．本稿の目的は，完備離散付値体上のKummer曲面が整数環上に良い還元

（good　reduction）を持つことのモノドロミー作用を用いた判定法を与えることである

（［lt］）．これは古典的にアーベル多様体の時に知られているN6ron－Ogg－Shafarevichの

判定法（［STDのKummer曲面における類似である．応用として，　Kummer曲面の特

殊化に関する結果や，代数体上のKummer曲面に対するShafarevich予想の類似が得

られる．最後に，1ζ3曲面への一般化とKulikovによる半安定退化の極小モデル理論

（［Ku］，［PP｜）との関係についても述べる．

1．INTRODUCTION

　κを標数が2でない体とし，Aをκ上のアーベル曲面とする．このとき，　Aに定まる

加法群の構造から，対合↓：．4→、4，P→－Pが定まり，これにより群z／2z…≡｛id，↓｝⊂

Autκ（A）がAに作用する．この作用によるAの商空間を・4／＜L＞と書く．．4／〈L＞は↓の固

定点の像において商特異点を持つ．．4／〈りの極小特異点解消をKm（A）で表し，、4に伴う

Kummer曲面（Kummer　surface　associated　to　A）という．　Km（A）はκ上のκ3曲面に

なる．

定義1．1．Xをκ上の固有かつ滑らかな代数曲面とする．　XがK上のKummer曲面

（Kummer　surface）とは，ある有限次分離拡大L／κと，　L上のアーベル曲面Aに対し，

同形XL竺Km（A）が存在することをいう．

　Kを完備離散付値体，0κをκの整数環，Fを剰余体とする．このとき，完全系列

　　　　　　　0－一→∫κ一一一→Gal（κ／κ）一一→Ga1（F／F）一一→0

がある．ここでπ，万はそれぞれκ，Fの分離閉包である．∫κをκの惰性群（inertia　group）

という．
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定義1．2．Xをκ上の固有かつ滑らかな代数多様体とする．0κ上の固有かつ滑らかな

スキーム王と，κ上の同形王⑧oκκ製Xが存在するとき，Xは（つκ上に良い還元（good

reduction）を持つという．また，このような王を固有かつ滑らかなモデル（proper　smooth

model）という．

以下が本稿の主定理である．より一般的な結果については，定理4．1を参照，

定理L3（｛ltl，　Theorem　13）．κを完備離散付値体で，剰余体Fは標数が2でない代数

閉体であるとする，1をFの標数と異なる素数とする．Xをκ上のKummer曲面とす

る．このとき，Xが良い還元を持つことと，／κがエタールコホモロジーH訊X茸，《≧δに

自明に作用することは同値である，

注意1．4．定義1．1において，アーベル曲面Aや同形X竺Km（A）は，必ずしもκ上定

義されているとは限らない．κ上でKm｛A）と表される曲面のみをKumm就曲面と言う

流儀もあるが，本稿で扱う1〈ummer曲面の定義は，より一般的なものである，

補足1．5．　1．Xのエタールコホモロジーのうち，　zκが非自明に作用する可能性があ

　　るのはH2t（Xπ，　QI）のみである．従って，∫κのH記Xπ，　Q∂への作用のみを考えれ

　　ばよい．

　2．エタールコホモロジーの底変換定理により，一般に，κ上の固有かっ滑らかな代

　　数多様体Xが良い還元を持てば，1κはエタールコホモロジーに自明に作用する

　　（［SGA4－III］），従って，定理1．3の証明では，この逆が問題となる．

　3．Xがアーベル多様体の時は，剰余体Fに関わらず，　Xが良い還元を持つことと，

　　1κがエタ～ルコホモロジーに自明に作用することは同値であるというMron－Ogg－

　　Shafarevichの判定法（［STDが知られている．これは定理1．3の証明にも用いられる、

　4．Xが代数曲線の時は，定理1．3のような同値性は成り立たない．しかし，∫κがエ

　　タ～ルコホモロジーに自明に作用するための必要十分条件を代数曲線の極小モデル

　　の特殊ファイバーの双対グラフの言葉で記述することができる（［Sal）．

2．幾何学的な説明

　定理1．3は完備離散付値体やエターづレコホモ灘ジーを使って述べられている．ここで

は，複素数体上の代数幾何の言葉で，対応する問題を説明する．κ＝C（（り），0κ＝

C［固1，F＝Cとする．このとき，大雑把に言って，次のような対応が成り立つ（［DeD．

κ　　　　　←→　△＊＝｛Z∈C戸く同く1｝
X／κ　　　　←→△＊上の代数多様体の固有かつ滑らかな族∫：鐙→△＊

0κ　　　　　←→　△＝｛z∈C川21＜1｝
実／0κ　　　←→　△上の代数多様体の固有かつ滑らかな族∫：支→△
醒t（Xπ，QO　←→△＊上の局所系｛Hポ（晃，C）｝t訟・

∫κ竺Z　　　←→　π1（△＊）竺Z
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　もし∫が△上の固有かつ滑らかな族に伸びたとすると，その族は位相的には自明な族

になるから，モノドロミ～作用は自明である．逆に，モノドロミー作用が自明であれば，

△＊上の局所系｛H＊（x£，c）｝忙ぽは△上の局所系に延びる．この対応に従って，定理L3

を言い変えると，次のようになる．

定理2．1．∫：苦→△＊をKumm田曲面の族とする．このとき，∫が△上の固有かっ滑

らかな族に延長できることと，△＊上の局所系｛狸（x，，c）｝佐ふが△上の局所系に延長

できることは同値である．

　後で述べる予想6．1のように，この定理の一般化や類似を様々な状況で考えることは，

代数多様体のモジュライがそのコホモロジーでどの位捉えられるかという観点から，興

味深い問題であると思われる．

3．主定理（定理1．3）の証明

　今まで通り，κを完備離散付値体，0κを頁の整数環，Fを剰余体とし，在をκの惰

性群とする．Fの標数は2でないと仮定する．また，～をFの標数と異なる素数とする，

定理L3の証明は，以下の2つの部分に分かれる．

1．κ上のアーベル曲面．4に対しX竺Km（A）と書けるときに定理13を示す（命題

　33）．（ここではFは代数閉である必要はない）

2．一般のXに対しては次を示すことで上の場合に帰着させる：Xが定理L3の仮定

　をみたすとき，κ上のアーベル曲面Aに対し，X竺Km（A）と書ける（命題3、5，系
　3．6）．

注意3．1．注意L4でも述べたように，本稿におけるKumm佼曲面の定義1ユにおいて

は，アーベル曲面Aは必ずしもκ上定義されているとは限らないことに注意せよ．

以下では1．，2．の証明のアイデアを説明する（証明の細部については，［It］を参照）．

1．X…≡Km（A）と書ける場合．この場合は，、4の様子を調べることで，　Xの固有かつ滑

らかなモデルを構成する．しかし，X竺Km（A）と書ける場合でも，　Aは必ずしも良い

還元を持つとは限らず，Aの2次捻りをうまく取る必要がある．

　まずは．2次捻りについて復習しよう．、4をκ上のアーベル曲面，五／Kを2次拡大と

する．このとき，非自明な元σ∈Ga1（五／κ）はスキームA⑧κLに「id⑧σ」という形で

標準的に作用するが，この作用を次のように捻る：↓：．4→Aを対合とし，σの作用を

「L⑧σ」で与える．これにより，Ga1（L／κ）のA⑧κLへの「捻った作用」が得られ，こ

の作用による商をA’で表す，．A’はκ上のアーベル曲面であり，　A’⑭κL竺A⑭κLを

みたす＿4’をAのL／κによる2次捻り（quadratic　twist）という、
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補題3．2．、4のある2次捻り冗が良い還元を持つとする．このとき，Km（A）は良い還

元を持つ．

証明．A’の固有かつ滑らかなモデルを．4’とおくと，．4’はA’のN6ronモデルである

（｛BLRD．よって，対合るは．4’上に延長され，それを用いて0κ上相対的にKumm在

曲面の構成を行えば，Km（、4’）の固有かつ滑らかなモデルKm（ノt’）が得られる（本稿では

剰余体Fの標数は2ではないことに注意）．従って，「、4’が良い還元を持つ⇒Km（、4’）が

良い還元を持つ」が分かる．一方，AとA’は対合Lの「ずれ」しかないので，その商は

同形である：、4／〈↓〉竺、4ソ｛ヰ特にKm（A）竺Km（．4’）であるから，　Km（A）も良い還元

を持つことが分かる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

命題3．3．Aをκ上のアーベル曲面とし，　Km（A）をAに伴うKummer曲面とする，も

し∬κのH記Xπ，Q∂への作用が自明であれば，　Aの2次捻り．4’であって良い還元を持

つものが存在する．特に，補題3．2により，Km（A）は良い還元を持つ．

証明，Kummer曲面の構成法により，　Gal（．κ／κ）の作用を保つ同形

　　　　　　　　　　　　Hえ（x拓Qど）竺Hえc4π，Q∂㊤γ

がある、ここで，γは，⑫上の16次元のベクトル空間で，．4／〈る〉の特異点解消の例外因

子のコホモロジー類（のTate捻り）によって生成されるものである．

　∫κのH2t（Xπ，　Qε）への作用が自明であれば，∫κのH2t（．4π，　QDへの作用も自明であ

る．一一方，アーベル曲面Aのコホモロジーには，カップ積による同形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　礁（娠，Q司≡〈砥（A輪）

がある．これより，∬κが尾（Aπ，Q～）に自明に作用していたとしても，巧t（Aπ，　QDに

自明に作用するとは限らないことが分かる．

　ところで，d輌m環t（．4互，Q∂＝4≧3であるから，簡単な線形代数の考察により，1κ

の刀ム（．4拓Qのへの作用は，ある写像ρゴκ→｛土1｝を経由する．ρに対応するκの完

全分岐2次拡大をL／κとし，L／κによるAの2次捻りを．4’とする．このとき，∫κの

昭t（饅，QI）への作用は，2次捻りによってキャンセルされ，自明になる（環t（Aπ，　Qのは

AのTate加群（のTate捻り）と同形だから，　Lは∬2t（．4π，　Ql∂に一1倍で作用することに

注意せよ）．よって，アーベル曲面に対するNεぎon－Ogg－ShafaΣeWhの判定法により，、4ξ

は良い還元を持つ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

2．一般の場合．この場合は，XざKm（A）と書けることを示すことで，上の場合に帰

着させる．

　一般に，頁を標数が2でない体とし，Xを1ぐ上のKummer曲面とする．このとき，

定義1．1より，κの分離閉包π上のアーベル曲面Aに対し，同形Xπ竺Km（A）が存在

する．Km（A）はノ1／〈↓〉の16個の特異点における爆発（blow　up）として定義されるが，一
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方，先にAの16個の2等分点における爆発A→．4をとり，Lの持ち上げτの作用による

商、4／〈τ〉をとっても同じKm（A）が得られる：Xπ竺Km（A）製、4／〈τ〉．よって，以下の

可換図式を得る．

　　　　　　　　　　　　　、4　←一一　　　A⊃D

（3ユ）　　　　1　　レ
　　　　　　　　　　　　A／〈L＞←－Km（A）⊃了（D）

ここで∫：A→Km（A）は2重被覆で，爆発A→Aの例外因子D⊂Aで分岐するも
のである．ここでDの像∫（D）は自己交点数が一2の16本の有理直線の疎な和（d5joint

mlion）である．

補題3．4．Xを体κ上の代数多様体とし，κが完備離散付値体で剰余体が代数閉体で

あるか，または，xは少なくとも一つのκ有理点を持つとする．このとき，　Pic（x）＝

Pic（xπ）Gal（κ／κ）が成り立っ．

証明．H◎chschild－Se∬eのスペクトル系列

　　　　　　　五99＝庁（㈱（κ／κ），澄2（XπきGm））⇒∬留仔（X，　Gm）

とHilbertの定理9◎から，完全系列

　0－→Pic（X）一＞Pic（Xπ）Gal（π／κ）一＞H2（Ga1（π／κ），π×）一工→Hえ（X，　Gm）

が得られる．ここで，ψが単射であることを示せばよい．まず，κが完備離散付値体で

剰余体が代数閉体のときは，∬2（Gal（π／κ），π×）＝0だから良い（［Se］）．また，　Xが

κ有理点5：Specκ→Xを持つときは，8＊：H茎（X，　Gm）→H2（Gal（π／κ），πx）は

♂・留＝idをみたすから，ψが単射であることが分かる，　　　　　　　　　　　口

命題3．5．κを標数が2でない体とし，XをK上のK巫蹴x曲面とし，以下を満たす
とする．

1．Gal（κ／κ）はPic（Xπ）に自明に作用する．

2．Fは代数閉体であるか，または，　Xは少なくとも一つのκ有理点を持っ．

このとき，κ上のアーベル曲面Aに対しX竺Km（A）と書ける，

証明．可換図式（3．1）がκ上定義されればよい．Gal（π／κ）はPic（Xπ）に自明に作用す

るから，補題3．4より因子！（D＞はκ上定義される．巡回分岐被覆の一般論（IBPVI，1，17）

により被覆∫：A→Km（A）もκ上定義される．さらに，自己交点数を考えることで，

∫（D）の各成分の有理曲線がκ上定義されることが分かる．これにより，可換図式（3．1）

がκ上定義され，アーベル曲面Aがκ上定義されることが分かる，　　　　　　　［コ

系3．6．κ，Xが定理1．3の条件を満たしていれば，κ上のアーベル曲面Aに対しX竺

KII1（A）と書ける．
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証明．∫κ＝Gal（κ／κ）であり，サイクル写像によってPic（xπ）⊂Hぷxπ，　Ql（1））であ

るから，Ga1（κ／κ）はPic（Xπ）に自明に作用する．よって題意は命題3．5から従う．□

4．まとめ

　以上により，定理L3よりもやや一般的な形でKummer曲面に対する良い還元の判定

法が示された．やや条件が長いが，後での便宜のために結果を述べておく、

定理4．1．κを完備離散付値体で，剰余体Fは標数が2でないとし，1をFの標数と異

なる素数とする．Xをκ上のKummer曲面とし，以下を満たすとする．

L∫κはH記Xπ，Q∂に自明に作用する．

2．Ga1（κ／K）はPic（Xπ）に自明に作用する．

3．Fは代数閉体であるか，または，　Xは少なくとも一つのκ有理点を持っ．

このとき，κ上のアーベル曲面Aで良い還元を持つものに対し，X竺Km（A）と書ける．

特にXは良い還元を持つ．

注意4．2．Fが代数閉体で∫κの隠（Xπ，Qε）への作用が自明ならば，系3．6の証明と同

様に，∫K＝Gal（κ／κ）とPic（Xπ）⊂尾（X云，　QI（1））から定理4．1の条件はすべて満た

される．よって，定理1．3は定理4．1から導かれる．

系4．3．Kを完備離散付値体で，剰余体Fは標数が2でないとし，1をFの標数と異な

る素数とする．Xをκ上のKummer曲面とする．このとき，κの有限次拡大L上でXL

が良い還元を持つことと，∫κが尾（Xπ，QDに有限商を経由して作用することは同値で

ある．

系4．4．κを完備離散付値体で，剰余体Fは標数が2でない完全体とする．1をFの標

数と異なる素数とする．XをK上のKummer曲面とする．　Fは代数閉体であるか，ま

たは，Xは少なくとも一つのκ有理点を持つとする．このとき，κの有限次不分岐拡

大L上でXLが良い還元を持つことと，∫κがH記Xπ，　QI）に自明に作用することは同値

である．

注意4．5．L／1ζを有限次不分岐拡大とし，　Xをκ上のアーベル多様体とすると，　Galois

降下定理により，Xが良い還元を持つことと，　XLが良い還元を持っことは同値である

（［BLRD．しかし，　Kummer曲面に対しては，基本操作（elementary　operation）と呼ばれ

る現象の存在により（［BRD，このようなことは成り立たないのではないかと思われる．

5．応用

5．1．Kummer曲面の特殊化．定理4．1の証明における固有かつ滑らかなモデルの構成

法の系として，以下の命題が得られる，
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命題5．1．1ζを完備離散付値体で，剰余体Fは標数が2でないと仮定する．Xを1ζ上

のKummer曲面とし，良い還元を持つと仮定する．驚をXの固有かっ滑らかなモデル

とする．このとき，薫の特殊ファイバーはKummer曲面である．

証明．まず，以下のことを注意しよう：芙，王をXの固有かつ滑らかなモデルとする．こ

のとき，芙と実’は同形とは限らないが，その特殊ファイバーは同形であるqBRI　JMMD．

　さて，↓をFの標数と異なる素数とする．工夕一ルコホモロジーの底変換定理より，∫κ

の環t（Xπ，QDへの作用は自明である．

　芙は0κ上滑らかなので，剰余体の拡大が分離拡大であるような十分大きな有限次分

離拡大L／Kに対し，XLはL有理点を持ち，　Gal（Lμ）のPic（xπ）への作用は自明にな

る．定理4、1より，L上の良い還元を持つアーベル曲面．4に対しXL竺Km（A）と書け

る．よって，上に述べた注意により，実⑧OLの特殊ファイバーは魚1mlner曲面であり，

従って工の特殊ファイバーもK田m捉ぎ曲面であることが分かる．　　　　　　　　口

これは，標数が2でない場合に，自然な射

（Kummer曲面のモジュライ空間）・→（κ3曲面のモジュライ空間）

が固有射であることを意味する．この結果自体は（特にC上であれば）既に知られていた

ものと思われる，

5．2．代数体上のKummer曲面に対するShafarevich予想の類似．定理4．1の証明に使

われたアーベル曲面の定義体に関する結果の応用として，代数体上のKummeΣ曲面に対

するSha£arevlch予想の類似が得られる．

命題5．2，κを代数体とし，Sをκの素点の有限集合ですべての無限素点を含むものと

する，このとき，κ上のKummer曲面Xであって，少なくとも一つのκ有理点を持ち，

5の外で良い還元を持つものは，κ上の同形を除いて有限個しか存在しない．

証明の方針．証明のポイントは，Hemlite－Minkowskiの定理と類数の有限性を用いて，　X

に依存しない有限次拡大L／κと，Lの素点の有限集合夕であって，以下をみたすもの

をとることである．

1．S’はSの上にある素点および2を割り切る素点をすべて含む．

2．命題5．2の条件をみたす任意のXに対し，L上のアーベル曲面Aであって，8’の

　外で良い還元を持ち，XL竺Km（A）をみたすものが存在する．

　このようなAの有限性は■altmgsとZa注已によるアーベル多様体のShafarevich予想

から従う6FaL｛ZaD．これよりXLの有限性が分かる．また，各XLに対し，　XL≧X£

となるX’は有限個しか存在しないことが，Autスキームの有限性から分かる（［FGA］）．

これよりXの有限性が従う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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注意53．命題52の証明の中でも用いたが，アーベル多様体に封するShafarev輌ch予想

はFaltingsとZarhinによって示されている（｛Fal，偏極の無い場合は｛Z司）．また，偏極

超Kahler多様体に対するShafarevich予想の類似がAndr6によって得られている（【AD．

ただし，命題5．2では偏極の次数を固定していないので，Andr6の結果には含まれない

と思われる（もちろん，証明の方針は異なる）．この違いは証明の構造の違いに起因する．

すなわち，命題52では直接Kommer曲面を構成するアーベル曲面の有限性に帰着させ

る（「アーベル曲面の有限性⇒Kummer曲面の有限性」は自明である）．一方，　Andr6の

方法では，超Ka撮eΣ多様体の周期を与えるアーベル多様体（久賀一佐武多様体）の有限性

に帰着させるため，偏極の次数を固定せずには有限性が示せないと思われる，

6．κ3曲面の場合一極小モデル理論との関係

　ここでは本稿における主定理と，極小モデル（mi刀jmal　mo（lel）理論との関係を述べる．

△＊上の代数多様体の族の△上への延長について考える際に，ある意味で「標準的な延

長」を考えるのが極小モデル理論である．

　アーベル多様体の族ノt＊→△＊に対しては，N6ronモデル（N6ron　nlode1）と呼ばれる

標準的な延長ぷ→△が存在する（｛BLRD．そして，．ぐが△上の固有かつ滑らかな族に

延長されることと，そのN6r卯モデルメ→△が固有かつ滑らかであることは同値であ

る．従って，N6ronモデル＆が固有かつ滑らかであるか（すなわち，　Aがアーベル多様

体の族であるか）を調べれば良い．実際，N6ron－Ogg－Shafarevichの判定法の証明には，

N6ronモデルの存在が本質的な役割を果たす．

　Kummer曲面の族については，一般には極小モデル理論は存在しないので，このよう

な論法が使えない．

　しかし，C上のκ3曲面の族の半安定退化（semistable　degeneration）に関してはKu一

泣解による極小モデル理論が存在し（lKu］，［P刊），その系として，定理2．1のκ3曲面に

対する類似を，半安定な退化を持つ場合に示すことができる．

　一般にはX3曲面の族は半安定な退化を持つとは限らないので，　K面k◎vの理論は使

えないが，それにも関わらず，Kurnmer曲面について定理2．1が成り立つことから，κ3

曲面について次のような予想を立てることは意味のあることに思われる．

予想6．1．∫：鐙→△＊をκ3曲面の族とする，このとき，∫が△上の固有かつ滑らかな

族に延長できることと，△＊上の局所系｛亙＊（xちc）｝任△．が△上の局所系に延長できる

ことは同値である．

　定理2．1により，Kummer曲面の族に対しては予想6．1は正しい，また，上にも述べ

たように，∫：鐙→△＊が半安定な退化を持つ場合は，Kulikovの極小モデル理論により

予想6．1は正しい．さらに，Kulik◎vは，π1（△承）の局所系へのモノドロミー作用の様子

と，半安定退化の極小モデルの退化の関係について，より精密な結果を得ている．しか
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し，半安定とは限らない退化については，分からないことが多いようである（正標数や

混標数の場合の半安定退化の極小モデル理論については［Kalを参照），

謝辞．本稿の内容は筆者の修士論文ぱt｝）で得られた結果が元になっている．この場を借りて，

様々な形でアドバイスをくださった皆様に感謝する．特に，指導教官の斎藤毅先生，そして代数

幾何・数論幾何について多くのことを教えてくださった加藤和也先生，藤原一宏先生に感謝する．

また，κ3曲面の予想6．1に関する記述は，小木曽啓示先生，川又雄二郎先生，寺杣友秀先生，宮

岡洋一先生，森重文先生の御教示による部分が大きい．この場を借りて感謝したい．また，最後

に．講演の機会をくださった徳永浩雄先生，小林正典先生に感謝します．
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