
（告H皿BEm二SCHEME　AND　GROBNER　BASIS

伊藤由佳理

1．INTRODUCTION

　Gを3L（3，　C）の有限部分群，　Xを商C3／Gとする．このときXは標準特異点（canonic副

shlgularity）をもつ．ただしこの特異点はtenl血al　sing曲tyではない．

　この特異点に関しては次が知られている：

定理1．1．侮αT㎞九㎝icん3，1～oαη3，丑♂ノ‡crepa皿t　reso111tion∫：γ→Xが存在する，

すなわちγは非特異で標準束脳は自明である．

　Re㎜k　crepant　resolution　yは一般に複数個存在するが，常に次の性質が成り立っ：

Yの位相的オイラー数は群Gの共役類の数と一致する．この事実はcrepant　resolutionの

存在を仮定した場合，高次元でも成り立つことが知られており，高次元McKay対応と呼ば

れることもある．（c£［121，【9】，［2］，｛1】）

2．ToRIc　cREPANT　REsoLuTloN

　この報告書では，群が特に可換な場合について議論したい、群が可換なときその商Xは

トーリック多様体になる．そこで群Gが8L（3，　C）の有限可換部分群である場合のcrepant

resolutionをtoric　resolutionで構成する方法を復習する．

　実3次元ベクトル空間IR3の標準基底を｛e弔＝1，2，3｝ととり，Lをe1，e2　and　e3で生成

される1atticeとする．このときN：＝L＋ΣZuとおく．ただし和は”＝1／r（α，　b，　c）∈G

なるすべての元の上でとる．

　このとき
　　　　　　　　　　σ一｛3Σ・・e‘∈皿3，エ・≧0，W，1≦ゼ≦3ε＝1｝

　The　author　is　padhUy　supported　by　JSPS，　the　Grant－m一前d　fbr　Sdenti丘c　Researd1（Nα13740019）．

　参この右上の数字は論文の数を示している．すなわち有限部分群の分類を用いた証明を完成するにはこれ
らの論文がすべて必要となる．【10，3，11】，114，15，16】，［5，61
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はハ辰＝1V⑧z】R．の中のration瓠oonvex　polyhedr㎡ooneとなる．

　対応するトーリック多様体私はSp㏄（q∂∩Ml），で定義される．このMはNのdu瓜

latticeであり，∂はル亀の中のσのdu凪coneであり，

　　　　　　　　　　　　　∂：＝｛ξ∈ルf亘1ξ（¢）≧0，∀エ∈…σ｝

で定義される．

　このようにしてX＝C3／Gは1就tice　N＝五＋Σ誕蚕砲の中の◎o盈eσで定義される

トーリック多様体になる．さらにΦ：＝｛…（α，b，c）∈Glα＋6＋c＝r｝とおく．3次元の可

換部分群による商特異点のcrepant　resolutionは次のように定義される．

定理2．1（MaエkusheviCh［10エ，　Roan【14D．　Xの特異点解消はcoπεσの単体分割によって

得られる．特にcπpα励r廃oZμ伽πYはe1，e2，e3とΦuUL1｛¢‘｝で定まる三角形の中の格

子点を用いた三角形分割によって得られる丸πΣで決まるトージック多様体吃と同型で

ある．

R¢mαぼ22．一般にはXのcreρa砿reso1就io丑はすべてΣの単体分割によって得られる．

したがって分割の方法の数だけXのcrepant　resolutionは存在する．

3．G－HILBERT　SCHEMBS

　ここではXのcrepant　resobti皿をC3上の点のHnbert　s（血emeを用いて構成する中村

氏の方法を紹介する．ただしこれはその構成方法より前節で与えたXのcrepant　resol頭o澱

のうちの特別な一っだけを与える．

　前節同様Gは5．L（3，C）の有限可換部分群とし，　Xをその商C3／Gとする．

定義3．1．G－Chlster　ZとはC3のG・・血vadant　subscheme　21であって，1卯（Z，　Oz）がGの

正則表現になっているものをいう．またGHilbert　schemeはG－clusterのmoduH　sp⑳o巳

として定義する．

定理3．2（可換群：Na㎞ura｛131，一般：Bridgelan（LKing－Reid園）．8L（3，　C）のすべての有

限部分群Gに対して，（⊇一斑翫㎡3¢為e悟eはC3／θのε匂翻¢勝θ旭纏になる．
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またさらに群が可換な場合，次のような具体的な記述ができる：

定理3．3（Na㎞ura［131）．　（1）任意の可換部分群G⊂8L（3，　C）とすべてのG－cl城er

　　　Zに対して，イデアルちは次の7つの方程式で定義される：

　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　¢ξ÷1ニξ賀》，♂箏÷㌧・λ¢ξ，

　　　　　　　　　　　ym＋1＝ηプ¢4，　zc＋1π4＋1＝μym，　勾z＝7r．

　　　　　　　　　　　♂＋1＝く鍔十，エα＋1ピ＋1＝〃Zπ，

　　　ただし隅5，c，∂，¢，あZ，m，π∈Z担であり，ξ，η，ζ，λ，μ，μ，π∈C・

　（2）さらに次のいずれかが常になりたっ：

　　　　　　　　　　（A）｛ご㍑≡隠』熟，

　　　または

　　　　　　　　（B）｛ぱ㌫紫㍍牲＋∫＋r

このようにしてある一つのcrepant　todc　resolutionを得ることができる．

4．GR6BN8R択AN

　ここでもGは8L（3，C）の有限可換部分群とし，次の問題に対するひとつの答えを与え

たい．

問題4．1．toric　crepant　resdutionのうちG－Habert　schemeと同型になるトージック多様

体を与えるfanΣを求める方法はあるのか？

　方法1Cra薄氏とReM氏によってθ一Habert　schemeを与える単体分割を求める方法が

具体的に与えられている．しかしこれは群の位数が大きくなればなるほど複雑な計算や作

図が必要になる．

　そこでここではより～般的にG－HUbert　schemeを与える方法（方法2）を紹介したい．こ

れはG品ぬeτbas蛤の理論を応用したものであり，計算機を用いて求めることが可能にな

る．またGr6bner　b錨isの理論への応用として，本来求めにくい㎞ti品㊤mが（認丑be式

schemeと関連付けると簡単に与えられることも利点である．

定理4．2．垢をG一加徽～gε卿郷‘6｛瓢とするとθ一孤ゐeパ3¢輪mεは岳の（弄δ加εr海露で

定まるトージック多様体である．
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　まずこの定理に出てくるGr6bner　fa皿を定義し，実際に具体例でGHilbert跳hemeを

構成してみよう．（Gr6bner　basisの定義等については｛171参照．）

　た国を多項式環とし，単項式を子＝¢宝1エ；2…玲で表すことにする．

　またweight　v㏄torをωニ（ω1，…，ω∪∈Rπとおく．

　まず適当なtem　ordeHで定義したGr6bner　b｛汕に対して，次のような聴ight　te皿

oder＜を導入し，その新しいtem　oderによるGr6bner　b郷を考える：

定義4．3．ω≧0としくを任意のtem　orderとする．このとき∀a，　b∈Nπに対して

weight　term　order〈”を次のように定義する：

　　　　　　a＜ωb⇔ω・a＜ω・bあるいは（ω・a＝ω・bかっa一くb）．

定義4．4．恒等的には0でない多項式∫＝Σぱ・に対して，initia価m妬（∫）は内積

ω・aiが最大になるような項での和として定義する．

定義4．5．イデアル∫に対してinitial　idea1乞㌦（∫）は次のi垣ti鋤mすべてで生成され

るイデアルである：

　　　　　　　　　　　　　　i7L四（∫）：＝〈i7し（∫）1∫∈∬〉．

定義4．6．有限集合9⊂∫がくωに関する∫に対するGr6bner　ba頭であるとは，‘㌦（∫）

が｛仇ω（9）lg∈9｝で生成されるときをいう．

定義4．7．Gr6bner　basis　9がreducedであるとは任意の2つの元g，ダ∈9に対して，〆

のどの項も仇切（g）で割れないときをいい，一意に定まる．

定義4．8．∫に対するunive陶1　Gr6bner　basisμは∫に対する相異なるredu㏄d　Gr6bner

basisの和集合である．

定義4．9．2つのweight　v㏄torω，ω’∈IRπが∫に関して同値であるとは，仇ω（∬）＝iW（∫）

であるときをいう．

命題4．10．ωeεg尼u㏄εorの同値類，

　　　　　　　　　C［ω1－｛ω’∈Rπ1碗（9）＝‘W（9）允r∀9∈9｝

はrelα励eZy　opeπcoπ肥τρo⑭劔ml　coπeである．ただし9は∬のくωに関するGrδbπer

bα5臼である．
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定義4．11．∫に対するGrδbner㎞とは∀ω∈1Rπに対して定まるclosed　oone　c［ω1の集

合である．

命題4．12．Grδ6πer∫0πはルπである．

5．EXAM肌E

　本節では，G－HHbert　schemeの例をGr6bner㎞を用いて見てみよう．

　群がG：＝圭（1，1，0）（DI（0，1，1）竺（Z／2Z）⑱2の場合，　crepant　resolutionは全部で4つあ

る．そのうちの1つが（｝H皿bert　sChemeと同型である．そのG－cl耐erの定義方程式は以

下のようになる（cf定理3．3）：

G、：9＝α、yz，　y2＝防，　Z2＝C、，卿Z＝α、防C、，

G2：エ2＝α2，　y＝句Zエ，　Z2＝C2，τyz＝α2～乃C2，

G3：¢2＝α3，　y2＝句，　Z＝C3エy，　WZ＝α3句C3，

段・ ｛㌫隠∫こ隠蕊㌧一蜘，
　ただし砺，bぷ，G∈C．

一方，左に対するuniver田1　Gr6bner　basisμは

μ一｛霊2－1，y2－1，z2－1，巧一z，yz－¢，　zエーy，卿z－1｝

となり，●eight　v㏄tors（ωz，ωη，ω、）∈】R3は4つの同値類に分かれる．さらに対応する㎞t皿

idea』sをも列記すると次のようになる：

　cll叫：ωz＞ωy≧0，ωエ〉ωz≧0，ψエ〉ωy十ωz，

　　乞π（∫）一〈¢，y2，z2＞，

頃ω］・ωy＞ω。≧o，ωy＞ω。≧o，ω暫〉ω。＋ω。，

　　τπ（∫）＝〈¢2，y，z2＞，

　c3［ω」・ω。〉ω。≧0，ω。〉ωy≧0，ω。〉ω。＋ωy，

　　乞π（1）＝〈エ2，y2，z＞，

　c・1ω】・ω。＋ω。〉ω。≧0，ω“＋ω。〉ω。≧0，ω。＋ω。〉ω“≧0，

　　仇（∫）＝〈∬2，y2，z2，π劉・，⇒

　ここで注目すべき点は，G－clusterの定義方程式G‘の左辺の単項式とweight　v㏄torの各

同値類におけるinitial　ide副の生成元に同じものが出てきていることである．
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6．AP肌ICATIONS

（1）代数多様体の分類理論への応用Gr6bner㎞は正則な三角形分割の一っを与えている

　　だけでなく，他のすべての正則な三角形分割の情報をも与える．また正則な三角形分

　割によって得られる㎞に対応するトーリック多様体は射影的である．しかも3次元

　　の8L（3，　C）の有限部分群による商特異点の場合，　Gr6b皿er㎞はcrepant　resolution

　　を与え，非特異である．したがって定理4．2の系として次がいえる：

系6．1．Grδbπer允πの‘掩〆により射影的なcWα砿旭oZμ伽πの間の∫Zoρが記

述できる．

　　　ここに出てくる‘亜p”は極小モデル理論のfhpではなく，Gr6bner　basisの用語で

　　ある．

（2）McKay対応への応用2次元の任意の商特異点に対するMcKay対応では，例外因子

　　に対応する既約表現としてsp㏄ial　representationというものがある（cf［7］）．その

　sp㏄ial　representationもGr6bner　basisの言葉で記述できる：

定理6．2（Ito［8D．（a）GL（2，　C）の有限巡回部分群で卿〔璃一頑ec‡ioπを持たないG

　　に対して，G一加m（りeηeo鵬記鋤缶に対するθrδ加er允πによって定まるトーリッ

　　ク多様体はC2／Gの最小特異点解消に同型である．　fつまりこの場合もG一田beπ

　　3c九εmeに同型である，といえる．ノ

（b）群Gの既約表現再が5p㏄泌佃eη施伽πであるのは対応する表現がAである

　　ような翻¢泌‘庇α」τ㌦（∫）が単項式でない生成元をもつときに限る．

（3）（｝Hilbert　sdlemesとGr6bner㎞の関係ここでG－Hilbert　schemeとGr6bner

　㎞について知られている事実をまとめておく．ただしXを有限群Gによる商ぴ／G

　　とし，Yをその最小特異点解消，　HをGHHbert　schemeそしてFをG－homogeneous

　idea1左によって定まるトーリック多様体とする．

　　　2次元：GL（2，　C）の有限部分群の：場合，最小特異点解消γ一＞XはG一皿bert

　　schemeと同型である，つまりY竺H．また巡回群に対しては，γ竺H…とFが成り

　　立っ．

‘23

6



　3次元：任意のG⊂SL（3，C）に対して，　Yはcreapnt　resolutio皿であり，G－mbert

scheme　Hはあるひとつのcrepant　resolutionに同型である．さらに可換群に対して

はH竺Fがなりたっ．

　高次元：いくつかの例が計算されている：

　（1）G＝圭（1，1，1，1）⊂8L（4，　C）の場合，　Xはtem血品smgularityをもちcrepant

resolutionは存在しない．しかしG－Hilbert　scheme　Hは非特異であり，Gr6bner㎞

によって定義されるトーリック多様体Fに同型である．

　（2）同じく4次元で，G＝姜（1，1，0，0）㊥姜（0，1，1，0）㊥1（0，0，1，1），すなわち，　G竺

（Z／2Z）㊥3のとき，Xはcanonica1であるがterminal　singularityではなく，crepant

resolutionγが存在する．一方G－Hilbert　sdlemeは非特異であるがcrepant　resolution

ではない．さらにGr6bner』nはG－HUbert　scheme　Hと同型なトーリック多様体

Fを与える．

7．DlsucussloN

本稿の主定理（定理42）の高次元への拡張として，次の予想が考えられる．

予想71．5L（π，　C）の有限部分群Gに対して，左をG－homogenous　ide品ととる．このと

き点左を含む（｝HHbert　schemeの成分はトーリック多様体であり，∫Gに対するGr6bner

fanで定義される．

　この予想の主張はほぼ正しいと思われるが，完全な証明が現時点で出来ていないので，さ

らにこの予想を仮定した際に考えられる応用を述べておく：

　OG－HUbert　schemeのsmooth皿essはGr6bner　fanの中のconeが単体的かどうかで判

断できる．

　OGr6bner㎞で定まるトーリック多様体のオイラー数はトーリック幾何学の一般論よ

りGr6bner㎞の中のconeの数で決まる．

　▽ワG－Hilbert　schemeがcrepa皿t　resolutionであるならば非特異かつオイラー数が群G

の共役類の数に等しくなくてはならない．（c£田，［2D
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