
主Q－FANO三様体の分類

　　種数が7の事情

高木寛通

　　　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　昨年，代数学シンポジウムで話させて頂いて，その報告集に「主Q一ファノー三様体
の分類について（序）」（以下、｛序1）という苦し紛れのタイトルで解説を書きました．

あの時は，分かっていたことはというと，その解説にある通り，種数が（何の種数かは

後できちんと述べます）8以下になるということぐらいで，結果というほどのもので

はなかったんですが，あれから一年ほど粘って，ようやく結果らしいものになりまし

た．それがプレプリント［Taka］です．城崎では，その中から，種数7の場合の分類方
法と結果を主に話そうと思っていたのですが，のんびり話してしまい，結局，さわりで

終わってしまいました．しかし，今，その原稿を見ながらこれを書いているんですが，

終わる訳がないことは火を見るより明らかでした．どうも，私は話すのが苦手なので，

何度か講演の練習をしたのですが，そうしているうちにもっと話せるのではないかと

錯覚に陥ったんですね．その上，予定外のことを言うことになりまして．．＿でもそれ

はとてもまったくもっておめでたいことだったのでよかったと自分では思っておりま
すが＿．

　そんな話はさておき，この解説では，Q－Fanoの分類の歴史などは［序｝に譲ること

にして，その話したかった部分を中心に書いていきたいと思います．

　　　　　　　　　　　　　　　2．定義など

　とはいうものの，基本的な定義等は、繰り返しとはなりますが，改めてここで述べ
ておきます．

定義2．1．Q－Cartier整因子の数値的同値類の成す群が，反標準因子のクラスで生成さ

れているQ－Fanoを主Q－Fbπ〇三様体（三様体は以下略）という．1また，主Q－1砺πo

Xについて，g（X）：＝んo（一κx）－2をXの種数という、

　これを次の仮定の下で分類しようしていたのでした．

（A）Xの種数は2以上．
（B）反標準線型系がDu　val特異点しか持たない元を含む．

（C）Xは高々商特異点しか持たない．

（D）Xの反標準因子はCartier因子ではない．

　この仮定についての言い訳は，［序】を参照のこと．

　このXと密接に関わってくるのが次です．

定義2．2．高々標準特異点の持ち，反標準因子が豊富なCartier因子で，動分解を持た

ない三次元多様体を非分解飽π〇三様体（例によって，三様体は以下略）という．こ

こで，動分解を持たないというのは，反標準因子が二つの動く有効因子の和と線型同

値にならないということ。

　どう関わってくるのかを説明します．

　1【序1より広い定義．［序1の定義はReidさんに従ったものだが，その定義だと，例えば，佐野さんの分

類した，non－Gorensteinだが反標準因子がCartier因子と数値的に同値な（｝Fanoという面白いクラス
が除かれてしまう。
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命題2．3，Xの商特異点の経済的な解消2をした後，反標準因子と一1で交わる〆を
中心とする爆発を繰り返すことでXを弱」％ηoに移すことができる、

　この弱FanoをZ，上で得られた写像をg：Z→Xとしましょう，さらに21の反
標準モデル（㌔mκパ（m》0）に付随する正則写像）を九：Z→Wとします．こ
のとき，定義から簡単に分かるように，Wは非分解Fanoになっていて，　XとWの
種数は一致します．さらに，Wが一Wwで計った次数が1の解く以下，平面）を含む
こともわかります．

　さて，以下では，一κwがvery灘ρleだとします．このとき，停］を書いた頃には
確立されていなかったのですが，必要ならXを少し変形することで，Wが，次に述べ

る3つの性質を満たしていることが分かるのです、

2．4（基本性質）．イαノWの特異点集合は，平面に含まれるいくつかの直線と有限個の

　点の和集合．
↓りWに含まれる二つの平面は高々一点しか共有しない、
ζεノ　（非分解性の精密化）Wの任意の超平面切断は，素因子，または，素因子と（重

　複度も許した）いくつかの平面の和である．特に，Wは次数が2以上g（X）－2
　以下の既約曲面を含まない、

　一見すると，あまりインパクトのない性質のようですが，実はこれらがWをかな
り限定してくれることが分かります．実際，上の三性質を満たすWを分類すること3

でXの分類が出来ると言ってもほぼいいでしょう．では，Wをいかにして分類する
か？それは，方法としては極めて単純で，Wを，その上の平面やWの特異点集合に含
まれる直線（以下，特異直線）から射影してやって，よく知られているモデルに置き

換える．そして，そのモデルからどうやって，Wが再構成されるのかを調べる．ここ
でモデルと再構成の仕方が限られていることが分かるのでその結果，Wが分類でき
るという寸法です．

　　　　　　　　　　　　　　3．種数7の場合

　さて，いよいよ，前節の最後に言ったことを種数7のときに説明するときがやって
きました（それほど大げさなことでもないんですが）、次が分類結果です．

定理3．1．Xの種数が7であるとする．この時，　Xはただ一つの特異点を持ち，それ
は，タ（1，－1，1）一特異点である．rは2，3，4のいずれか．さらに，命題2．3のZは，特

異点の経済的解消ナミけで得られる．

　以下，種数7に限らずも◇と広い範囲で成立する主張も述べつつ，それを，種数？
に適用したらどうなるのかを見ていきたいと思います．

　その前に記号の設定．

　記号．

L。：以下では，Wが｛一κ〆で射影空溺に埋め込まれていると考える．そして，そ
　　の射影を考えるので，得られる多様体＊は皆，自然に射影空間に埋め込まれてい

　　る．その埋め込みを与える＊上のveぴampleな因子をL．と書く．

μw△：Wム→W：Wの，線型部分空間△に沿っての爆発
忍限△：μx，△　1プム／xで定義されるWムの閉部分§cheme．

〃叱△：肱→W△：1μ戊（，パLx－Ex，△1によって定義される正則写像．

　2來端商特異点は，ある自然数r，αがあって（ただし，rとαは互いに素），C3を，Zデの作用＠，y，　z）→

（ξ㌔、ゾ　づ，口）で剤ったときに原点の像iこ生ずる特異点と解析的に同値，ここで，εは，1の原始F乗根

このとき，この特異点は，封α，r一α，1）一特異点と呼ばれる，これを，｝（α，r一α，1）なる重みで重み付きの

爆発をしてやると同じタイプの特異点（アとαが変わる）が生じる．これを繰り返すことでこの特異点の

解消が得られる．それを経済的な解消と呼ぶ．

　3この分類という言葉は意味が曖昧ですが，xの分類のために必要な程度にWの性質を絞ることくら
いに考えてください、
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　さてまずは，Wを平面Pから射影してみましょう．その結果，得られるWpを知
りたいのですが，これを知るために、向井先生による非分解Fanoの分類を使います．

ここは，種数に依存するところです．種数7の場合は，Xが10次元直交Gr鎚smalm
多様体Gの線型完全交叉になってますから，それを使うと（GをPを含む三次元線
型空間から射影すればよい），

命題3．2．WpはP5の（2，2）一完全交叉．

　ここで大切なのは，Wpがdel　Pezzo多様体になっているということです．実は，種数

が6以上であれば，他の種数でも，また，特異直線からの射影に対しても，多くの場合，W

の射影がdel　Pezzo多様体になるのです．このことに注目すると，統一的な議論が出来

ます．その結果を述べましょう．以下，Wムが次数が3以上のdel　Pezzo三様体と仮定

します．さらに，技術的なことですが，μW△がcrepantであることが，　Xの種数が

7で，△が平面の場合を含め，必要な場合にはチェックできます．そこで以下では

μW△がcrepantを仮定します．従って，特に，　Wムは高々Gorenstein標準特異点しか

持ちません．

定義3．3．

　　　　　　　　　　疏，△：＝〃w△＊（rKw△）一（一κ品△）・

　　　　　　　　　　　0△：＝レIV△．（一κ諺パル，△）・

　ル，△，C△は，それぞれ重み付きの〃w△の例外因子，中心といった感じです．

命題3．4．△の次元をsとおく孤はpg（x）づに埋め込まれていることに注意ノ．こ

のとき次が成り立つ．

ω
　　　　　　　　　　　Ew，△＝〃叱△＊Lw△－Fw，△・

　　　　　　　　　　　　ル，△＝μv叱△＊1シw－2Ew，△・

r2／

　　　　　　　　　　　　　o△一δoム＋Σ畝，

　　ここで，δ，砺は自然数，0ムと醜は既約曲線で，
　　〔2－1／0ムは空集合でなく，0ムは1P9（x）－8の超平面を張る，

　　r2－2／deg　Oム≧pα（0ム）＋g（X）－8－1，そして，　mτに関しては，

　　r2－3／m‘が1P9（X）－8の超平面を張らなければ，砺は平面の強変換，または，μw△一

　　　　例外因子の像．
r3／

　　　　　　　　　　deg　O△＝4deg　Wムー2g（X）十s十1．

　細かいことはさておき，大切なのは，まず，（1）により，μΨ△（ル，△）がWのある超

平面切断に含まれるということです．ここでまさに，Wムがdel　Pezzo三様体である
という仮定が効いてきます．そして，これと基本性質（c）によって，0△がある程度制

御できるのです．つまり，0△がめちゃくちゃにたくさんの成分を持ったりはしない
ことが分かるのです．それが，（2）の心ですが，種数7，△が平面Pの場合に適用して

みれば，もっと心に訴えるものがあるでしょう．

系3．5．Xの種数は7，△が平面Pだとする．すると，Opは既約で，次数5．4

　これはこの場合の特殊事情とも言えるのですが，他の場合でも既約とはまではいか
ないまでも，種数6の一つの場合を除いて，0△はせいぜい既約曲線と（重複度1の）

直線の和です．

　さて，．PをW上の平面とするとき，Opの既約性は，種数7に限らず著しい結論を
もたらします、

　4実際は，算術種数が1ということまで分かる．上の命題では不十分で少し議論がいる．他の場合につ

いては，σムの算術種数まで決めることが私には出来なかった．
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命題3．6．．PをW上の平面とする、　Opが既約と仮定，すると，Pは，　W上のただ一一

つの平面．さらに，命題2，3のZは，特異点の経済的解消だけで得られる，特に，X
はただ一つの特異点を持ち，それ1ま，トα，－1，1）一特異点である．

　ここでは，Pの一意性だけ説明しておきます、　P以外の平面P’がW上にあると
してみましょう．もし，PとP’が交わるのなら，基本性質〈b）により，二つは，一点の

み共有します．よって，W－一＋Wpで，　P’は直線につぶれますが，これは，　Opの既約

性に反します．Pと∫）’が交わらないとしましょう．よって，　W－一今Wpで，　P’は平

面に写りますが，命題3．4（1）により，PはWpの超平面切断に写るから，PとP’
のW♪上の像は，直線で交わることになります．これは，直線につぶれる〃wp一例外
因子があることを意味しますから，やはり，Cpの既約性に反します．かくして，　Pの

一意性が示されました．

　そこで，種数7の場合は，あとは，7を抑えすればよいことになります．これには、

Wpのもっとデリケートな性質が関わoてきます．そこでWp　（もっと一般にW△）
を詳しく調べた結果をここで述べておきます．

命題3．7．r1ノもし，　W△の次数が5ならば，　W△は非特異である．

イ2ノもし，W△の次数が4ならば，碗は高々末端特異点しか持たず，次のいずれかが
　　成立する：

　　r2－1／W△が分解的5，または，

　　～2－2／W△が分解的でない，かつ，c陀ραη¢な分解化W→W△は特異点解消で，

　　　　ρ（W）は2（従ってc卿αηεな分解化はちょうど二つある）．さらに，一つ

　　　　のc陀ρ肌εな分解化は，因子E竺P2を非特異5次de～Pez加1所上の非特異
　　　　点につぶす縮小写像を持ち，もう一方は，棚上のP1一束の構造を持つ．　W△

　　　　は，ただ一つの平面昂を持ち，それはEの像であり，〃w△（Ew，△）に含ま

　　　　れる．
　　特にWムが分解的であることと，〃w△（Ew，△）が既約であることとは同値である．

　この証明は長いですが，手法としては標準的で、W△の相対的極小モデルW’をとっ

て，W’の持つ端射線縮小写像を徹底的に調べる．この際，一κw△がPic　Wムの中で
2で割れるということと，基本性質（c）が，その可能性に強い制限を与える．実際、縮

小写像の分類としては，Go織§捷m末端特異点しか持たない三様体からのものさえ分

かってればよい．極小モデルプログラムが，こうやって具体的に使えるというのを実
感できる幸せなひと時を味わえます．

　さて，Cpが既約な場合の，　wとXの特異点の関係に話を戻しましょう．先ほど
言った「Wpのもっとデリケートな性質」とは，ル声の分解性のことです．実際，次の

ように∀〉の分解性がXの特異点に関わってきます．

命題3．8．命題36の仮定の他，μWp（Ewp）が既約と仮定（これは，　Wムの次数が
4以上なら，命題3．4により，Wpが分解的なことと同値）．このとき，命題ユ6のr
は2．逆にrが2ならば，〃wp（Ewp）は既約．

　証明は，まず，命題3．6のPの一意性の証明と同様にして，Ewpが既約であるこ
とが分かります．これは，汐が特異直線を持たないことを意味します．もし，rが3以
上ならば，Xの経済的特異点解消の例外因子のうち，鰻後に1（1，1，1）一特異点を解消

して出てくるP2（これがPに写る）以外のものが，　Wの特異直線につぶれてしまい
ます，よって，rは2．「逆に」の部分は略します．

　というわけで，種数7のXについて，残るは，Wpが分解的でない場合です．この
とき，命題3．7（2－2）を見ると，非特異5次del　Pezzo　Wの影がちらつきますね．これ

は一体何なのでしょうか，まず，命題3．8とその証明から，Wは特異直線を持つこと

が分かります．さらに，実は，それが一意であることも分かるのです．そこで，その特

異直線を1とします．すると，

命題3．9．塀＝泥．

　5この「分解的」というのは，上の非分解Fanoの「分解」とはまったく関係ない、英語で言えば，

f拭t◎rlal，つまり〉すべてのWeil因子はCぴler因子ということである．
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　これはよく考えれば，当たり前とも言えます．命題3、7（2－2）により，Wpはただ一

つの平面E1を持ち，それは，レw△（Ew，△）に含まれる．ちょっと考えれば，　E1はPの

強変換であることが分かります．他方，Pの慨上の像をρとすると，W－－Wpは，
W－一◇Ψと畷のρからの射影泥一一争（慨1パこ分解します．ここで，W－一予凪で

Pはつぶれていますから，Wpから刀をつぶせばWξ得られる、だから、　Wが泥で
あると，大雑把に言えばそういうことです．

　うれしいのは，W1がまたもやdel　Pezzoになるということで，これでいままでの手

法をまた使うことが出来ます、6まず，○を調べましょう．命題3．4を適用して少し

議論すれば次が得られます．今度は，qが既約とは限りません．

命題3．鐙．deg◇＝8で次のいずれかが成立する：

ω○は既約．
r2戊q＝（η十m，ここで，　mは直線deg（ρ）＝7でpα（q）＝1．
7

　想像がつくかも知れませんが，今度は，qの既約性がXの特異点に関わってきま
す．一気に結論を述べてしまいましょう．

命題3．U、この命題では種数は7とは仮定しない．　PをW上の平面とし，　P上に少
なくとも一つ特異直線があるとする．さらに，P上の任意の特異直線Zに対し，μw，↓は

c脚α励，慨は次数3以上の分解的なばεIPezzo三様体，そして，qは既約とする．こ
のとき，Pは，　W上のただ一つの平面．さらに，命題2，θのZは，特異点の経済的解
消だけで得られる，特に，Xはただ～つの特異点を持ち，それは，き（1，－1，1）一特異点．

　この命題の証明は，ほとんど命題3．8と同じです、

命題3．12．この命題では種数は7と仮定．さらに，命題3．9のf2ノが成立するとす

る．このとき，EwJは可約で，次が成立二

r∫ノEw，‘は，レw，ヒ例外的な成分宜を持ち，μ凧1（宜）は1である，

r2／E朋＝E’＋E”，ここで，　E”は既約でE”と異なる．

～3ノ〃堺くE”）はヲ柾規な4εξPez斑曲面で〃郷（E’）はSmgμ郷くE”）に一致

ω五”→〃堺（ガ”）は有鰻身寸．さらに，Wは～の一般点で，α42．特異点を持つ，よっ

　　て，命題36のrは4．

　ここでは，「Wは1の一般点で，α42一特異点を持つ」という部分を他の部分を認め
て説明しておきますパ2）によって，Wは1の一般点で，　c塩一特異点を持つということ

は分かります．もし，kが3以上ならば，協は，　E’と』ζ”の交わりの成分のうち，1を

交配する部分Z’の一般点でε．4か2蒋異点を持ちます．ξ’は，（4）の前半によれば，〃郷

でつぶれません．よって，殉が非特異なので，ぴw（Z’）は重複度を持って◇｝こ含まれ

なければなりません、しかし，これは，命題3．1◎に反します、

　ここで，この命題の（4）が成立するのは極めてラッキーなんです．もし，EとE’の

交わりがつぶれでもしようものなら，その交わりにおける隅の特異点を調べなけれ
ばならず，一苦労になるはずだったでしょう．実際，種数6の場合にはこの命題と非
常に似た主張が存在するんですが，残念ながらEとE’の交わりがつぶれるというこ

とがあり得ます．これは，細かい話になりますが，種数6の場合は，殉が次数4のdel
Pezzoであり，特異点を持ち得ることに起因してます．この場合を議論するために論
文のページ数がかなり増えてしまいました．なにかすっきりした議論が見つかればい

いなと思ってはいるんですが，世の中そう甘くはありませんね．

　　　　　　　　　　　　4．Xからの双有理射の記述

以鮪った塙々担1，1滞黙のみ持つO－F鋤Xの分類では㌧つの1（ぽ1）一
特異点でXを爆発させて，その後に続く双有理射を，端射線の理論に基づいて数値的

　6μw，‘がcrepal“も確認できる．

　7細かいことですが，射影助一一⊃WpでOlがOpに写ることが分かり，それによって，二つの次数

の関係から，Smg（フ｛は一点ωで，　multw（撒｛＝deg　q－5である
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に限定することで，目的を達成しました．その過程で，Xと他の森ファイバー空間を，

日opとnipでつなぐことができたのでした．今回は数値的な計算はしていませんが，

上の分類法を注意深く眺めてやると同様のことが分かります、それを述べて本稿を終

わりにしたいと思います．

　エをXの…（1，－1，1）一特異点とし，∫：γ→Xを款α，r一α，1）なる重みでの重み

付きの爆発とする．Eを∫の例外因子とする．このとき，次の図式を得る，

　　　　　　　　　　　　　　　γ一一〉γ1

　　　　　　　　　　　　／　　＼

　　　　　　　　　　　X　　　　　　　　　　　　X’，

ここで，

（1）X’は以下の通り．

　　（1－1）rが2ならば，W偏．

　　但芝）7が3，4ならば，斯．

　　ちゃんとX’が分解的になっていることに注意
（2）∫’は以下の通り．

　　（2－1）rが2ならば，レwp．

　　（2－2）アが3ならば，∫ノは因子君’をCiにつぶす双有理射．　S桓gy’は一点から成

　　　　り，それはき（1，1，1）一特異点で，Oの特異点上にあるE’→Oのファイバー

　　　　に乗っている，

　　（2－3）rが4ならば，（ηを中心とする慨の爆発q’は平面的特異点を一つだけ
　　　　持ち，その外で非特異なので，y’はG◇r題stem末端特異点を一つだけ持ち，
　　　　その外で非特異既約曲線での爆発だから，ρ〈Y’）＝2で，yノは分解的なこ

　　　　とに注意．
（3）γ一一◆y’は次の通り．

　　（3－1＞rが2βならば，穀◎ρ．

　（3－2）rが4ならば，伽ρと伍ρの合成．伍ρp桓gc碇veは既約で，その上に
　　　　｝（1，－1，1）一特異点が乗っている．Hipped　curveも既約で，そのX’竺叫

　　　　上の像は，Oに含まれている直線m．γ’の唯一のGorenstein末端特異点
　　　　はHipped　curveに乗っている．

　結局，昨や泥をぐっとにらむ事ですべてが分かってしまうというのが，自分と
しては面白かったですね．
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