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§0シンプレクティック幾何におけるFloer　cohomology

　以下のような話をさせて頂きました。また、以下は記述の簡明のため設定等は概

略で正確なものではなく、また定理の主張も解析的技術的な仮定に関する記述は一切

省略されているという意味で不正確であることをお断りしておきます。あくまで話

の粗筋とアイデアを書いたものと理解して下さい。詳しく正確な内容については、

［FOOO］及び、そのサーベイである［O］などを御覧下さい。

　　（λ∫，ω）を実2η次元シンプレクティク多様体とし、LをMの中の向き付けられた滑ら

かなラグランジアン部分多様体とする。簡単のため、今ラグランジアン部分多様体は…

つの場合を考える1。φ：（M，ω）→（M、ω）をハミルトン微分同相写像2とする。2つ

のラグランジアンLとφ（L）の交叉に関してラグランジアン交叉のFloer　cohomologyと

いうものを考えたい。簡単のためLとφ（L）は横断的に交わっているとする3。コチェイ

ンの加群としては、交点が生成する加群を考え（基礎環については後で述べる）、次

数はマスロフ指数と呼ばれるもので与えられる。微分作用素δは通常のモース理論の

時のように、指数の差が1である2つの交点ρ，4に対し、δ（p）＝Σq券ルf（ρ，の・4で

（とりあえず）定義する。ここで、M（p，q）＝M（p，q）／RでM（p，q）は次を満た

すμの集合である：

・ μ：D2→Mは」－holomorphic　maP4
・ μ（∂＋）⊂．Lμ（∂⇒⊂φ（L）

・ μ（－1）＝P，μ（十1）＝q

　1沢山のラグランジアンを考える時は、以下の話をA。。カテゴリーで定式化してやる。おおむね基本的

なことは以下の話と同様の議論でできる。

　2ある時間依存したハミルトン関数Ht：M→Rが存在し、疏の定めるハミルトンベクトル場XH，の

生成する流れをΦtとした時、Φo＝砿Φ1＝φとなるものが存在する。これはシンプレクティック構造

を保ち、ハミルトン微分同相群のリー環はM上の完全1形式全体と同一一視される。

　3交叉が次元をもってもそれらが非退化な部分多様体であれば十分である。

　4通常のモース理論における勾配流の方程式がこの場合非線形コーシー・リーマン方程式となっている，，

28

代数幾何学シンポジウム記録

2002年度   pp.28-38

1



　　ここで∂＋（∂」は複素平面内の単位円板D2の上（下）半分の境界の弧をそれぞれ表

わす。この集合にはAぴD2）竺1）SL2（R）のうち、2点±1を周定する群Rが自1引こ作

用している。

　　しかし、問題は、このよう｝こδを定義してしまうと、一一般にはδ2≠0となってしま

うことである5。これは、上記の非線形コーシ～・リ～マン方程式の解にバブル、特に

擬正則円板の境界でバブルする擬正則円板が現れ、実余次元が1の境界成分としてモ

ジュライのコンパクト化に現れるためである。6ここでは、

　　（0）その障害、及び

　　（1）非障害の場合に境界作用素を変形してδ’2＝◎とできること、

　　（2）得られたコホモロジーは、δの変形の仕方に依存するが、その依存の記述

についてA。。代数を用いて記述する。最後に、これらの幾何学的実現についても少し触、

れる7。

§1B一砲dehn　Mi貫◎でSymmetぞy．

　　まず、ミラー対称性予想の下で、我々が展開すること（A－mode1，　symmplectiぐ
side）に対応するB－m◎del（COmplex　side）の方を説明する。　Mを鷺次元複素多様体と

し、E→λ∫を階数アの複素ベクトル束とする。」ヲにエルミート計量を入れ、　E上の

正則構造とエルミート接続Aで∂AO∂A＝◎なるものとを同一視することにより、
今∂A。によりEにi｝頂ll構造が一つ与えられているとする。

L1）D◎1beault　D．G．A．

　　積OlΩρ1’WEIldE）×Ω∬）2・・2（End五1）→Ωρ1＋ρ2，41＋⑳（EndE）が、ウェッジ

積とEndの合成により定義される。階数了・＞2なら非可換な積である。更に、
砺。：Ωo（E）一→Ωα1（動を自然に∂A。：Ω四（E）→ΩP・q＋1（E）に拡張し、これは

∂Ao：ΩP，q（EndE）→ΩP・q＋1（EIldE）を引き起す。同じ記号で書く。∂A。　o∂A。＝0よ

り、特にDo▲bealllt　D．G．A．（次数↑寸き微分代数）（Ω畑（EndE），∂A。，o）が得られる。

1．2）De数）rmatl◎n　theory　X－Ma促eぎ一Caぎtan方程式．

　E上の正則構造∂A。を∂A1に変形することを考える。2つの接続の差は0階の作用

素であるから、B：＝∂A雲一∂A。∈Ωo・1（EndE）である。∂A、◎∂A、＝◎を書き換える

とBは
　　　　　　　　　　　　　　　∂AoB斗Bo8ニ0

　5Floerはもともとπ2（M，　L）＝0の時に上記アイデアによりコホモロジ～を構成した。この時は非自

明擬正則円板は初めから存在しないので、バブルも当然おこらない。

　6周期的ハミルトン系に関するFぬ礫c◎h◎m◇めgyというものがあり、これはφの不動点に基づいて定

義されるFloer　Cohomologyであるが、こちらの方はδの定義の際用いられるのは境界のないCPIか

らの擬正則写像のモジュライであり、このときは擬正則円板のバブル現象はなく、Kontsevichによ

るstable　mapぐomac品㈱t沁11の考え方と深谷一小野による倉西構造の概念を用いることでFlo◇r

cohomologyはいつでも定義される。
　7我々の理解の時間的経緯とは逆さまの議論展開ではあるが。

29

2



なる非線形（w＞2の時〉微分方程式を満たさなければならないことがわかる。これを、

（Dolboault　D。G．A．（Ω｛き’°（EIldE），～）、1、、，○）に対する）Mamcr－Cartal1方程式という。

逆にLのMaUrer－Cartal1方程式の解8に対し∂．1。＋BはEに新たな正則構造を定める

ので、Manrer－Cal・㌔1≧方程式の解集合ル｛Cおが∫1三則構造∂編のまわりでの変形を与え

る。

1．3）Deformation　theory　II－Gauge　equivalence　and輌n6nitesimal　de－
fbr】【nLatio】霊．

　　2つのMaurer－Cartan方程式の解81，B2に対し、それらが定める正則構造∂A⑪＋B1と

∂A。十B2が「同じ」正則構造を定めることがある。ここで、「同じ」とは、あるψ∈A就（E）が

あって、

　　　　　　　　　　　　ψ・（∂A。十万1）＝（∂A，＋B2）・ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　なるときをいい、ジをEのゲ～ジ変換という。ル｛CEをゲージ同値関係～で割った空間

ルぽE：＝ル｛Cε／～が変形空間となる。

　変形空間ル｛CEの∂A。における無限小変形を考える。　Maurer－Cartan方程式の

線形化方程式は∂4。B＝0である。一方、無限小ゲージ変換は、上のゲージ変換の

式を微分したものを考えればよく、それはψ＝1＋ε協，物∈Ω0（E｝ndE）と書い

た時、（Ωo（EIldE）はゲージ群のリ～環）B1一β2＝～ヲ痴ψ1となる。従って変形空

間W・の∂・・におけ撫限小変形は蹴（M・E・dE）で記述される・

　以上は古典的な話であり、ある意味ここにでてきた「もの」は既に確立されたもの

である。変形の局所的な描像はそれに附随するD．G．A．のホモトピー類で決まる、とい

うGoldmal1－Millsonの考え方を注意、しておく。

§2A－model　in　Mirror　Symmetry．

　§1に対応するシンプレクティック幾何学サイドの話しを展開する。B－modelの時と

は異なり、まず対応する「もの］概念からして作って行かねばならない。更に、ミラー

対称性予想のいうところによれば、A－modelでは、量子補正とよばれる非線形効果が

組み込まれていなければならない。D．G．A．ではなく、より広いA。◇代数（ホモトピー

結合代数）を用いて理論を展開する。．4。。代数はA頚◎de1においては、擬正則円板のバ

ブルの状況を記述する代数構造として自然に現れる8。

　　ミラー対称性予想の辞書に従えば、複素多様体Mに対してシンプレクティック多様

体M（（ガlnR～～《f・＝2η）が定まり、正則ベクトル束E→Mに対して．Mのシンプレク

ティック部分多様体Zβが対応する。が、しかし、ミラー対称性予想はとりあえずおい

　8境界のないリーマン面からの擬正則写像を用いた量子コホモロジー環などは、結合的であった。これ

は理論がコホモロジーレベルで定式化可能であったことが一つの要因である。しかし、擬正則円板を考え

た場合、円板のバブルという新たな現象のため一般には理論はコホモ臓ジーレベルで定式化不可能であ

り、コチェインレベルでの議論が不可欠となる，、代数構造も結合的まで求めることはできない。

　9詳しくはL上のぴ（1）平坦束も組にして考える必要があるが省略する。
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ておいて、我々はここからスタートする。即ち（コンパクト）シンプレクティック多様

体Mとその（コンパクト〉ラグランジアン部分多様体五◎があったとする。

2ユ）ラグランジアン部分多様体に附随するA。。代数の構成

　　まず、議論の基礎環として我々は次のような普遍ノビコフ環Aα，、。、，11を導入した。

定義2・1・（IFOOO］）．　T，　eを不定元とする・α《∈Q，λi∈R≧o，（1iln、＿。。λi＝＋oc），

隅∈Zとし、

』｛Σぽ㌔Wλ、≧◎，anぷに◎輌fλ、一◎｝

とおく。deg　Tλ♂＝2ηにより次数を与え、　FλAo，7♪。U＝｛Σ、叫7「λ・♂一λ乞≧λ｝に

よりフィルトレーションが入りこれはフィルター付き次数付き可換環になる。幾何学的

にはλiはシンプレクティック面積（エネルギー）ω（β）（β∈π2（M，L））を表わし、シ

ンプレクティックエネルギーによリフィルトレイションを入れ、鴛客はマスロフ指数に

対応する。Aqη。妙は局所環であり、

Aまπ。U＝｛Σα乞丁㌔η唾A輌1λ‘＞0｝

を極大イデアルとしてもつ。明らかにA恥。。／Aまη。。竺Q。このように係数環をQに還

元するとフィルトレーションはなくなり、これは後で、擬正則写像の効果を考えない

（定値写像のみを考える）古典的描像に対応する。

　　ぴ（L；Q）をL上の整えカレントで滑らかな特異チェインで実現されるもので生成さ

れる自由Q加群とする。120°（L；Ao，η。」を0°（L；Q）⑧Ao，，、。．（の適当な）完備化と

する。次数はC°（L；Q）の次数と係数環からの次数の和で与えられる。

　　次数1の写像の無限列mk，ぽ＝0，1，2，・一）

叫：BA（C［11（L；A⑪，nou））→0｛11（L；Ao，ηou）

で、A。。関係式（後述）を満たすものを以下で構成しよう。ここで、

B★（0［1D一Φ（0［1Dη1⑭…㊧（0［1D7λん．

　　　　　　π1デ‥ヌn★

　10～般にラグランジアン部分多様体の存在をいうことは難しい。

　11もともと罰◎e違論は、道の空聞のある被覆空懸上のモース理論であり、ノビコフ環はその被覆変換

群の群環として表れた。しかし、ミラーの観点からこのノビコツ環の新たな意味が認識されつつある。こ

れは連続付値環の構造をもつ。丁度べが無限大｛こ発散するところがシンプレクティックi研責が爆発すると

ころで、これはミラーにいけば複素構造が最も退化したところに対応する。

　12正確にはその適当な可算部分複体をとる必要がある。これは横断正則性議論においてべ～ルのカテゴ

リー定理を頻繁に用いるためであるが、省略する。
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そのために、擬正則円板のモジュライ空間（の安定写像によるコンパクト化）を蒋入す

る。基本的なアイデアは全ての擬正則円板の効果を組み込み、モジュライの境界を解析

することによりA。。代数構造を見い出すことである。

定義2．2．β∈π2（M，五）に対し、ルf糾1（L，β）を組（祖；20，…，2夫）の同型類の集合と

する。ここで、竪ピ（D2、∂D2）→（M、　L）は種数◎の安定ス写像日でそのホモトピ～類

がβであるもの、ち∈∂D2はIIlarked　pointsとする。更にルf群￥11（L，β）を、　marked

poilltsの順序がサイクリックであるものに対応する連結成分とする。自然な写像

e巧：ル㍍＋1（L，β）一→L，　（ぴ；21，…み）⇔ψ」〉

がある。

　　さて、0＊（L；Q）の元の特異チぷインとしての衷示を（君，兎）∈C＊（L；Q）、　2＝

1，…沸，とする。このとき、次のファイバー積を

ノしイ警滋n（β；P1，一・、PL）：＝圭ノレぱ碧n（、乙；β）（εu1，＿β幻た）×∫1×＿×∫★（吾×…　×鳳）

を考える14。

　βo＝0∈π2（ハイ，L）とおく。

定義2．3．（1）（P，∫）∈ぴ（五，Q）に対し、

輌・（1）一 ｛（r），　）農㌶

　　　　　　　唖只∫）一｛（ル｛智aln（β；P），ε句　　（－1）w∂P）謡鶉，

　　とおく。ここで、∂は普通の境界作用素で、最後の四〇によりLのチェインペもって

いったものを（　，¢2戊o）と表わした。

（2）各女≧2と（君，五）∈cg・（L，　Q）に対し、

　　　　m★，β（（Pb∫1），＿，（几，∫k））＝叫，β（（1互，∫1）⑧…⑭（昔，∫ん））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（M㌍in（β；P、，…，me・。）．

　13」写像のモジュライのコンパクト化の際にK◎磁sevic蜘こより導入された。自己同型が有限群である

もの。

　14向きの問題は重要であるがここでは一切省略する。詳しくは［FOOOIをみよ。また、これは普通の

意味では横断正則性が成り立たないのでファイバー積はとれないが、安定写像の空間に倉西構造がはいる

ことがわかり、倉西構造の意味でのファイバー積をとっている（詳細略）。
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（3）このとき、mん（ん≧0）は

m、一
Σm、，，⑧［β］一Σm、．，麟丁・（β・・坐

　　　β∈π2（～し∫，L）　　　　　　　　　　　β∈π2（ル∬，L）

により定義する。

　　このとき次が成り立つ。

定理2．4．（［FOOOD　Lを相対スピン15なLagrangian部分多様体とする。このとき、

（C（L；A伽。。），m）は（フィルター付き＞A。。代数となる。即ち各んに対し、以下の関係

式（A。。関係式）

　Σ　　　Σ（－1）degエ1＋’”＋deg¢・一・〕ぷ

ん1十ん2＝た十1　　　　　　　　　　i

　　　　　mん、（佑1，…，m★、＠τ㌍・・，⑦融、．i），…，痢一〇

が成り立つ16。

　古典描像にいくために・係数環をAo浪啓／Aま卿ガ竺Qにより・Qに還元したもの

を正左などと書くと、これは正o＝◎を満たす。このとき、次が成り立つ。

定理2．5．（［FOOOI）（0（L；Q），而）はLの有理ドラ～ム1）．G．A．とホモトピー同値・

　Sllllivan及び、　Quillenによる有理ホモトピー論によれば、有理ドラームD．G．A．の

ホモトピー型がLの有理ホモトピー型を決める17。この意味で、我々の．4。。代数は、古

典的なLの有理ホモトピ～型をD．G．A．ではなく、A。。代数としての変形を与え、かつ更

に、それを擬正則円板の効果（ディスクインスタントン効果）により量子変形されたも

の、と解釈される。

2．2）Defb頂ation　the◇宮yトMa碇er－Car垣n方程式．

定義2．6．カ∈ぴ1］◎（L，A伽θのに対し18、　mWを以下のように変形する。

輌’　た）＝
蕊m・心（6，・・㍉b，¢1，b，・一，b，・・㍉b，一・，b，zん，6，・一，b－　　　一　　　　一　　　一　　　εo　　　　　　　　　　乏1　　　　　　　　　ゼk＿1　　　　　　　　εた）

　　　　　　　　－m（・㌦1砺…年leb・・、eり．　・

ここで、eb＝1十b十b㊧b十…。

　15祖2（丁五）∈Image刀2（M；Z2）一→H2（L；Z2）であるときをいう。これはラグランジアン境界条件

をもつ擬正則写像のモジュライ空間が向き付け可能であるための条件である。§4（2）も参照。

　品A。。代数の中で特にm奪篇0かつ、高次の積が全て消えているm女篇0俵≧3）ものがDGAに他

ならない。m◎≠◎ならばmlm1≠0であり、m◎がmlm1＝◎の障害となっている。
　17正確にはLは単連結あるいはべき零である必要がある。

　18正確にはb≡0（mod　A㍍肋）なるb。定義2．8．においても同様。
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補題2．7．（0，m）がA。。代数ならば、任意のb∈0［110（L，Ao、π。。）に対し（0，　mb）も

、4。。代数。

　　このようにA。。構造を変形した時、一般にはml≠Oである。我々は、コホモロ

ジーを定義したいので、ml＝0なるように変形したい。この時、　m！ml＝0とな

る。そのような変形を与える6の満たすべき条件が、次のA。c版Maurer－Cartal1方程

式に他ならない。

定義2．8．カ∈C［1｛｛）（1ン，A（），れσu）に対し

　　　　　　　　　　　m。（1）＋nx1（b）＋m2（励）＋…篇（）

をA。。版Mallrer－Cartan方程式という。簡単にm（εb）＝Oと書く。Maurer－Cartan方

程式の解の集合をルICLと沓く。

補題2．9．b∈ルICLとml＝0は同値。

　従ってルfCL≠のならば、コホモロジーH（0（L，　Ao畑．），m｛）が定義される。これ

が、LのFloerコホモロジー

　　　　　　　　　　　　　　　」fF（LヲAo，πou；6）

である。境界作用素はMa聡er－C鍵tan方程式の解6によって変形されている。

2．3）Defbrmation　theo∫y　IトGauge　equivale耽e　and　infinitesimal　de一

伽mation．

　　2つのMaurer－Cartan方程式の解bo，b1により変形して得られた2つのコホモロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バジーはいつ同型かを問う。M肌rer－Cartan方程式の解の集僧MCLに「ゲージ同値」関

係を導入したい。そのために、A。。代数の族を考える。今、（0，　m）をAo、π。u上のA。。代

数とする。（Poly（［0，11，C），茄）を以下で定義する。

　　　P◎ly（｛◎，1｝，0）糾1≡Poly（｛◎，11，0輿）希

　一｛（エ（s），ガ（・）パ¢（・）一Σ鑑・（・）Tλ・，㌢（・）一Σ祐（・）Tλ・，（λビづ。・）｝

　　　　　　　　　　　　　　　ε　　　　　　　　　　　　　　　　《

ここで、ぴ：［0，1｝→qll㌧yx：｛0，11→C［1｜仁1でおのおの5について多項式である

ものを考えている19。これより、後で8ニ0，1に値を代入することが可能となる。また、

面・（（輌（・）））・一（m1（・（・）），d‘：）－m1（万（・）），

匝
式（・1（・），y1（・）），…・＠w（・）））

・一

（ユ（鑑1（5）・…♂（・））・Σ圭遜（ぽ1（・）・…・担（・M・）・ピ÷1（・）㍉一♂（・）））

　198について整理し直した時昧8）＝Σに◎曝（τ）s鳶で5の次数は有限とは限らないことに注意せよ。

各ふ（これはシンプレクティック面積に対応する）を決めればそれより面積が小さい擬正則円板はホモト

ピー類を固定したとき、有限個である（グロモフのコンパクト性定理）。

34

7



と定義する。この時、

命題2．10・（Poly（［0，1］，0［1］），面）はA。。代数。

　　このA。。代数に対するMaurer－Cartan方矛呈式の解の集合をル｛C（（Poly（［0，1］，0［1］）．面））

と書く。

Eval（，：Poly（［0，1］，C［1］）→0［1］，　　（コ：（s），〃（5））ト→」：（0）

Evall　：　Poly（｛0，1j，0［1］）→0［1］，　　　（z（8），V（8））ト→ぽ（1）

はともに、4。。homomorphislnを定める。

定義2．11．bo，b1∈ルfCLがゲージ同値であるとは、あるb∈、〈／IC（（Poly（［0，1］，C［1］），f亘））が

存在し、Evalo（b）＝boかつEval1（b）＝b1が成り立つことをいう。この時、　bo～b1と

書く。

命題2．12．～はルfCLに同値関係を定める。

定理2．13．2つのMallrer－Cartan方程式の解bo，　b1がゲージ同値ならば、　bo、1）1で

変形された（0（L；Ao，。。．），mb・）と（0（L；Ao，。。．），mb1）はA。。代数としてホモト

ピー同値20。従って、特に、それぞれのml°及びml1コホモロジーは同型：
正1（0（L；Ao，η。の，m｛o）…≧H（C（L；Ao，η。U），m宝1）、

　　これより、ル｛CL：＝ルICL／～とおけば、これが変形空間を与える。

　　これのb∈ルfCLの近くでの無限小変形を考えると、その接空間はbで変形さ
れたFloerコホモロジーHF（L，Ao，れ。。；b）で与えられる。詳しくは省略するが、小

平一Spencer写像に対応する写像

ルfCL→HFO（L，　Ao、7LO，；b）二王fO（C（L；占）ρ。u），ml）

も得られる。ここで、次数を1シフトしてあったので、通常のコホモロジーの次数で

は1である。一方、係数Ao，η。uにもマスロフ指数によって次数が与えられていたが、そ

れを思い出せば、Lの幾何学的なコチェインとしては、あらゆる奇数次のもの21が組み

込まれていることに注意されたい。（いわゆる「拡大モジュライ」と呼ばれるもの。）

　更に倉西写像
　　　　　　　　　　　　　HF°dd（L）→HFe”en（L）

も定義されるが、省略する。（ここでは、やっぱり気分が出ないので、シフト前の次数

で書いた）。

§3障害類とMaurer－Cartan解の幾何学的実現

20定義は省略する。

21古典的なラグランジアン部分多様体の局所変形はHl（L；R）で与えられる。
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　　ここでは、§◎で触れたFl◎erコホモロジーが定義できるための障害をより幾何学的に

考察し、前節でのMaurer－Cartan方程式が解をもつための幾何学的条件を与え、解を

幾何学的に実現する。前節によれば、Floerコホモロジーを定義するための障害はラグ

ランジアン部分多様体Lから構成されたA。。代数（0（L；Ao」、。。），m）におけるmoの存在

であり。それを消す変形を与えるのがMaばer－Ca☆銀方程式の解であった。以下では、

障害類と呼ばれるLのあるコホモロジー類の系列｛oパL）｝を構成し、障害類が全て消滅

することが、Mallrcr－Cartan方程式の解の存在のための十分条件を与えることを示す。

障害類の構成の基本的なアイデアは起こりうる擬正則円板のバブルをすべて考え、その

境界値を考えることである。以下の議論で基本的な2つの群準同型を導入する。

ぷ：π2（M，五）→R，μ：π2（∬L）→z．

ここで、．4（β）ニω（β）（β∈π2（M，L））はシンプレクティック面積で、μはMa＄IOv指

数と呼ばれるものである。障害類はシンプレクティック面積の小さいものから帰納的に

構成される。

　　グロモフのコンパクト性定理により、シンプレクティック面積の大きさにより、

π2（ルf，L）の元で擬正則円板で実現される類に半順序が入る：

　　　　　　　　　O・＝．4（βoニ0）＜．4（β1）≦メ（β2）≦…　．

第一障害類θ1（到を定義しよう。最小面積の擬正則円板のモジュライ空間W｛］（L；i〕1）を

考える22。これは最小面積ゆえ、もはやバブルはおこらない。従って∂ル｛1（L；β1）＝の

である。故にεt）o（ル｛1（L；β1））はLのサイクルを定める。これの定める（コ）ホモロ

ジー類を

　　　　　　　　　　　　　01（L）＝［e㊨o（ノレ㌔（L；β1））L

と定義する。次に高次の障害類をシンプレクティック面積に関して帰納的に構成す

る。即ち・今oゴ（L）＝o∈H．（L；Q）（ゴ＝1，…W－1）であったと仮定する。この時

∂βゴ（L）＝（－1）叶10ゴ（L）．なるようなLのチェインβゴ＝βゴ（L）（二Lを勝手にとる。

る1，…，偏く大に対し、次のファイバー積

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
M㌍巫（β発；召元、ヂ・㍉β玩）：＝圭M鮒（βrΣ鮎，。1．．蹴）×（8x、×…×βi。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

を考える。

定義3戊．

　　　　　0★（LトΣ＠0（M㌣n（βん；召元P．．．，βi。）），

　　　　　　　　　　　　7π＝0，1，2．．、．
　　　　　　　　　　　　れゾリこ　くた
　　　　　　　　　　β・一Σ：二1β・、嘩（・）

　22面積がゼロに収束していくような擬頭胴板の無鰻列は存在せず、最小面積は存在する。これもグロ

モフのコンパクト｛生定理の帰結である。
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ここで、G＋（L）はπ2（M，　L）の元で擬正則円板で実現されるホモトピ～類の正係数線形

結合の集合をあらわす。右辺は有限和である。

　　これより、仇（L）はLのQチェインを定めるが、実は次が示せる・

命題3．2．∂oん（L）＝0．

　　これは、o★（L）の境界として、円板がバブルするタイプのものとβ、が境界に行くタ

イプのものの2種類が表れるが、それらがちょうど向きもこめてキャンセルすることを

証明することにより示される。命題3．2により、oパL）はLのあるホモロジ～類を定め

る。これが求める障害類である。

　障害類について基本的な事柄をまとめておく。

定理3・3・（1）θ人（L）∈H糾μ〈β、）＿2（L；Q）竺H2一川β・）（乙；Q）。但し・丁～＝（amL・

　　（2）より詳しくoん（L）∈Ker（Hη＋μ（β、）＿2（L；Q）→Hη＋μ（β、）＿2（λf；Q））

　　（3）全ての偽（五）＝◎のとき、砺（L）をバウンドするチェイン」3たを用いて境界作用

素を変形することにより、FloerコホモロジーHF（L）が定華される。

　特に∬．（L；Q）→H、（M；Q）が単射ならば、障害類は消える。また、μ（β）≧3な

らば、自動的に消える。これはかつてY－GOh氏が構成した状況である。

　前節の話との関係は以下の通りである。砺（L）＝0とし、バウンドするチェインぴを

とる。この時、

　　　　　　　　　　　　　b・一Σβ、⑧τ・（・・）躍

　　　　　　　　　　　　　　　　★

とおくと、次元の計算により、これは0国o（L，Ao碑」の元を定めることがわかる。更
に、

定理3．4．bはMaurer－Cartan方程式の解である。

　従って、障害類の消滅がMaurer－Cartan方程式の解の存在を意味し、障害類をバ

ウンドするチェインの取り方を一つ選べば解が得られる。できあがったFl◎erコホモロ

ジーがバンドするチェインβ。の取り方にどう依存するかは、上のbに対し、Floerコホ

モロジーがどう依存するか、という問題に換言される。それが前節での話しであった。

§4その他

　（1＞本稿では主にミラー対称性予想の観点から説明したが、具体的なシンプレク

ティック幾何への応用もいくつか得られる。もともと、Floerコホモロジーはアーノル

ド予想を解くために考え出された。アーノルド予想は色々な変種があるが、周期的ハミ

ルトン系の場合、ハミルトン同相の不動点の個数（周期的ハミルトン系の解の個数）を

シンプレクティック多様体のべッチ数の総和で下から評価するものであるが23、それ

は、大きくいって2つのステップを経て考察される：（i）不動点を生成元にする複体を

　23これは深谷一小野等により解決された。
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考えそのコホモロジー（Floξ〕rコホモロジー）を構成する24。（ii）できたFloerコホモ

ロジーともとのシンプレクティック多様体のコホモロジ～との比較定理を証明する。不

動点の問題は直積のなかの対角集合とグラフとの交点と読み替えることにより、シンプ

レクティック多様体（M，ω）の中の2つのラグランジアンLとφ（L）（φはMのハミルト

ン微分同相写像）あるいはより一般にL1，L2の交点の個数評価に関する予想に…般化

相対化される。しかし、これは一般には正しくない。しかし、我々の意味でラグランジ
　　　　　　　　　　ンが非障害的（即ちル｛CL≠⑳であれば、所望の評価式が得られる。他にもいくつか

の評価式が得れるが詳細は省略する。（上記磁）に当るステップでスペクトル系列を構

成する。この際係数環を普遍ノビコフ環A畑。。としてその上でスペクトル系列の一般論

（例えば、スペクトル系列の収束問題）を展開することは、あまりにも巨大な環ゆえ、

あぶない。が、幾何学的に表れる我々のFloerコホモロジーについては、ある種の有限

性が成り立っており、これを駆使してスペクトル系列が構成される。ここでも鍵は結局

グロモフのコンパクト性定理である。）

　他にCηの中に埋め込まれたコンパクトラグランジアン部分多様体のマスロフ指数

は非自明であろうという予想についても、応用がある。

　　（2）ラグランジンが相対スピンである、という条件は、物理のある対称性からの要

請として対応する条件が、堀健太郎氏とその共同研究者（名前を忘れてしまいました。

すみません。）により、独立に発見されている。

　　（3）M＝CP1の場合、大円Lとφ（L）を考えるとこれは非障害的であるが、大円Lと

小円L’を考えると障害がでることがわかる。一方、堀一Vafaによれば、　Fano多様体を

ターゲット空間とするモデルのミラーはランダウーギンズバーグ模型になり、ランダ

ウーギンズバーグ模型に行けば、Floerコホモロジーが容易に計算できる。上の現象を

堀氏は、ミラーを用いてランダウーギンズバーグ模型で説明し、結果は我々のものと

ぴったり一致している。
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