
曲線の数え上げについて

高橋宣能

ABsTRACT．種数0，境界因子との交点の数を任意とした場合の相対Gromov－Witten

不変量の系列を考えると、これはWDVV方程式を満たす。さらに、このことの結
果として同変局所GτΦmov一嚇tt笛不変量との符号を除いた一致が示される。

　　　　　　　　　1．種数◎の相対GROMov－WITTEN不変量

　コンパクト多様体Xの中に超曲面γを取るとき、X＼γの中の（アファイン）曲
線の数え上げを考えたい。

　より正確には、対くX，y）を考え、　Xの中の（コンパクトな戊曲線についてYと
の交わり方・接し方に条件を付けて数え上げを行なう。これが相対Gromov－Witten
不変量である。

　一例として、種数◎の曲線Cであって、γとの交わり上にCの素点が一つだけ
ある（すなわち〃をCの正規化写像として孝ゾ1〈y）＝1）という条件を考える。こ
れはいわば「アファイン直線の数え上げ」を行なうことになる。

　素朴には次のように考えられる。C．γ＝∂となるものを考えることにして、1点
付き種数0安定写像（C，均，タ）のモデュライ空間を下のようにあらわす。

　　　　　　　　　　　　　元1⊂　　c　　ムx

　　　　　　　　　　　　　　　　　一π↓
　　　　　　　　　　　　　　　　　ル｛。．1〈x）

このときε：＝π．（∫＊Ox（Y）⑧（Ox／Ox（一砺1）））はル｛o，1（X）上の階数∂のベクト

ル束になり、Yを定めるOx（γ）の切断はεの切断を定める。これの零点集合がお
よそ問題の集合になる。そこでCd（ε）を考えればよいのではないか。

　しかしこれでは窺を含む成分を丸ごとyの中に写すような写像も入ってしまい、
あまり良い不変燈にならない。

　ここでGath㎜ann（｛Ga1】）による相対Gromov－Witten不変量の定義を述べる。こ
れは代数的なものであるが、Ionel－Parker（｛IPD，　Li－Ruan（｛LRDによるsymplectic幾

何によるものもある。

　まず、γはXの非常に豊富な因子であると仮定しておく。そこで次のCart㈱ian
diagramがある：

　　　　　　　　　　　Y：very巫ρ茎e⊂X：smo◎th
　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　∩
　　　　　　　　　　　　∬：hyperplane　　⊂　　】Pハ「．

　また、α＝（α1，．．。，αn）を0以上の整数の組、β∈花（X）としておく。このと

き、Mζ（X，β）⊆M細（X，β）を次を満たす（ぴ哨，＿，¢ち，∫）のなす部分集合と定

義する：

　　（i）α‘＞oならば∫（砲）∈γ，

　　（11）A◎（rly）において℃y≧Σα講．

あるいは言い換えると：Z⊆∫－1γを連結成分として、
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　　●Zはmarked　points砺以外の点、または
　　●Z＝㊨，2の近くで∫Ψ≧α從ε，または
　　・Zは曲線で、Zと交わる成分を01，＿，（フp，己∩Z∈qにおける（∫lc、）彬γ

　　　の重複度をぴとしてγ右Z十Σ磯≧Σ鋲zαξ．

すると次のことが成り立っ。

命題1．1．M2（pN，のは、定義域（撒が既約げなわちP1と同型ノ、かっその像が
∬に含まれないようなものからなる集合の閉包である。

　そこで次のように定義する。

定義L2．　M三便N，∂）を苅η便N，∂）の被約閉部分スタックと見ることにより仮想

基本類IM款PN，め】W・を定める。また、

　　　　　　［ノじfζ（X，β）luれ：＝［ノqご（Plv，】rβ）㍗畝∩［Mn（X，β）㍗伝

と定める。

　以下では特にX＝駆，γ＝滲を直線または非特異二次曲線とする。また、c＝
3＿deg　Bと書くことにしておく。

　P∈H4（P2），　Q∈H2（B）をそれぞれ点の双対類とする。α＝（α1，＿，α髭），ただ

しここではα，〉⑪とし、またΣ⊃叫＝（deg　B），4を仮定する．　mを非負整数として

M日m）∪α（P2，のを考え、最初のm個のmarkingを¢1，＿，π砺残りをy1，＿，弥

と書くことにする。また碕における評価写像をε叫と書き、一方陸における評価
写｛象は8への射と見てぴと書く。次のような不変量を定める。

定義1．3．

　　　　　　　　いC∬贈）［M』μ（町の呼，

　　　　　　　　　mき・一去Σ（H・ポ梅，．ぷ・

　　　　　　　　　　　　　Σ⊃α偏＃（deg　B）4

　実際にはMαを扱いたいのだが、今のところその線形結合m5を考えた方がうま
くいっている．m髪はおよそ「召とA点で交わる有理曲線の集合の次数」と言って
いいだろう章

　　　　　　　　　　　　　2．REcuRsIvE　FoRMULA

　上と同様c＝3－deg．Bと書くごとにして、次の漸化式が成り立つ．

定理2．1．c∂十と≧4のときπ占は

　　　　　　　く珂⌒黒＿（ξこ1）・

　　　　　　　・｛ぱ；ご、声一（ぱご，）⇒m腕

　　　　　＋（㊥）⌒．蕊＿（ξ二～）・

　　　　　　　・｛（　c4十瓦一4cd1＋k1－3）4・4－（念1二㌔）・茎｝m念嘘・

2§
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曲線の数え上げについて

　この証明には｛KMIにおけるIP2上の有理曲線の数え上げの場合と同様の曲線の
退化を用いる。いろいろなデータを一般の位置に取っておくと、次の3種類の退化
が現れる：

　（め既約なもの．

　　（2）既約成分が2つあり、Bの外で交わるもの。

　　（3）既約成分が2つあり、B上で交わるもの。

　（1）のようなものの数はMαの形に書け、漸化式の左辺を与える。（2）および（3）

のようなものの数は重複度も考えるとM＿．ルf＿およびαW＿．m＿の形となり、漸化
式右辺の一つ目および二つ目の項を与える。

　この計算にはモデュライ上の交点の多重度の解析が必要となるのでVakaの方法
にしたがって次のように調べる：

　　●射影によりtargetが（P1，p川の場合に帰着．
　　●targetが曲線の場合、写像の変形空間は各分岐点での変形空間の積となる。
　　　そこで2古プのような場合に帰着する。
　　●具体的に式を書いて調べる。

　　　　　　3、同変局所GRoMov－WITTEN不変量、　WDVV方程式

　ここでもX＝騨，Bを2次以下の非特異曲線とする。
　γ＝IL（0（一β））→P2をOx（－3）に対応する直線束とする。

　以下記号は【Gi1］，［Gi21にならうことにして、

　　●Xg，城はXへの種数g，次数4，　n点付きの安定写像のモデュライ空間
　　●e1，＿，㌦：Xgρ，ば→xは評価写像
　　●股ημはXg，n，d上のベクトル束で、∫：（フ→Xに対応する点でのファイバー

　　　がH1（0，∫Ψ）であるようなもの

とする（といってもここではg＝0の場合しか使わないが）。Vには51がスカラー一
倍で作用している。S1一同変オイラー類をE山ぴぷ・で表す。

定義3。1．d＞0のとき

　　　　　　〈・・，…硫・一工刷幽・…砧翻傾臨詠

また

　　　¢・・…硫・・一レ詞噺・一◆仏・w鵡瓦・）君』（γ）－1

として
　　　　　　　　　　　　　　　　ウゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ㈲・一Σ撒Σw…，毒〉物・

　　　　　　　　　　　　　　　れがむ　　ばニむ
とおく。ただしλはHD、（ρ¢．，C）の自然な生成元。さらに班＊（X，　C（λ））上のpごring

　　　　　　　　　　　　｛φ，ψ〉・一かψ刷・⊇（v）

を定め、〈，〉に関するgradientを▽とする。

定理3．2（｛Gill，　WDVV方程式．本当はもっと一般的）．蒙（X，　C）の線形な座標（／α）

をとるとき、

　　　　　　　　　　　〈▽・恥，β，▽Eγ，δ〉＝〈▽」㌦，δ，▽Eγ，β〉．

ただし、メαは∂∫／∂¢αを意味する。
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　　今の場合、Lを直線の類、　Pを点の類としてf＝fo．1＋拓L＋£2．∫）と書き、

b：＝deg　Bとすると

　　　　　　　　　F（λ，・）一；・2λ一3』・－2・』・－1縮・・－1…1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σqd・φΣ〈P㌦，・縢，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d＞0　　　　　　γL

また鳩∈Qを使って

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ眠謬蹄く綜芋、），・

と書ける。鳩が通常の局所Gromov－Witten不変量である。

　　ここでα＝β≡2，午＝δ＝1としてWDVV方程式を書き下すと

　　　　　　　　　　　　乃22＝λ（暗ゲF122苗、、）＋b（乃22』㍉1－F122題12）

となる。これを展開すると前節のτec碇s輌ve頂就めnとほ多ま同じものになり、次のこ

とがわかる。

定理3．3．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m∈（－1）（degB）・d＋㌦㌃1．

　　これは相対不変量と局所不変量の間のある種の双対性と見られる。
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