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1　はじめに

　表題のLag王ang翻6b琉泌及びその関連する概念ををまず定義する。

定義1．1正規1ζ粥eア空間Xが5郷ρξεcε記槻π殉とはXが次の二つの条件を満

たすときを言う。

（1）Xの非特異部分X，㎜。。th上に非退化二形式ωが存在する。

（2）ある特異点解消η：y→Xがあり、ωの引き戻しがωはγ全体に∂一閉な正

　　則二形式として延長される。

定義1．2Xが首㎡舵副ε▽m〆εε飽警翻ε麹とは、　Xがコンパクトな号mパec批

w質ε句で、さらに

　（1）codim（X，ing）≧4．

　（2）dim　H2k－1（X，　Ox）＝0，　dim　H2k（X，　Ox）＝1，　（1≦ん≦dim　X）

を満たすときを言う。

注．　Xが非特異のとき、上記の定義は抵educWe　symplectic　ma丑i楓dと同値で

ある。

定義1．3（X，ω）を3鋼p輪批彼η吻とする．固有全射写像∫：（X，ω）→Sが

加gアαη卿π∫i6r臨oηとは！の一般ファイバーFの非特異部分にωを制限したとき

零となり、dim　F＝（1／2）dimXとなるときを言う．
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注．　定義からは∫の一般ファイバーは正規多様体であることしか判らないが、実

際は複素torusとなる。（Liouvilleの定理）

irreducible　symplectic　varietyのもっとも簡単な例としてはκ3曲面があげられ、ま

たLagrangian飾rationのもっとも簡単な例としてはκ3曲面Sの楕円ファイバ～

構造π；S→禦やAbel曲面からの楕円ファイバー構造などがある。このSを用い

て次のような例を考える。

πノ：Hilb2S→S②→（］P1）（2）竺IP2

ここで＊（2）は対称積であり、斑b23はsi21を特異点解消したものである。すると

Hilb2Sはirreducible　simplec七ic　varietyとなり、π’はLagarangian丘brationとな

る。現在知られている具体例を見る限りではirreducible　symplectic　varieもyまたは

Lagrangian　6brationはκ3曲面やその上の楕円ファイバー構造とよく似た性質を

持つ。その一方で、知られている具体例はいずれも何らかの形でκ3曲面もしくは

Abel曲面と関係がある。そのためκ3曲面またはAbel曲面の楕円ファイバー構造

と似た性質を持つことはある意味当然と言えないこともないのだが、それを一歩押

し進めて、次の仮説を提唱したい。

作業仮説1．4Xを悟嘘μc川e3ymρ～¢漉cu疏吻とし∫：X→SをL靱償αηg↑αη

劫磁ε脇とする。すると！はκ3曲面もしくは仙el曲面上の楕円ファイバー構造

と多くの類似点を持つ。

この作業仮説の中で∫がLagrangian飾ratiorlが持つ場合だけを考えるのは何故か、

という疑問がわくが、以下のような結果（［7，The◎rem　2］，｛8，　The◎remDがある。

定理1．5（X，ω）を射影的伽e掘μc伽esymρ1¢c力cuαη晦とし、∫：X→Sを正規多

様体間の写像で◎＜dim　5＜dim　Xを満たすものとする．このとき、∫はLαgアαηg励

ガ加磁oπとなる。

上記定理よりLagrangian　6brationだけを考えれば良い。

2　得られた結果

　作業仮説1．4の元に研究を進めた結果、現在までに以下の結果を得た。
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定理2．1∫：X→Sを加g纏g瓢勲愉娩とする．Sが非特異のとき、以下の同

形が成り立っ。

　　　　　　　　　　　　　　　RτみOx竺Ω5．

つまり、高次順像は局所自由となる。

注．　∫二x→Sが非特異多様体の間の射影的写像であるとき、∫のdisαimlnant

locusが正規交叉因子であれば譜∫，　Oxは局所自由であることが知られている。こ

の定理ははじめにSが曲線で∫が半安定退化の場合に証明され、その後Koll4r　l6，

Theo托m　2．61、中山【11，　The◎rem　21、森脇｛1◎，　The◎rem　2．41らによって現在の形

に拡張された。一般にLagrangian飾rationのdiscriminant　locusは正規交叉ではな

いが、それでもR1みOxが局所自由であるということは∫のファイバーがコホモロ

ジー的にかなり良い性質を持つと期待される。

定理2．1の応用としては次のようなものがある。

系2．2∫：X→Sを伽εdμc劔e5y脚～εc批umεZyの0＜dim　5’＜dimXなる正規

多様体への全射写像とする。Sが非特異とするとSのホッジ数は射影空間に等しい。

注　　系2．2に対してはより強くS竺P⑱となることが期待されるが、∫がsection

を持つ場合は宮岡［3，Theorem　9．21によりS竺P♪となることが示されている。

系2．3M（2，0，2η）を1（3曲面S上の階数2、　cl＝0、　c2＝2ηである¢or3Xoη

抗ε5ん6α∫のmo∂磁とする。するとM（2，0，2π）の双有理同値なモデルで伽rα加c伽e

巧情痴c佐ガ硫ε句となるものがある。

注　　irreducible　symplectic　manifoldがあまり研究されてこなかった一つの理由と

して、例が非常に少ないという点があげられる。実際、1980頃に藤木先生、B㈱uvllle

先生が｛11において二つの系列を構成してから、それ以外のものがO’Gradyにより

発見されるまでに17年という年月が必要であった。しかもぴGrady｛121によって

発見された新しい例は10次元と6次元にしか存在しない。そこで、特異点を許して

考えるごとにより、0’Gr認yが得たものが孤立した存在ではなく系列をなしている

ことを示したい。上記の系はその第一歩である。

系2．4Xを2η次元勿edμc瑚e　3ymρJec君ic　u碗e白とし、∫：X→呼をLαgπmgiαれ

爵m勧πとする。また、Xの倉西族κ→5の中に超曲面7があり、次の可換図式
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が成立する。

κ×ぷτ→町

　↓　　　　↓

　γ　　　＝　ア

注　　知られているirreducible　symplectic　varietyの具体例は全て呼上のLagrangian

§brat海nを持つことがわかっている。このことと、系2．4ををあわせるとirredw河e

symplectic　varietyでファイバー構造を持つものはその倉西空間の中で余次元1の族

をなすことが判る。これはκ3曲面の小平の定理、κ3曲面で楕円ファイバー構造を

持つものは倉西空間の中で超曲面の族をなす、のひとつの高次元化とみなせる。

3　系の証明

系2．2のi迎月　｛6，C◎r◎1夏a汀32｝より次の関係式が成立する。

　　　　　　　　　　　ん★（x，ωx）一Σんq（s，躍みωx）・　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ十9＝★

定理2．1およびωκ竺Oxより，上式の右辺は5のホッジ数の和となる。　Xは

irreducible　symplectic　manifoldなので

　　　　　　　綱x）一卿㌧）一｛ll：1｛：翻

以上の式から系2．2を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

系2．3の証明　　｛13，3．3】より、Sを適当なものに取れば、　M（2，0，2η）と双有理同

値な多様体XでLagrangi蹴§b∫頭on　X→Pを持つものが取れる。これに系22

の証明中の関係式（1）を逆に使うとXのコホモロジーが計算でき、ん元（X，Ox）は双

有理不変量なので、系の主張を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

系2。4の証明　　L：＝∫＊0呼（1）とおく。｛4，L141より、倉西空間の超曲面τと

卍×ぷ7〆上のlin¢bundle£で£1κ。…婆Lを満すものが存在する。尤で倉西族の8に

おけるファイバーを表し、£，で£の鵡への制限を表わす。定理2．1より

1㍗（P範，Rゴ∫、Zン）・＝1ir《（Pπ，Rゴ∫＊Ox⑧（フ1伽（1））＝ノi㍗（Pρ，Ω編（1））．

よって‘十ゴ＞0なれば産（Pπ，Rゴア＊L）＝0となる．　Leray　spectral　sequenceより

Z＞0であればdimが（X，　L）＝0となる．　dim∫f《（尤，£。）はδ上の上半連続関数なの
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で、i＞0ならば舟π，£＝0である．ゆえにπ、£は局所自由であり、　dim　HO（X，　L）＝

dimH◎（鵡，乙、）＝π＋1となる。線型系ILIは自由なので匡、1も自由となる。従って

κ、からPγL上への写像が存在し、これは〔8，Theorem　l　lによりLagrangian　6bration

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

4　定理2、1の証明の概略

命題4．1∫：（X，ω）→Sを加gπm鋼η∫ib耐初ηとし，　X、　Sを共に非特異、∫を

鍬θ8幼と仮定する。このとき

R1みOx竺Ωき

が成立する。

証明．　次のexact　sequenceを考える。

　　　　　　　　　　◎→　乃（／s　→　7㌔　→　ア＊w　→◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　↓ω

　　　　　　　　　　◎→∫＊Ω§→Ω文→Ω長／3→α

｛9，The◎驚em　2］よリァのすべてのファイバーはLagraugian　submamf◎ldである。よっ

てωは同形

　　　　　　　　　　　　　　　プ＊鞠竺Ω駕／s

を与える。この同形のdirect　imageを取り、Ω㍉5とR1∫．Oxが互いに双対であるこ

とを考えると、同形

　　　　　　　　　　　　　　　R1五〇x竺Ω；

を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

補題4．2∫：（♪（，ω）→Sを加g斑η伽η勲耐2仇とし、X、5は射影的かっSは非

特異とする。このとき汗みOxはアe∫le蜘eである。

証明．　Xの特異点解消をη：γ→Xとする。［2，Proposition　1．3｝よりXは高々

有理特異点しか持たないので、音∫。Oxと癬（ア◎η）。0γ、及び是みωxとR藪（∫。η）。W・

はそれぞれ同形である。さて［6，Corollary　3、9】よりRる（∫・η）、0γはtorsion　sheaf

とt◎rsi◎n　free　sheafの直和で書け、　tors▲◎n舵e　parもはreH¢xiveである。また｛δ，

Theorem　2．1］よりR1（∫・η），ωγは七〇r8ion　freeである．ωが同形Ox竺ωxを定め
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ることから、亮（∫oη）。0γ竺亮（∫oη）。ωγ。よってRi（∫◎η）。0γはreHexlveとなり、

舟みOxもそうなる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

注．　定理2．1の主張は射影的かつproperな写像について成り立つべき性質のも

のであるが、上の命題の証明で使用したKol極の結果の元となる次の定理がネック

となり、Xが射影的という条件をはずすことができない。

定理4，3∫：X→Sを射影多様体の間の全射写像とする。Xが非特異であれば、

　　　　　　　　　　　　Rμx～晦Σ刀ε細x【う］

が成立する。

この定理も射影的かつproperな写像について成り立つべきであるが、著者はこの定

理がこれ以上拡張されているかどうか知らない。もしこの定理の拡張をご存じの方

がおられたら教えて頂ければ幸である。

定理2．1の証明の概略　　∫lX→Sを定理の仮定を満たすLagrangian　6bration

とする。∫の一般ファイバーは非特異なので、了のdiscrimin繊locusを考えること

ができ、それをDで表す。命題4．1から、次の同形を得る。

　　　　　　　　　　　　　　R1みOxl・＼D竺Ω膓＼D　　　　　　（2）

補題4、2より、R1∫、　Oxはre旋xlveなので、上記同形をSの余次元1の点まで延長

すれば、定理は従う。ここで、同形が延長出来ることを示すのに、次の二つの命題を

使う。

命題4．4∫：X→Sを射影多様体の間の加卿可乞㈱劫m伽ηとし、Sを非特異と

仮定する。このとき、写像

　　　　　　　　　　　　　　　R1∫、Ox→Ω膓

が存在し、これは同形②の延長になっている。

命題4．5∫：X→Sを射影多様体間のL巧mn鋼η勲m勧nとし、　Sを非特異と仮

定する。このとき次の三つの条件を満たすSの開集合σが存在する。

（1）co（韮m（S＼σ）≧2

（2）R1み0刈σは局所自由

（3）　〈★（R1∫＊Oxl〔ノ）鰹R★∫＊Oxl〔ノ
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この二つの命題の証明は少し複雑なのでここでは省略する。興味のある方は私のホ～

ムページhttp：／／www．math．sci．hokudai．ac．jp／papers．htmlをご覧ください。さて、こ

れらの命題を仮定して定理を示すことにする。η＝dimSとする。命題4．4から写像

R1みOx→Ω；

を得るが、この写像のUへの制限の捻階の統dge積を取ると、命題4．5より自明で

ない写像避∫、Oxピ→Ω8を得る。補題4．2より、この写像はS全体に延長される。

一方、［5，Coroliary　7．61より同形Rπ∫．　Ox竺ω5が存在する．従ってくπR1∫．　Ox　l〃

はΩ；と同形であり、これから同形

Rl∫＊Ox　lひ竺Ω↓

を得る。これと命題4．5より、

踏！。Oxlロ竺Ω邑

を得るが、再び補題4．2より、餅∫、Oxはre6exiveなので上記の同形はS全体まで

延長され、定理を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［〕

参考文献

｛11A．　Beauv沮e，ル励ε’；ε㌔κ疏娩e㈱5∂翻桓ρアε励在c伽3ε∂ε0為εrηε鋤砲¢．

　」．D輌f董eTeロtlal　Ge◎】臓．18（1983），　no．4き755－782．

図A．Beauv沮e，　SymρZec¢2c　8編gμεα厄髭e8，　Inv田t．】Math．，139，（200◎），541－549．

［3］KCho，　Y．　Miyaoka　and　N．1．　Shepherd－Barron，（フんαmc診e仇α》ioηo∫αρroフεc伽巴

　π一5ραceαπdαρ砲％伽η蜘CO仰1ぴ3y獅lecれc　mαnぴ0↓d8，il1正129んεr∂仇εη8ioηα》

　bi城ioηαl　geome物，Adv．　Stud．　Pure　Math．，35，　Math．　Soc．　Japan，　Tbkyo，

　（2002），1－88．

［4］D．Huyb∫ec垣§，　Oom郷¢ξ為鯉e碕魏～eアmΩ霧ぴo／ds膓力磁cアε5魏3き1首enも．　Math．，

　135ラ（1999），63－113．

｛5］J．Koll4r，1拘んer∂舵c¢加αgεs　o∫∂μα～仇ηg　3ん¢α〃¢8∬，　A皿．　of　Math．，123，

　（1986），11－42．

22

7



［61　　　　　　，1五g九eγ・〔麗recε乞γπαge8ρ∫∂μα麗2γlg　sんeαue8∬1，Ann．　of　Math．，124（1986），

　　　171－2◎2．

｛71D．　Matsushi画0働輌ε5Pαc¢s椥c孟勉r¢8・∫岬ア（ワεc加e舵∂μc乞be　5鋼ρlec孟ic

　　　　m粛《ぴと）ξ｛鍵，Tbpolζ）gy＞38（1999），79－83．

｛8▲　　，磁紬川o：0輌グε5ραce　3触c』げα卿εc励ε励唖e　5y怖
　　　ρ］ecZ《c　m《”茎自ζo～d，　TOp◎k）gあ4｛）（2（）（）1），431－432．

191　　，君卿編瓜0癩‘y砺騨卿輌繍0ηδθ穐九〇1㈱励C綱輌IC
　　　　maη万θ羅8，　Math．　Res．　L｛≠ters，7（2000），389～391．

岡んM・riwaki，τbWπカεεnε83（ぜ九鋤eパ屹力m・9ε3・∫C翻m瓢ろ励～ε3，

　　　　Mat｝）．　A刀n．，2ア6（1987），385－398，

｛11］N．N・㎞y徽⇒H吻・劫賠鵬ε…砲鋤・愉・緬…鵬漁9…μ顕・・瓢
　　　　3九eαue3プInvent．　Ma甑き85，（1986），217－221．

〔121α0｝Gr瓜Dε卿μ1翻嬬m磁郷ε珂3為eαuε3跳κ3．」．　Reine　Angew．

　　　　Math．512（1999），49－117．

閤KWsh沁㎏丁癩㎡磁力卿αη雄踏εW』むπ4卿瓜江AG卿6118，

23

8


