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1　1ntroduction

　複素数体C上のADE型単純り一環gに対して，その随伴群作用Gwgに関する
categ◎ric瓠quotient　maP　X：g－→S：＝g／／ad（0）を随伴商写像と呼ぶ．本稿ではこの

写像に関する2次の相対de　RhamコホモロジーH2（x・Ω；／・）の構造1コスタント・キ

リロフ形式の役割と底空間Sのベクトル場Der8の作用▽（Gauss－Manin接続）を調
べる．

　動機は斎藤恭司の原始形式の理論をり一群論的に扱うことである．原始形式の理論

（【Sa1Dを詳しく書くごとは出来ないが，その主張によると，孤立特異点を持つ超曲面Xo

の半普遍変形X⊥S
　　　　　　　　　　　　　　　　Xo　⊂　　X

　　　　　　　　　　　　　　　　↓　　　↓φ

　　　　　　　　　　　　　　　　◎　∈　　s

を考えると，相対de　RhamコホモロジーH＊（φ．Ωx／8）やパラメータ空間Sが様々な構

造（Gaus8－Manin接続，　Hodge丘1tration，　higher　re8idue　pa▲ring，平坦構造）を持ち，特

に，Der5での微分によって全てのコホモロジー類を生成するある特別な元（原始形式）

が存在する．一方，一番単純な特異点のクラスである単純特異点（ADE型特異点）に関

しては，その半普遍変形をリー群論的に構成することができる．正確には，単純リー環

の随伴商写像X：∬→Sをあるアフィン部分空間（subregular　transversal　slice）X⊂g

に制限することによって単純特異点の半普遍変形族が得られるのである（｛Brll，｛Sl1｝）、

　単純特異点に対する原始形式の理論をり一群論的な立場から見たらどうなっている

のだろうか？

　半単純リー環の随伴軌道にはコスタント・キリロフ形式くがあるが，軌道上の閉2次

微分形式であることから，ζは2次の相対de　Rhamコホモロジ～の元だとみなせる．こ

れをXに制限すると，単純特異点の変形族の相対deR垣mコホモロジーの元が得ら
れるが，山田（㌦］）によって，これが（定数倍を除いて）ADE型特異点に対応する原始形

式であることが証明されている．しかし，原始形式そのものがコスタント・キリロフ形

式の制限であることが分かっても，原始形式の理論全体，特に相対de　Rhamコホモロ

ジーに現れる豊富な構造とリー群論的な世界の関係はまだよく分かっていない．

　xの一般ファイバーは，旗多様体の余接束と微分同相なので，2次のコホモ灘ジーは，

自然にカルタン部分代数り⊂gと同型である．一方κlxの一般ファイバーの2次のコ
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ホモロジーも，りと同型である（より精密には，消滅サイクルがルート格子と同型とな

る）ことが知られている，このことから，埋め込みX・→gの引き起こす2次の相対de

Rhamコホモロジーの制限写像

　　　　　　　　　　　H2（X・Ω；／。）一→H2（（xlx）、Ω文／。）　　　　　（1）

が同型であることが予想される．（1）が同型であることが実際に証明できれば，随伴商写

像Xの相対de　Rhamコホモロジー自体が様々な面白い構造を持つことが期待される．

（1）鮪辺はζ陸齢することによっ㍗ある鋤べ外ル場齪（（x蹴詞

の同型が言えているので，（1）の左辺が同、じ性質を持つことを示せば十分である．その

ために，まず左辺のH2（x・Ω；／s）の05加群としての構造，及びベクトル場Der5の作用

の様子を不変式論を使って，詳しく調べる．

2　準備

　この節では随伴商写像X：g→Sの相対de　Rhamコホモロジーを扱う際に使う不

変式論の結果と有限鏡映群の鏡映面に接触するベクトル場について必要な事項をまと

める．

2．1　G作用と相対de　Rhamコホモロジー

　連結コンパクトリー群が作用している空間のde　Rhamコホモロジーを計算する際に

は，その群作用で不変な微分形式からなるsubcomplexのコホモロジ～を計算すれば良

いのだが，次はその相対de　Rh灘コホモロジー版である．

定理2ユ（｛VeD　Gは連結な簡約代数群（／C）でアフィン多様体Xへ作用している、　y

もアフィン多様体で∫：X→γはG不変写像とする．この時，相対de　Rham　complex
胸。・一（☆）の中でG不変な元銚力・らなる・・b・卿1・xをみ曝と

すると∫抑生じ一→みΩシγは擬同型となる，つまりコホモロジーをとると同型が得ら

れる，

　　　　　　　　　　　　　H（∫・Ωψ）一三H（みΩ文／Y）・

口

我々が扱う随伴商写像xの場合には，

H（泊Ω；㌔．1㌶；一・ρ）三H（石Ω；β）・　（2）

となるので，次にg上のG不変微分形式全体の集合Ω㌍を調べる．
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2．2　Chevalleyの制限定理の一般化

　gのカルタン部分代数りを固定し，HCGを対応する極大ト～ラス，gのルート分解

をg＝り㊥㊥gα便⊂旬と置き，Wをワイル群とするさらに1をキリング形式と
　　　　　ぴくゆ
して，eα∈恥を

　　　　　　　　　　　　∬（ん，［e。，e一α］）一α（ん），∀ん∈り．

となるように固定する，

　g上のG不変な多項式∫∈C回cに対して，∫をりに制限すると明らかに臨はNc（H）

不変となる，1％（ぼ）／Zo（H）竺Wなので，リへの制限によって

qgP－→qりlw

なる写像を得るが，これが同型になるというのが古典的なChev姐eyの制限定理であっ

た．この制限写像を通すことによって，g上のG不変式環の構造がり上のW不変式環

に帰着されるのである．ここでは多項式だけでなく，g上のG不変な微分形式なども扱

いたいので，A．　Broer［Brolに従って，より一般的な次の共変式の枠組で考える．

定義2．2Mを有限次元G加群とするとき，gからMへの多項式写像全体，及びgから

MへのG同変な写像全体をそれぞれ，

M◇r（9，M）　：＝q9〕⑭cM，

MorG（g，M）　：＝｛φ∈Mor（g，　M）1φ（ad（g）佑）＝g・φ（佑），　g∈G，エ蔓g｝

　　　　　　　（一（c回⑧・M）り，

とおく．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

次にφ∈M◎rG（g，M）をりに制限することを考える．　t∈∬，ん∈りに対して，

ぴφ（九）＝φ（ad（重）ん）＝φ（視）

より，φ（旬∈M万となることが分かる．同様にφ1ザリ→MHがW同変であることも

分かり，制限写像

ρMlMorc（9，．M）一→Morw（り，MH），φト→φ1り　　　　　　　（3）

を得る．Mが自明なG加群Cの時に，上の写像ρMが同型になることを主張している

のが，Chev魂eyの制限定理である，カルタン部分代数のdens輌tyから，Wの単射性が

直ちに導かれるが，一般にρMは全射にならない．しかし次の全射性の判定条件が知ら

れている．

定理2．3（｛Br◎D制限写像

ρM：MorG（9きM）→Morw（り，MH＞

9

3



が同型になるための必要十分条件は，Mをりに関してウェイト分解した時，そのウェイ

トとして2α（α∈Φはgのルート）が現れないことである．（この条件を満たす表現を

Broerは「小さい表現」（small　representation）と呼んでいる．）　　　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア我々はg上の微分形式に対して，この結果を用いたいのだが，Ω；＝C回⑧〈g∨竺

C回⑧スgなので，M＝スgの場合を考えれば良い．

補題2．4gが単純リー環の時，

　（i）随伴表現gは小さな表現である．

　　　（ii）〈gが小さい．く＝⇒gはADE型．

証明　（i）：ルートが他のルートの2倍にならないという有名な事実を言い換えたもの．

　　　　　（ii）：まずくgのウェイトが

　　　　　　　　　　　｛0｝UΦU｛α＋β1α，β∈Φ，α≠β｝．

で与えられることに注意する．ADE型の場合は，全てのルートの長さが等しいことを

思い出すと，α，β∈Φ，α≠βに対して，

　　　　　　　　　　　　　1α＋β1〈1α1＋1β1＝21α1

　　　　　
なので，〈gは小さい．逆は分類論を使う．　　　　　　　　　　　　　　　　口

注意2．5ADEの場合でも3次以上の外積は小さい表現ではない．

　以下gはADE型単純リー環とすると，以上をまとめて次の同型を得る．

　　　　　　　　　　　　禽・Ω；・三（　　　　　2C［り］⑧（〈9）H）w

さらにここで，g＝り㊥り⊥（り⊥＝㊥α⑭g。はキリング形式∫に関するりの直行補空間）

と分解する．これはりのregularな点において，　Xのファイバー方向とそれに直行する

方向に分けることに対応している．相対微分形式の定義と有限鏡映群不変な微分形式

に関するSolomonの結果（定理2．6）から2次の相対微分形式が

　　　　　　　　　　　　　　Ω言G竺Ω謡㊥x＊Ω1

　　　　　　　　　　臼・Ω当患qり］・％〈→W　（4）

と記述できることが分かる．ちなみにこの同型を使うとコスタント・キリロフ形式ζは

　　　　　　　　　　　　　　ρ、（ζ）一Σe・〈e一α　　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Φ＋

と表される（定数倍は無視している）．
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2．3　有限鏡映群とベクトル場

　この節では有限鏡映群の不変式論と，鏡映面に接触したベクトル場の構造について必

要なことをまとめる，

　yを内積1を持った実ぞ次元ベクトル空間とする、このとき，O（y，1）の既約な有限

部分群Wで，直行鏡映変換で生成（有限鏡映群）される群を考える，Wのなかの各直行

鏡映変換の鏡映面H⊂γを集めたものをAで表し，各H∈．4に対して，その定義式

αH∈V＞（Ker（αH）＝∫∫）を固定しておく．Chevalleyによって，γ上のW不変式環が

ψ個の代数的に独立な斉次多項式乃，内，…，易∈町VIWで生成されることが証明され

ている．ここで次数をぷg吾≦d暗亙≦…≦d鴨島としておくと，次が成り立つ，

2＝deg　P1＜deg巳，　deg∬乏＿1〈deg乃．　　　　　　　　　　　　　　（6）

π：V＞→S：＝y／／W二Spec！R｛γlwをcategor輌cal早◎tient　mapとする．πのJacoblan

は（釘，・今㍉砲∈vvをVの座標系とする）鏡映面の定義式の積

∂（乃ヂ‥，亙）≡Q・¶αH　　　（7）
∂（¢1，…，∬∂

〃蔓A

になる、またy上のW不変微分形式については，

定理2．6（［SoDγ上の微分形式で，　W不変なものは3上の微分形式の引き戻しであ

る．つまり

　　　　　　　　　　　　　　　　Ω；w；π＊Ω膓．

次に鏡映面に多重に接するγ上のベクトル場を定義する．

定義2．アαTe　1D非負整数mに対して，接触度数mで各鏡映面に接するベクトル場全

体の集合を

D仇（メ）：＝｛δ∈Derγ1δαH∈α野・R［γ］∫orαll　H∈ノ1｝

で定義する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

この接触度数によって，6▲traも畑n　Derγ＝ぴ（メ）⊃ぴ（A）⊃…，が定義される．δ

がW不変ベクトル場の場合はHに関する鏡映変換がδαHの符号を変えることから，

ID2m（λ）W；D2m＋1（メ）Wとなることを注意しておく，

　後にカルタン部分代数上のベクトル場の加群と相対de　Rhamコホモロジーの同型を

示すのだが，相対de　R滋mコホモ灘ジーにはG孤ss－Ma彊接続としてベクトル場が

作用している．次の定義は対応するベクトル場の接続である，
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定義2．8接続▽：Derv×Derv→Dervをδ1，δ2∈Derγ，δ2＝ΣL　1ゐ曇に対し，

　　　　　　　　　　　　　　w・・一£（δ嚇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　塞二1

と定義する，またはこの接続はα∈γ〉に対して

　　　　　　　　　　　　　　　（▽δ1δ2）α＝δ1δ2α　　　　　　　　　　　　　　　（8）

を満たすことでも特徴づけられる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　（7）から晶，～毒㌍・・，晶は鏡映面にそって極をもったγ上の有理ベクトル場とみなせ

るが，特に（6）の最高次の生成元が一つだけであるという事実から，ベクトル場D：＝晶

は定数倍を除いて一意的に決まる．これを原始ベクトル場と呼ぶ（ISa3｝）．接続▽を通

して原始ベクトル場と接触度数餓ra目◎nは密接に関わっている．

補題2．9（｛YbD▽Dはベクトル場の接触度数を丁度2減らす．すなわち，δ，δ’∈Derγ

が▽Dδ’＝δを満たしているとき，α＝傾，（H∈ノ1）に対して，次が同値，

　　　　　　　　　　δα∈♂・RM⇔δ’α∈α塒2・聡凹．

定理2．10（｛Sa21，｛Te2Dた≧1に対して，

（i）W（D2★＋1（メ）w）⊂D2★－1（A）w，i－1，2，…，ε・

（ii）▽D：1》2★＋1（メ）w＿→嚢）2★－1（A）wは全単射．

（iii）D2柄（λ）wはランク乏の自由qγlw加群

3　　Finite　coverin9．

　相対de　RhamコホモロジーH2（Ω鵬）を調べるために，次のdiagram

　　　　x㍗×り∴／嘉，（（9｛1ゴ1，ん）　←一→　　ad（9）ん　　↓　　　　　↓　　ん　　　ト→　　ん）⑲）

を考える．この図式より，醜の欄d・Rh・mコホモ・ジーをH2（Ω露）乙H2（Ω文／，）

と埋め埋め込むことができる．X：＝G／H×りを考えることの利点は，　X／りが自明な
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紡τa白◇nなので，相対de　Rh鍛コホモロジーは簡単に扱うことができ，またg／Sは大

体X／りをWで割ったものとみなせることから，H2（Ω謡）をH2（Ω露）Wと比較するこ

とで調べられる．

　g／Sの場合と同様に，G不変な相対微分形式Ω硲を考えれば十分なのだが，　X乃の

ファイバーが等質空間になっているので，G不変な切断は，実は基点での値によって自

動的に決まってしまう．T葡（G／H）巴り⊥なので，

　　　　　　　　　　　蛤吋えT勧（鋼）H

　　　　　　　　　　　　　　竺（隠qり］・㌦〈→

となる．この同型と④をあわせ，膏の鏡映面玩ご｛α＝円に沿った退化の様子を調べ

ることにより，云での引き戻しが具体的に次のように書き下せる．

定理3．1元＊：Ω；偏一→Ω錫は次で与えられる．

　　　　　　　　　Σαん・eα〈e一α←一一〉一　Σ⊃　α3鵬α・eα∧e一α・　　　　　　　　　　　　　（10＞

　　　　　　　　　愈ξ…φ十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αξφづ

口

次にX／りの相対de　Rhamコホモロジーについてだが，これも実質的にはファイバーの

コホモ灘ジーの話で，よく知られている．カルタン部分代数りとG／丑の2次のコホモ

ロジ～の同型対応から次の同型が得られる．

定理3．2（IB珂）Dero：＝C［り］⑧りをり上のベクトル場全体の集合とする．この時，次

の写像がDerりと相対de　Rhamコホモロジーの同型を引き起こす．

　　　　　　μ・D⇒三H2（Ω錫），δ一・μ（δ）・一Σ（δα）・・。〈・一α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Φ＋

ただし（δα）はベクトル場δに関する関数αの微分である．　　　　　　　　　　口

ここで同型が‘微分”で与えられていることから，これがX／りのGauss－M頑n接続に関

する共変微分と解釈することができる．つまり，コスタント・キリロフ形式（5）の介での引

き戻し（の（－1）倍）をく：＝一子ζとおくと，（5）と定理3．1より，ζ：＝Σα∈Φ＋α・eα〈¢一α∈

H2（Ω硲）となり，上の同型は

　　　　　　　　　　▽・｛ζ1・Der奪一三パ｛2（Ω語）・δ←→▽δ｛ζ1　　　　　　　　　（11）

で与えられることが分かる．
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以上をまとめて次の図式を得る．

　　　　　　　　　　　　v．【ξ】

　　　　　　　　　D…☆H2（畷）

　　　　　　　　　　u　　　　　　　　U

　　　　　　　　　D・・r☆H2（Ω語）w乙H2（Ω露）

定把はり，δ・D・・7に対して▽・［ζ］がΩ講砺での引き戻しとなるための必要＋

分条件は，δαがα3で割りきれること，つまりδd〕3（ぷ）であることが分かる（ここで，

十分性はADE型以外では成り立たないことに注意しておく）．しかしこの時ω∈略θ

が

　　　　　　　　　　　　　　　　▽δ［ζ1＝牙＊ω

を満たしているとしても，の∈Ω諺が相対閉微分形式になるとは限らない．ωが閉，つ

まり▽・［ζ］・元・（H2（Ω；潟））となるためにδ・DWが満たすべき条件を調べる《8）

より，

　　　　　　　百・［ζ］一Σd（δα）∧（・。∧・＿）

　　　　　　　　　　　　　ぴをぼぐ

　　　　　　　　　　　忍Σ晶（δα）鵡順く⊇

　　　　　　　　　　　一ΣΣ（（▽・δ　　∂P毒）α）毘く（㌦〈・一・）

　　　　　　　　　　　　　ゆピウぽ　る
　　　　　　　　　　　一Σ鵡くΣ（（▽・δ　　　∂P《）・）・（・・〈・一α）・

　　　　　　　　　　　　　‘　　　　　　α∈Φ十

と変形される．ここでδ∈統（A）彬だったので，定理2．1◎より，▽．⊥δ∈餅（λ）ゾ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂昔
妬曝醐になるためには，

　　　　　Σ（（▽晶δ）α）・（・・〈・一α）一椥，ぴΩ訟（乞一1…，4）

　　　　　α∈Φ＋

というη・が存在しなければなければならない淀理3・1より，▽謝・D3（A）wでなけ

ればならないが，再び定理2．10より，これは，δ∈ID5（メ）wを意味する．よってコスタン

ト・キリロフ形式の微分によって，

　　　　　　　　　　ヨ》5（ノ4）w／　一三三→　H2（Ω；／5）．　　：　δ一　▽δ｛く▲

なる同型を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　ADE型以外の場合，高次のコホモロジーについては今のところ分かっていない．
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