
ASSOCIATOR　AND　DOUBLE　SHUFFLE　RELATION

寺柚友秀

1．INTRODUCTION

　ηを自然数とし、桓，＿，輪を1以上の整数でんのみ2以上であるとする。
このとき正dex　k＝（髭1，．台．，編）の多重ゼータ値を

　　　　　　ζ（k）一ζ（★1，…・輪）一口妄＿mC÷m㌧

によって定義する。これはまた反復積分表示を使うと、

　　　　　　　　　　　　　　　先外一1　　　　　　　★π＿1－1

　　　　　ζ（た1，．．．，兎π）イ軍㌔会鑑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん1－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d¢　　dZ虚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢　　舌1－Z

と表される。ここで反復積分は、1formω1，＿，ωπに対して

　　　　　　　　∬助ω・…協イ｛ω・＠）∬め・・叫

により輌Dductiveに定義される。また輌登dex　kのweightをΣぷによって定
義し、多重ゼータ値のiロdexのweightを単に多重ゼータ値のweightという。
indexの異なる多重ゼータ値の間に成り立つrelationは数多く知られている。こ

こで注目したいのはそのなかの一つである、associatoHelati孤といわれる関
係式のシステムと（τelg司磁zed）d斑ble　shu但eτelati◇滋といわれるシステムで

ある。主結果はa8sociatouelationはrelularized　d皿ble　shu田e　relationを導

くというもので、これはDeligne氏との共同研究の成果である。

　この結果に関するdetaaを述べる前に、多重ゼータ値の関係式の全体のなか
での、これらの関係式の位置付けを述べておこう。Associator　relationもdouble

shu田e　relationもその一部分としてiterated　integr砿のshume　relationを含ん

でいる。この関係式によれば、weightがそれぞれρとロの二つの多重ゼータ値
ζ（k）とζ円の積がweightがρ一←璽の多重ゼータ値のQ・・線型結合で書かれるこ

とがわかる。従って多重ゼータ値のQ線型結合はQ一代数となる。この代数を
．Aと書く。　weightんの多重ゼータ値全体で生成される部分空間▲は有限次元
となる。

Co可ecture　L　1（Zagier）．　（1）異なるωe‘g九洗1，ん2に対して、　Ak、と．A、

　　　　は線型独立。
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Double　8hufHe　relat三〇n

　　（2）dim▲＝両とすると

　　　　　　　　　　　　Σd・古㌔1－；i－¢、・

　実際（2）の次元に対して上からの評価はされている。（Goncharov，　Goncharov－

De狂gne，在rasonla）各weightの次元でみた時、関係式の強弱をこの次元の大

小ではかることができる。かなり高いweightのところまの実験結果により、つ
ぎの事実が予想される。

Co司ecture　1．2．　（1）A880c↑αZo”e～α毒《onのみによって、4πの次元は上か

　　　　ら輪で評価される。
　　（2）Rβgulα磁εd　doμbl¢8九鋼e　relα£40nのみによっ℃4nの次元は上からdn

　　　で評価される。

　従って、ここで考えているrelationは二つともすべてのrelationを与えてい
ると予想されるが、ここでの結果を換言すれば、a8sociator　relationのみを考

えさえすればdouble　shu葺ule　relatiODから得られる新しい関係式は何もない、

ということになる。

　　　　　2．DRIMBLD　Ass◎C鎮TORとAss◎CIATOR　RELATION

　多重ゼータ値の関係式を記述するのにそのgenerati㎎㎞ctionともいえる
Drinfeld　a8sociatorを使うのが有用であるので、その復習をしよう。μDR＝

Q（〈eo，e1＞＞をeo＝盈㈱o，　e1＝Re81で生成される非可換巾級数環とする。こ

れにはeo，e1で生成される、　augmentation　ide砿と呼ばれる、両側イデアル∬

およびその巾による位相が入り、この位相に関して完備である。以下、完備化

されたテンソル積を単に況日況＝μDR⑧QC書くことにする。ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　虚　　　　d¢
　　　　　　　　　　　　　ω＝e。7＋e1口

を題是v垣uedの1《b巫として、　P1－｛0，1，◎o｝の2点p，　g及びρ淳を結ぶ

path　7に対して、　iterated　integra1

　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ　も　　　　

（2、1）　　　　∠《
を同様に定義する。ここで1formの値の積としては祝8Rの積を用いた（2．1）

は題Rのπ次の斉次の元となるので、

　　　　　　　・xρ（1ω）司＋㍗＋∠〔1一ω＋…

は］ソ8盈の元としてw岨de6nedである。またこれはp8thの合成に関して乗
法的である。すなわちρ，4および4，rを結ぶpathδ，マに対してexp（Lδω）＝

exp（∫，ω）・exp（ムω）となる。これは基点p，　qが一致している場合には基本群

の群環の準同型の言葉でいえる。一致していない場合にも一般的に考えたいの

でgroupoidの記述法を導入することにする。群から群環を作ったのと同じ仕
方でgoupoidのQ・・線型結合をとると、環のようなものができる。ただしαの

始点とbの終点が一致している時のみ、その積αbが定義できる。このような代

数体系をε㎏ebroidとよぶ。すなわち、集合5上の垣gebroidμとはρ，　g∈θ
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でindex付けされたベクトル空間仏．ロの族とその上の結合法則、分配法則を
満たす算法の族況q，．×％，g→偽，。であって、次の条件を満たすものである。

（1）環偽，ρは単位元をもつ。（2）～㌔，¢は環μ』，4上の左加群とみてr徽klfree

moduleである。集合81，S2、写像∫：51→32及び51，82上のalgebroid
μ1μ2が与えられた時、∫上のhomomorphismψ：μ1→μ2とは1ineaエmap
ψ踊：μ1，鯛→％，∫（p），∫㈲の族で、μ1，碗のそれぞれの積構造とcomρat湿eと

なるものの事である。

　空間Xからそのfundamental　groupoid（二つの点p，4を結ぶpathのhom（卜

祐py類からできるgroup◎id）をとってそこからつくられたalgebroidをXの
fundamental　aユgebr（》idという。これにはde　Rham　rela匂a口onとHodge　rea戊一

izationがある。そして、それらのalgebroidはitereated　integra1を用いて比較
することができる。Q［π1（PL｛o，1，◎◎｝，ρ，9）1およびそのaugmentation　idea1

による完備化μβ＝Q｛π1（PL｛o，1，◎ρ｝，ρ，9）rは集合P1・一｛◎，1，00｝上の

垣gebroidとなる。またμ8をそのCへの完備化テンソル積とすると、

　　　　　　　　　　　　　昭→　昭R
　　　　　　　　　　　　　7H・xp万ω

は砿gebroidの同型を引き起こす。

　さてDτi蛎ld　a§60ciatoτを特殊なpathおよびその極限をとるという操作に

より定義する。‡，％を十分小さい実数として毒と1～％を結ぶpath｛¢，1－ul
を考える。

Proposition　2．1．次の極限が存在する。

　　　ΦD細酷。exρ（一10gμe1）碑、司〔1⑭）

　上の極限をDrinfeld　as＄ociatorという。　Drin飽ld　associatorにおける
e6ゾ1ε1¢；覧一1－1e1＿eき1～1e1の係数はζ（兎1，＿，たπ）で与えられることがわか

る。また一般にe1出始まるか、あるいはe◎で終るword　w＝・ω1ω2．＿祖％

についても松ω、εψ、…εWの係数はweightがηの多重ゼータ値で表される
ことが知られている。これはDrinfeld　a8s◎cia緬rΦDRがgroup　likeであり、
ΦDR（e1，0）＝1であることから導かれる事実である。

　この極限操作は、～般的な定義はここでは与えないが、tangential　b鵬e　point

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　ひゆを使い定式化される。つまり0，1に無限に近いbase　points　O1，10が定まり、その

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　ロづ点を結ぶP・thのh・m・t・py類の集合をP・‡九輌一P酬P1－｛0，1，。・｝，01，・0）

とおくと・そのQ上の一次結合のある劔tratio遼による完備化をQ｛lpα£九61，i6‖

と書くと・上の極限操作はQl｛PΩ仇6i，i611のC上の完備化テンソル積からμ召R

への同型

　　　　　　　　　　　Q｛｛P・£九苗，苗‖⑧QC→昭R

を導く。そしてこの同型における｛0，11の像がD斑血1d　associatoτである。

　Drinf已ld卵sociatorΦDRの満たすrelationについて述べよう。

　　（1）ΦDRの定義とiterated　iロtegra1の乗法性から

　　　　　　　ΦDR（eo，0）＝1，ΦDR（e1，eo）＝Φz）児（巴o，e1）－1
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夏）◎uble　8hu懸e　7elatio泊

　　　がわかる。
　（2）iterated　integra工に関するshu侃e　relationを書き直せば、

　　　　　　　△（ΦDR（eo，e1））＝ΦDR（e1，eo）⑧ΦDR（e1，eo）

　　　を得る。ここで△は△（e《）＝：e元⑧1◇1⑭e《（乞＝◎，1）なる環準同型

　　　μ8R→μ8R⑧μ8Rである。言い換えればΦDRがgroup　like　element
　　　であるという事である。
　（3）P1－｛0，1，◎o｝のなかの上半平面のみを通り0，1，∞の近くをまわるpath

　　　が可縮であることから来る関係式。（これは6項関係式と呼ばれる。）

　　　　　ΦDR（・。。，・。）・き…ΦDR（・、，・。。）・き・＠DR（・。，・、）・4・・＝1

　（4）5項関係式と呼ばれる関係式。これを述べるためにはrational　curve
　　　上の異なる5点のmoduli　sp㏄eル｛o，5、そのstable　compacti6cation

　　　であるルfo，5、およびP1－｛O，1，◎o｝をMo，§のb◇uロda汀のtubler

　　　neighbo甑ho◎dへ埋め込むことを考察しなくてはならない。　B◎uロdary

　　　雇一ルfo，5は10個のP1と同型なirreducible　componentからなり、
　　　それぞれのcomponentは5点をρ1，＿，p5としたとき、　pる＝pゴとなる

　　　点の配置からなる。対応するcomponentを1‘」と書くことにする。いま

　　　ルlo，5のR－Wued　p◎i口tルfo，5｛R）のひとつのco脇ected　c◎mpone雄P

　　　をとると、Pのb◎und碇yは5つのboundary　comp◇ne滋に含まれる。
　　　　このboundary　componentは｛1，．．．，5｝のひとつのcyclic　orderingを

　　　定める。これに対してPL｛0，1，◎◎｝“in丘nitesimal’，な埋め込みが5

　　　つ定まる。たとえば脇がboundaxy　componentのひとつであるとす
　　　ると、P1－｛◎，1，0◎｝を鳴の加bleme輌bo碇hoodに埋め込むことに

　　　よりf皿d雛1ent垣垣gebro沽の準同型

　　　　　　　　　q［Pα‡んβ（鳴）】1→Q｛【Pα£九β（ル｛o，5）U

　　　が誘導される。de　Rham　fundamenta1砿gebroidについてもin6nitesi－

　　　mahnclusめnが同様の準同型を誘導する。

　　　　　　　Q＜＜eo，e1＞＞→〃）R〈ノレ｛o．5）＝Q＜＜e‘豆＞＞1≦×岱5

　　　　ここでμDR（ルfo，4）は鞠＝ej4（1≦kj≦5）で生成される完備な非

　　　可換環で、それらの間の関係式はleり＋eパ，e副＝0（‘，ゴ，んは全て異な

　　　　る）で与えられる。

　　　　　この，＞i㎡n輌te§ima1祖clus輌oピ季とc◇mρarizo茸mapのcompatib坊七y

　　　からくるrelationが5項関係式である。例えばcycUc　ordering（1，2，3，4，5）

　　　に対するrelationは

　ΦDR（e23，e12）ΦDR（e51，e45）ΦDR（e34，e23）ΦDR（e・2，e51）ΦDR（e45，e34）＝1

　　　である。

Definition　2．2．　Z48Rの1で始まる元Φ＝Φ（eo，eo）がr力～ωのrelα‡ioη

を満すとき、Φをα330C鋤orという。

　（1）～（4）はΦの係数に関するどelatio狂とみなせる。このτe1頭◎aをass◎dat◎r

relaもionという。　Ass◎ci痴rをΦ＝Σwニ（uま，＿，ψ。）Cweψ、…鞠覧と表すとき、一

4



寺杣友秀

般のwの係数cwはeoで始まりε1で終るwordの係数のQ－linear　combination
で書かれることが（1），（2）の関係式からわかる。

　Asso¢輌at◇rの集合をalgebWdの言葉で言い替えることができる。いまP1－
｛0，1，00｝，ル〔o，5のin丘nitesimal　ba8e　poi抽の集合をlPL｛0，1，◎◎｝1，｛Mo，51

とする。例えば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　トト　　　ロレ　　　　　　や　　　　ぽゆ　　　　づ
　　　　　　　lP1－｛0，1，0◎｝1＝｛1◎，◎1，1◎o，　oc　1，◎oc，◎cO｝

である。＊＝DR，βとしてin丘nitesimal　inclusionに対して

　　　　　　　　　　　　　乙4＊（1茎ハ）→乙イ＊（M｛），5）

がそれぞれ定義される。

Proρosition　2．3．．4350ciα‡orを与えることと、二つのcomρ碗斑n　mαρと呼

ばれる吻θ6ro掘の同型

　　　　　　c4：Z48（P1－｛◎，1，◎o｝）→昭R（P1－｛◎，1，00｝）

　　　　　　・，・据（ル蒙o，5）→昭R（仇，）

で以下の条件を満すものを与えることは同値である。

　　（1）硲はαμgmeπ勧‘o物とcomρα£ib↓eな王10ρ∫αZg¢bmの同型である。

　　（2）m輌旋8‘mα’6α8eρoin‡の近くのIo皿I　moηodmmy　e輌はcomρα励↓e

　　（3）〔庇R加m，8e協のそれぞれに関するノ励碗ぽπ減4πcl顧io九に関し

　　　　て¢om坪髭剤e

　　（4）c4のαb創化

　　　　　　〃8（P1－｛0，1，◎◎｝）姑→L冶況（P1－｛0，1，◎o｝）αろ

　　　　で｛0，1］の像は1となる。

　粉op◇siti◇n　2．3から、　a8soc輌atoどΦが与えられるとcategoτy

　　　　γ・・Q⑧y。。cγ・CQニ｛（γ8，γ゜尺，c㎝ρ）1

　　　　　　　　　　　　　　γ8，γDRはQ上のベクトル空間，

　　　　　　　　　　　　　　comρ：γβ㊦C＝γDR⑧Cは同型｝

内のalgebroid　obj㏄‡μ（PL｛◎，1，00｝），μ（ルfo，5）およびi㎡垣te8imal祖ciu・

s沁nに対するalgebroid間の写像が定まることが結論される。

　　　　　　　3．REGuLARIzED　Dou肌E　sHuFFLE砲LATION

　iterated　integralに関するshu田e　relationを用いると二つの多重ゼータ値の

積が多重ゼータ値のQ沮琉ar◎omb㎞ationに表されることを述べた。例えば、

（3．1）　　　　　　　　　　　　　　　く（2）ζ（2）c＝4ζ（1，3）十2ζ（2，2）

113
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£》＜》ub垂e　shu鐸］eτe茎8ぴ◎泊

というような関係式がある。一方ζ（2）の級数展開を使うと

（鋤　　　　く（2）・ζ（2）＝Σ嘉・Σ嘉

　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　ゆ

　　　　　　　　　　　　　　一2Σ▲＋Σ±

　　　　　　　　　　　　　　　れく　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　＝2ζ（2，2）十ζ（4）

となり、等式（3．1）と（32）より

（3．3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4ζ（1，3）＝ζ（4）

なる関係式が得られる。このタイプの関係式をdouble　shu田e　relationという。

double　shu伍e　relationにより、たくさんの関係式が得られるが、このままでは

予想される関係式の全てが得られるわけではない。double　shu田e　relationは

ζ（1）のような発散級数に拡張することによりregular緬d　doubζe　s麺銀eどeW江

という関係式に拡張される。これまでの実験結果によると、regularized　double

shu品e　relationは全てのrelatioロを尽していると予想される。発散級数に拡張

するのには次のZagier，　Boutet　de　Monvelの定理を使う。

Pオopos垣on　3．1（Zagier，　Boutet　de　Mo斯el）．実数列｛吋う＝1，2，＿から得ら

れる二つの級数に対して、次の二つの近似式が満たされているとする。

　　（1）あるε＞0に対して、Σ錐1α∈P（10gN＋句＋0（1V一ε）∫br　IV→o◎

　　　をみたす多項式Pが存在する。
　　（2）あるε＞0に対して、Σ窪1侮♂＝Q（－log（1一エ））＋0（（1一の）り∫or

　　　エ→ユをみたす多項式Qが存在する。

このとき上の性質を満すP（T），Q㈲は一意に定まり、ρ（P（㌘））＝Q（勾となる。

ここでρ：R｛Tl→R固は

　　　　　　　　　　£ρ（丁九η！）♂一〔（1＋勉）

　　　　　　　　　　零＝｛〕

によって定まるR線型写像である。

R¢mark　3．2．　Propo8仇oη31に現れる巾級数e戸r（1＋∋は

　　　　　　　　　…r〈1＋％）一・xp〈Σ（－1）・禦め

　　　　　　　　　　　　　　　　　　輌＝2

となることから各係数が多重ゼータ値のQ孫数の一次結合で表されている。

　ん1，た2，．．．，輪を1以上の整数としてk＝（ん1，，。．，瓦n）とする。数列｛α（k）仇｝m

を

　　　　　　　　嚇一＿怠＿韓≒．庸

と定義すると、これにProposition　3．1が適応できることがわかる。ここで

　　　　　　　ぴ（k）一曇職一蕊望ヰ÷瞭
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と定義すると（3．2）の変形と同様にして

（3・4）　　　ζN（k）・くN（k’）一Σ・‖：L’ζN（k”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k”

と書かれる。ここで罐：L，は和をとるべき数の大小関係の組み合わせから得ら

れる非負整数である。（はじめの例で言えば、c6，2＝1，cll》2）＝2である。）

Pmpo§itioロ3．1によってζN（k）は1◇g」V＋マの多項式職（1◇g　2V◇7）で近似さ

れる。関係式（3．4）から多項式昔（T）に対して

　　　　　　　　　　具（T）・＆’（T）一Σ・‖：L’職〃（T）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k”
なる関係式を得る。一方、同じ数列｛α（k）身に対して（2）の近似関数を作ると

　　　　　　　　　　　　　　　κn－1　　　　　　　んπ＿1－1

　　　　　　曇輌イ拒告・拒鑑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　柄一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4£　　d診d£

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£　　f1－¢

となり、これを近似する関数Qk（－1◇g（1一エ））はDパ漉ld　assodatorΦを用
いるとexp（log（1－¢）e1）Φ（eo，¢1）におけるefn　1eo…ef1－1eoの係数の（－1）π

倍で与えられる、＆（T）とQk街がPmρ磁t輌on　3．1の対応で与えられる事か
らregularized　double　shu田e　relationが与えられる。

　このオegul鍍ized　double　shu鎧e　relat輌o泊のRac輌臼etによる定式化を与える。

Drinfeld　associatorΦDRをΦ∬）R（eo，e1）＝1＋ψ1e1十ψoeoと表し、ΦDR，γ＝

1幸ψ1e1と定義する。このとき擁＝一εを1ε1（‘＝1，2，＿）とおくと

　　　　　　ΦDR，Y∈Q十c＜＜eo，e1＞＞e1＝γレ＝c＜＜y1，y2，＿＞＞

となる。

De6nition　3．3（Ham瀕ic◎oρrod碇t）．施mlo酩c　cρprodM△，なる環準同型

　　　　　　　　　　　　　△＊：ンv→γレ⑧ンv

を△（yの＝Σ：oy‘⑧仇＿‘によって定義する。ここでyo＝1と定義する。

Pmposition　3．4（Ra£inet）．Φ芸昆γ＝Φ芸£，y．（y1，y2，＿）を

　　　　　　　　　　　Φ磯，γ＝（♂禦丁σ＋ω）－1Φγ

で定義する。このとき

　　　　　　　　　　　△＊（Φ微γ）＝Φ芸s，γ⑧Φ歪題，γ

が成立する。

　上のAationをharmon輌c　shu田e　relaもi◎ロという。このh訂mo垣c§h㎡貼

relationとiterated　integralのshu田e　relationをあわせるて得られる関係式が

d◎uble　8hu組eΣelat沁Dである。

115
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　　　　　　　　　　　　　4．MAIN　THEoREM

　これまで二つの多重ゼータ値に関する関係式を述べてきた。ひとつはassoci－

ator　relationでもうひとつはharmonic　shu田e　relationである。両方とも多重

ゼータ値のgenerating　functionであるDrin回d　associatorΦDRに関する式と

してあらわされる。この報告で述べたいことは勝手なa8sociatorΦがharmonic
shu田e　relationを満す、ということである。ひとつ特筆すべき点は、　harmonic

shufHe　relationにはr’b）＝e勺ur（1十μ）なるf㏄torが現れる事である。この

factorも与えられたassociatorΦに準じておきかえなければならない。どうお

きかえるべきか、という指針を与えるために、r’（u）はDrinfeld　a8sociatorか

らどう復元されるかを述べておこう。

　　（1）前のsectionで定義したΦDR，γを使うと、Φ1）凡γのμぎRμb＝Cl［eo，ε1】】

　　　　におけるimageは（r’（eo）・r’（e1））／r’（eo＋e1）となる。（これはbeta

　　　関数の類似物である。）
　　（2）r’（μ）は1から始まる巾級数でe1，eoに関する1次の項の係数は0で
　　　　ある。

（1），（2）をみたす関数としてr’（ω）はuniqueに定まる。

　一般にAssociator

　　　　　　　　　　Φ＝1十ψoeo十1ρ1e1∈C＜＜eo，　e1＞＞

に対して、Φγ＝1＋ψ1e1とおく。このとき前にも注意したようにΦY∈
C＜＜y1，y2，＿＞＞である。

Theorem　4．1．Φ9をΦYのμぎRμb＝Clleo，e1】】における像とする。このと

き次の二っが成り立つ様なr5（u）がμmgueに存在する。

　　（1）

　　　　　　　　　　　　Φ9－「讐誌告）

　　（2）

　　　　　　　　　　　　　r5（μ）≡1m・d∫2

　実はこの定理はmotivicな意味で証明できる。　Galois　versionに関する同様

の定理は伊原康隆氏によっても得られていることを注意しておく。

Theorem　4．2（Main　Theorem）．　r叙μ）をTんeo邪em　4．1で与えられた巾級数

とする。Φ㌻9＝r叙y1）－1ΦYとおくと、

　　　　　　　　　　　　△．（Φ㌻9）＝Φ窒9⑧Φ㌻9

が成り立っ。

　この定理によれば、a8sociatorはhaエmonic　shu田e　relationをみたす、とい

うわけで、group　like　elementであることがassociatorの条件の一部であるこ

とを考えれば、double　shu田e　relationをみたす、ということになる。一例を上

げれば、任意のassociatorΦに対して

　　　　　　Φ（eo，e1）＝…＋COOO1ε8ε1＋・’・＋COOlle言e…＋…

とすると、4（④11＝cooo1などの式が成り立っということである。（Dr泌eld
associatorの場合はcoo11＝ζ（1，3），句oo1＝ζ（4）であったことと、（3．3）を比較

せよ。）

8
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　　　　　　　　　　　　　5．定理の証明

　Associatorが与えられるとル1＝γecQ×γ¢cc　VecQにおけるalgebroid
◎bl㏄tsμ（P1－｛◎，1，00｝），μ（ルfo，5）および滅姦磁tesimal　inc▲usionから誘導さ

れるalgebroidのholnomorph垣msが定義できた。　Mはabe1圏であるのみなら
ずt飽s◎r積、i皿ter　homomorph▲smなどが定義されているりna1㎜鋤圏をなして
いる。とくにその6ber　functorとして、（γβ，γDR，α㎜p）に対してγ8（γDR）

を対応させるもの、すなわちBetti（de　Rham）rea臨就ionがある。これらをも
とに、｛Ugebroid上の加群、すなわちMのμ（P1－｛0，1，◎o｝）－module　object

の概念が定義される。さらに、algebτoid◎bj㏄tのh◎m◎morp垣sm　Z41→μ2
およびμ1－moduleヂに対してhigher　dir㏄t　imageに対応する、　algebroidの

rela毒ive　c◎hOmo1◎gyが定義される。これらは単に群のc◎homol◎gyをMの中

で書換えたものである。さらに少し微妙な点を含んでいるが、定義されるもの
として、c◎酪tmcti垣e§heaf，ρerve路e　sheaf，　v蹴ishi丑g　cycleがある。これらの

概念を組合せてmultipUcative　convolutionが定義される。　categoryル1の中で

構成しなくてはならない、という点を除いてはすべておなじみのf皿ct◎rなの
で、これらの操作は出来ているものと仮定して、multipUcative　convolutionを

定義しよう。

　方針を述べよう。まずこれはabe1圏の二つのobj㏄tル｛1，　M2にたいして
b鐵neaこな㎞ctoτM1＊ル｛2、およびeoproduetが現れるような6ber　fwct◎∫が

欲しい。そこで、Zagier，Boutet　de　Movelの定理から想像される様に、　Fourier

tτ雄董bm1使うとよさそうだが、　te孤oτ積と交換するようにするためにはv級一

ishing　cycleをとる操作を考える。さらにこれがnber　functorとしてweU　de丘ned

となるようにするために、perveぎse　sheafのcategoryをすこしmod方するこ
とを考える。これらの構成法をルfo，5とルfo，4＝PL｛0，1，00｝のgeometryの

みを使って構成する事を考える。

Observation　5．1．△＝｛司レ1＜1｝を単位円板、△＊＝△一｛0｝とする。

△上のρewer8e　8九αザで△＊上8moo仇なもののなすcα¢¢goryは次のような

4α加からなる4つ組（罵Wα，β）のなす孤吻o卿とegμ加le励である。

　　（1）γはπ1（△＊）が作用するQ－〃ec諺or　5ραc¢，

　　（2）wはQ－uec£or　5ραce

　　（3）α：γ→W，β：w→γ（1）はそれぞれQ必ηoαrmαρでβ。αは
　　　e＝log（ρ）の作用と一致している。

　この圏同値はρemer8e　5九αザアに対して（ψ（ア），φ（ア），πα¢，uαr）を対応させ

ることにより得られる。ここでψ（ヂ），φ（ヂ）はそれぞれアのη孤r吻cycξe，

uαη励加gcyc↓eで次の三角形図式から定義される。

　　　　　　　　《＊（∫）　一→　　　Rう＊ゴ。ゴ＊（ア）＝ψ（ヂ）

　　　　　　　　　　＼　　　　／
　　　　　　　　　　　　φ（ヂ）

ここで」はμ蜘er・αI　cou鵠ηgδ＊→△＊と0ρen　embα14飢g△＊→△の合成

である。πα‡やuαアも自然に定義される。

　さてAをGm＝C×上のρewerse§heafで1を除いて§moo仇でありPL
｛0，1，◎◎｝への制限がu1卯otent　monodoryをもつlocaJ　systemとなるもののな

すcategozyとする。∫ξぷに対して、φ1（ヂ）で∫の1でのv皿ish迦cycleを

117
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表す。Aにequivalenceを入れ、　quotient　category．4を構成する。．4の二っの

object∫〕，万が与えられたとき、その間の射∫：ヂi→万がequivalentであ
ることを∫がinduceする写像φ（∫）：φ（万）→φ（万）が同型となることにより

定義する。このequivalence　relationによるquoti孤t　categoryを．4と書く。

　　　　　　　　　　　●Proposition　5．2．　Wを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　w＝QΦQ｛｛π1（P1－｛◎，ヱ，ooあ1◎）目e1

によって定義する。このときcα均o理スはW覗o翻eの圏と局値である。

　この圏同値は次の様にして与えられる。まずAは次の4つ組（γ，w，α，β）の

圏と同値である。

　（1）γはQ【［π1（P1－｛o，1，00｝）ll－module．

　（2）WはQ－vector　8pace．

　（3）α：γ→W，β：W・→γ（1）はQ－unear　mapでβ。αはe1の㏄tionと

　　　一致する。

Aのobj㏄t∫＝（玩W，α，β）に対してW－module　F（ア）を次の様に定義する。ま

ず皿de遠yi丑g　vect◇蒲paceとしてはWをとる。その上のW－aet輌onを祖∈W，

ん十泌1∈Wに対して

　　　　　　　　　（希十ωε1）（ω）＝たω＋（α。μ・β（切）

と定義する。定義によりfunctor　F：A→（γ匹alg）はF：．4→（W－alg）な

るfunctorを引き起こす。そして、実際Fが圏同値であることが確かめられる。
　さてmultipUcative　convolutionを定義しよう。rational　curveの5点p1，＿，ρ5

のうちp‘を忘れることによりpr輌：砿→P1なるprojectionが得られる。
134は3つのprojectionπ1，pr2，ρr5の6berに含まれる。ル｛05，34を厩を

134でblow　downしたものとするとρ㌘1，ρア2，ρr5はMo，δβ4→P1なる写像を

引き起こす。ルfδ，4＝Gmと定義し、

　　　　　　　Mδ5＝所1（Gm）～砺1（Gm）∩鰐1（Gm）

と定義すると次のdiagr㎜が得られる。

　　　　　　　　　Mδ，、㌍　Mδ，、畑Mδ，、

　　　　　　　　　　　　　　ρ・5↓

　　　　　　　　　　　　　　　ル1δ，4

万，万をメのobjectとしてAのobject∫i＊万を

　　　　　　　　万＊ろゴ？｛o〈R餌5＊（ρアtチ〉⑧μ・；万））

によって定義する。これを表とろのmu垣p1輌ca爪e　coぷolut輌o塗という。

Proposmon　5．3．ヂ1＊」らのAでの類はヂi，」らのλでの類のみによる。し
たがってmu臨p∬Cα伽¢CO卿〇九‘拓πはメ×．4→メなるb‘Z仇αぽな声πC‡or＊

を定める。これもmμ1吻舵α励ecO励olμ舌‘0ηという。

　ここまでの定義がきちんとされているとプi＝（γi，隅，α1，β1），万＝（巧，防ろ，助，似）

のmultiplicative　convolutionが（categoryル｛のなかで）計算される。ヂ1＊」ら＝

（陥，賄，α3，β3）と書くと、

　　　　　　　　　W8＝B⑱（）【e18｝1，1⑧ε11（W1⑧脇）

10
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となることが計算からわかる。ここでBはqε1⑧1，1⑧ell上rank　1のm◎duIe

となる。categoryルf内でもBは計算する事ができ、そのcomparizon　mapに
はΦ勢が出てくる。（これはDrinfeld　a8sociatorの場合は本質的にBeta関数で

ある。）賄へのWのa¢t輌◎nをもとの卑，呪へのWのacti◇nで書く事をde
Rham　reahzationで行うと、　harmonic　coproductを与えていることがわかる。

最後にharmonic　shu田e　relationを証明するために、これらをもとにM内に幾
つかの◎bject、幾つかのmorρhi§mを構成する。そして、それらのcompa虚◎丑

mapを比較することにより、Ma㎞Theoremを得る。
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