
Mixed　twistor　structureとharmonic　bundleについて

大阪市立大学数学教室・望月拓郎

0．1　初めに

城崎での代数幾何学シンポジウム講演の報告をします．研究の背景・目標などの説明に重点を
置きます．筆者自身による研究のより詳しい内容は間，｛51を御覧下さい．（ただし｛4｝はもう古
いです．）

1　111tでoducti◎n

1．1SimpsonのMeta．Theorem
研究の原理は，要約すると次のようになります．

Principle　1．1（Simpson，s　Meta．Theorem）m班4∬04ge　3‡ruc‡μr¢の理論はm舵4鋤8£or

8励cオαπの理論に一般化されるはずである．

　Simpson自身は次のように述べています．（｛91参照）

Meta．Th¢orem加λeωoπお‘㎞雄田odge　8励c伽e”rπ5ρ．‘旬翻α伽πo∫m鋤4170dge　5励c一

加π”ノ醐eπ〆ぴCε4畑‡ゐε初0悟‘犠緬ed畑城or　3£WCξ包ピ6厄ρ．‘旬功襯頒o『m紅e由吻£or

診Wc伍πつ加抗εゐ女脚坑ε8ε3雄4εθπε～蜘o痴㎡o閲♂ゐεo鰐m仇飽49ε；ゐeo瑠，♂ゐ㈱硫εo輪幅

αε7W　3鋤¢me励．批eρmOゾ0ゾε九eπe1〃8‡α舌emε励ω↑」↓beαηα～090仰‡0‘九e伽0∫0μ九εol4

8£α£emeη¢．

　Met合職eoremとして述べられていますが，それ自身の証明が意図されているわけではない
ので，以下では研究の目標を示す原理とみなすことにします．また，variation　of　tw垣tor　structure

（harmonic　bundle）の研究ではvariati皿of　Hodgeの場合の証明をそのまま翻訳するわけにはい

かない部分もあります、これについては後で触れたいと思います．

1．2　問題（HodgeからTwistorへ）

SimρsonのMet各The◎remから生じる問題で筆者が興味を持っているのは，大雑把にいうと次
の対応を完成することです．（Twistor　stmctureの定義は2．1節を参照．　harmonic　bundleの定義

は3．1節を参照．）

98

代数幾何学シンポジウム記録

2003年度   pp.98-108

1



Hodge　　　　　　　　　　　　　　　Tw捻tor

噺還e　H・dg・・t・・・…e－Tw』・u・・…

L・・垣・y…mP・1挺i・ed　i・・i・n＿趨㌶蒜n
上の構造　翻◇dge瓶c≧　　。f・wi，・。，8・，u。、。，e）

恥
霊慧㎡（Hodge　moduleby　Morihiko　Saito）ム璽i灘畑？

　Variation　of　Polarized　Hodge　8tructuresとharmonic　bundleの類似をより深く理解するた

めに，S泣戸◇nは図のt砲拓ntruct碇eとwiati◎n　ofρ◎Wized　tw滋◎r　sも妥uc旭斑を導入しまし

た．この対応をより精密にし，Hodgeについて知られていることをTwistorの場合に示すことが
目標となります．これは‘Hodge’が比較的狭いのに対して，‘Twistor’がかなり広い範囲のもの

を含むと考えられているので，非常に意義のあることだと考えます．また，問題としてそれほど
自明ではありません，たとえば，Polarized　variation　of　Hodge　structuresについては以前から非

常に詳しく調べられているのですが，そこで知られている証明をP◎1a泣ed　var輌ati◎n◎f　tw輌st◎τ

structuresの場合にそのまま安直に翻訳して適用できるかというと，必ずしもそうはいきません．

　さらに，SimpsonのMeta－TheoremによればHodgeの話はTw楓orの話に拡張されるはずで
すから，M◎曲輌ko　S雄◎によるH◎dge　m◎duleの理論を拡張することが自然な問題となります．

この方向ではSabbahによる仕事があります．すなわち，Sabbahは“pure　twistoLO－module”と

いうものを導入し，Hard　Le‘schez　Theoremやdecompositi皿theoremなどの望ましい性質を持

つことを示しました．

2　Mixed　Twistor　struct碇e

2．1Mixed　twistor　structureの定義

以下では，P1の3点0，1，00は固定しておく，

1）e6】臓銃io】【12．1

（Pure　twistor　structure）P1上のuεcεor　b顕41eγがOp、（n）の直和と同型の時，γは興π

　　£初観or5毒wcε御e　o百〃e‘9尼nと呼ばれる．

（Mixed　twi3tor　stmcture）（肌W）をP1上のβ～伽e4　u¢c伽bμ頑eとする．各nについて，
　　Gr7（V）カまρU7℃加嘘8♂0ゲ〔プ祖擁9九£η｝の時，σろW）は7硫εd勧観or　8励c‡urεと呼ばれる．

Remark　2．1　P1上のuεcZor　b顕41¢Vが与えられると，点1∈P1上のβberソ1という雄オ解

5ραceが得られます．この時，γを怖上の情造’とみなせます．この意味で，　m雄れω観or
5励c加reはび¢c舌or　8ραce上の‘構造’とみなされます．
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2．2　Hodge　structureとの比較

2．2．1　Twistor　structureとHodge　structureの対応（標語的に）

Mixed　twistor　structureはMixed　Hodge　structureの下部にある構造としてSimpsonによって

導入されました．その関係は標語的に言うと次のようになります．

　　　　　　　　Hodge　stmcture・＝TwistoΣstructure－←Torus　action・

　C申＝C－｛§｝は自然にP1に作用します，皿xed　tw楓◇r　sもwc搬re（鷲W）はP1上の琉在ば

ve¢㍍b撚dleでしたから，ぴ一作用の持ち上げを考えることができます．ですから，上の等式は

equiv翻a滋】磁xed　tw減◎r　stmctuΣeと磁xed　H◎dge　st斑ctureカζ対応する，ということを言って

います．

　この対応は丘ltered　vector　bundle｝こ対するR㏄s　bundleを考えることで与えられました．　Pure

の場合に，この対応をもう少し詳しく見ておくために，complex　Hodge　stmctureの定義を思い

出しておきましょう．

De∬nition　2．2（complex　pure　Hodge　stmcture）HをC上のuec¢or　3ραce，　F，　Gを∬の

4ecreα3ing∫i伽α¢ioηとする．次の条件が満たされる時，（∬，　F，　G）はpure　lfo4ge　5¢九Cεure　o∫

雄匁撹nと呼ばれた，

　◆亙はC上のベクトル空間

　●F，GはH上のdεc邪e翻ηg∬撤頭脇であって，η一θ解oθ㎡πε33　cθ％4磁owを満たす．すな

　　わち，

　　　　　　　　　　　H一㊥H鈎q，F⊆㊥H四，　G仁㊥拠
　　　　　　　　　　　　　外9＃7じ　　　　　　　　　　ρ≧輌　　　　　　　　　　q≧」

2．2．2　Hodge　structureから1Dquivariant　twistor　structureを得る構成（Rees　bundl⑧）

Pure　Hodge　structureからPure　twistor　stmctureは次の手順で得られます．混乱を避けるため

に，複素平面Spec　C｛λ1をCλであらわすことにします．

t｛㌶・蒜羅毘｝ξ嶽鰍こ1駕嘉ぽ慧㌶㍑漂悶蔭欝霞㌃謹昆

用は』f⑧Oc1に自然に持ち上げられます．

2．．Fをベクトル空間Hのdecrea8ing　61trationとします．この時，　H【λ，λ一11のsubmoduleが次

のように与えられます．
　　　　　　　　　　　　　　Σqλ】・λ一’・F’⊂珂λ，λ　11・

　　　　　　　　　　　　　　　カ
これはqλ1上有限生成でtor8▲oローfr㏄なのでCλ上のvector　bundleを与えます．このvector

bundleをξ（H，　F）であらわし，　Rce8　bundleと呼びます．これはCヌ上のv㏄tor　bundle∬⑧Oc1

のCλ上のv㏄t◎τbundleへのe卯ivariantな延長を与えます．｛0｝上の飾erにはFに付随する
艀aded　v㏄t◎蓄§pa㏄GτF（∬）カζあらわれます．

　　　　　　　　　　　　　避⑧Oc《　⊂　　ξ（∬，　F）　⊃　　（穿アバ〈万）

　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　↓　　　　↓
　　　　　　　　　　　　　　c‖　⊂　cλ　⊃　｛o｝
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言い換えれば，GrF（万）を｛0｝上の6berとして付け加えることで，　H⑭Oc∫のequivariantな延

長を与えていることになります．

3．一般に，C上のvector　space∬に二つのdecreasing　mtration　F，　Gが与えられると，GrF（∬），

GrG（H）をそれぞれ0上の6ber，　oo上の肋erとしてつけ加えることで，　P1上のequivariant　vector

buロdleξ（∬，呪θ）カ§得られます．

　2．3．の構成の例を見ておきましょう．

Example
万：＝C，Fρ＝H⊃㌣1＝Oの時，ξ（瓦F）は次のようになります．

ξ（∬，F）＝Σqλ】デ・FL　C［λトλ一ρ・Fρ＝Oc、（ρ・0）・

　　　　　偏

さらにσ9＝H⊃Gq＋1＝0だとすると，ξ（H，呪G）ニOp・（p・0＋q・oo）となります。この
equivaエiant　vector　bundleを0（ρ，0）とあらわしましょう．toru欝actionを忘れると，0（ρ＋g）に

同型になることに注意しましょう．

鵠認瓢叢雛㍑潔慧禽・℃駕洪漂綴鵜欝卿
ξ（瓦民G）一㊥悟4⑭o・・（ρ，の＝∬⑳ρ・・（抱）・

　　　　　　ρ十q＝π

すなわち，（ぴ呪G）がpure　H◎dge　structure　of　weightπの時，　Rees　bundleξ（H，呪G）はpure

tw減◎ぎof　we輌ght抱になっています、

2．2．3　Equivariant　twistor　structureからHodge　structureを得る構成

はじめにξ（私君G）⑧0（π浪）ぱξ（私FlれLG）に注意しましょう．（0（司◎）に関しては，上の

Ex㎜pleを参照．）ここで，61t臓tion　F［η】はF［π1⊆F‘一πで与えられます．また，（H，呪G）が

Hodge　structure　of　weight　mであることと，（H，　F回，G）がHodge　structure　of　weight　m＋ηで

あることの同値性もすぐにわかります．

　γをequivariant　pure　twistor　of　Oだとします．この時，　global　sectionのなすvector　sp㏄e

万o（P1，γ）とH：＝レ11（点1∈P1上の丘ber）の間には自然な同型があります．　HO（P1，γ）上には

自然にtorus　actionが誘導されるので，　weight　decompositionが得られます．これがκのHodge

decomp◎s垣◇nを与えます．そして，二つの飽rati◎n呪Gと同型V＝ξ（仏呪G）が得られます．
　γをequivariant　pure　twistor　of　weightηの時には，γ⑧0（－n，0）を考えることで，　weight　O

の場合に帰着されます．

2．2．4　Fixed　pointとしてのHodge　structure

Hodge　structureがequivariant　twistor　struc加reである，という事実はHodge　structureがtor田

acもionの叙ed　p斑tとみなされることを意味します．すなわち，‘乞w担tor全体’には自然に撤鵬

actionがはいりますが，この作用に関する不動点集合が‘Hodge全体’に対応する，と見ることが

できます．SimpsonのMet＆Theoremは不動点で成り立つことの多くが，不動点以外の点でも成

り立つことを主張している，と見ることもできます．
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2．3　Meta．Theo斑mが成り立つ例

Meta・Th⑧oremで成り立つことが期待されるのは，いわゆるweightの理論です．そのために，
Twistorの場合に基本になるのは次のよく知られた事実です．

Lemma　2・1　n＞mの時題瓶（OP・（れ），ρ・・（m））＝◎・　　　　　　　　　8

　これを用いると，例えば次のような性質がわかります．

Lemma　2．2（γ（‘），W（6））＠＝1，2）をη泌α1£ω斑orとし，ηλo力九i5η↓ノ：γ（1）一→γ（2）が澱wα．

勧πWωを保つとします．この時，∫はWωに関して8晒c£，すなわち，∫（碗1））＝∫（γω）∩碗2）

が成り立っ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Rem碇k　2．2もちろんHodgeで上の玩mmaに対応する主張が成り立つこともよく知られてい
ます．

　これはmixed　tw畑tor　structureの著しい性質です．例えば，　Lemma　2．2の∫に関して，　Im（∫）

は自動的にγ（2）のsubbundleになることや，　GrW（∫）と∫のrankの一致などがすぐに得られ
ます．

　餓賂60nつきのvector§paceで考えると，このようなことは成り立ちませんでした。61t琉i◎n

つきのcomplexを考えると，Grをとってからcohomologyをとったものと，cohomologyをとっ
てからGrをとったものは一般には同型ではなく，それらをつなぐものとして8pectral　sequence

があらわれましたが，mbζed　twi8torのcategoryではそのようなことは起こりません．標語的に

言うならば，m…xed　twistorでは，　weigh曲｝もrati◎nに関するGrをとっても，元のものとそれほど

違わない，ということがいえます．

　Simp8皿による次の定理も挙げておきます．

Tlleorem　2．1　M雄d¢瑚3εor　s£rucεμア¢のcα‡egoryはα6¢』π　　　　　　　　　　　　　　■

これはDeligneによる‘Mixed　Hodge　structureのcategoryはabelian’という定理の拡張になっ

ていて，Meもa－The◎τemが成り立つ例になっています．

3　Harmonic　bundle
Simps◎nがtwistor　stmctureを導入したのは，　harmo臓ic　bundleとpol雛ized　variation　of　Hodge

§含τロct灘田の関係をより深く理解するためでした．まずh挺愉垣e　b孤dleについて思い出してお

きます．

3．1　定義

Xをc◎mρlex　mani£◎ld，（玖∂五）をX上のh◎1◎m◎rρ垣¢vecもor　bu刀沮e，θをEの伍ggs蓋eldと

します．ここでHiggs　6eldθとは，君㎡（8）⑭Ω1・§のh◇三◎m◎Σphic　secti◎nでθ2＝◎を満たすも

のでした．

　んを（β，あ）のhermitian　metricとします．んと砺からoperator（％が～たん（u，∋＝ん（～｝Eu，　u）＋

ん（μ，砺のによって定まりました・一方，んとθからθ†がん（θ・u，の＝ん（μ，θ†・∋という条件で定

まりました．すると，Eのconnectiod》1が次の条件で与えられます．

　　　　　　　　　　　　　　　‖》1：灘∂E＋∂E＋θ＋が．
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De舳垣o総3ユ1〕1が拘毒の時，（五β昂九，θ）を旭m1θ頂¢6雛鹿と呼ぶ。

Remark　3．1上の定義で考えているmetricはpluri－haτmonic　metricと呼ばれるもので，もう

少し弱い条件を満たすものとしてharmonic　metricと呼ばれるものがあります．すなわち，　Xを

Riemannian　manifold，　rankアのLをX上の且at　bundleとします．この時Lにhermiti孤metric

九をとると，Xの滅vex皿c◎veriD9から対称空間σL（Wび｛r）への写像が得られます，（G五（ア）

の作用の分だけambig戯yがあります．）この写像がh従m◎nic　maρの時，　me垣c為はhaτm磁c
metricと呼ばれました．考えたいのはpluri－harmonic　metricの方ですから，‘harmonic　b皿dle’

よりは‘pluri－harmonic　bmdle’の方が名前として適切かもしれません．

　haエmonic　metricとpluri－harmonic　metricは別物ですが，　Xがcompact　Kahlerの時には一
致します．（Siu，　Corlette，　Simpson）

3．2　harmonic　bundleに関してよく知られている結果

標語的には，滑らかな代数多様体Xの上で次のような対応が成り立つと考えられています．

㍗）Po1◎gy　　　　　　Di裁eご銀ぴal　geometry　　　　　　Algebr瓜c　ge◎met丈y

灘蹴一h－・－d1・一艦呈欝鍋
　Xがpmjectiveの場合には，上の対応は完全に証明されていますが，　quasi　projectiveの場合

には，まだ完全にはわかっているとはいえません．

3．2．1　TopologyとDi危rential　geomLetry

Corletteによる古典的な結果によって，　Xがprojectiveめ時にはsemisimple　local　systemの研究

はharmonic　bundleの研究に帰着されます、

Theoτem　3．1（Co宮1ette）Xをρ苛ε¢勧e　m鍋⑳∫dとし，五を娩召白〆εmとする．この時，五

が5ε硫8加〆eであることとL上に幽渉ゐαmo励cm¢仇cが存在することは同値である，侮硫一

加momc　meεWつきの↓OCα15y8毒emはんαmo漉b顕dl¢と同値ですり

ここでloc瓠systemがsemisimpleとは，自然に得られるXの基本群の表現がsemi8impleである
という意味です．この結果をquasi　pr◇jecもiveの場合に拡張する研究として，」◎st－Zuoの結果が

知られています、

Tlleorem　3．2（Jost－Zuo）Xが4μα3‘♪吻ec励eの時，　Lが8em‘8‘卿1¢であれば，　L上にρ1硫，

んαmomc　me加cが存在する．

これは，Lがsem嶽mp至e　l◎cal　systemの時にL上のha孤皿ic　bundleとしての構造の存在を意
味します．

Remark　3．2逆向きのことを言うには，主張をもうすこし精密にする必要があります，

　いずれにしろ，Corlette・・Jost－Zuoの研究によって，かなり広い範囲のloc垣systemがharmonic

bundleによってとらえられることが示されています．ですから，　vari頭o鍛of　Hodgeにっいて成

り立っことをh蹴n◎垣cb皿dleに拡張する問題は非常に意義があると考えられます．
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3．2．2　Algebraic　geometryとDi丘brential　geometry

次の定理はSimpsonによって示されたHiggs　bundleの場合のKobaya8hi－Hitchin　correspondence

の一部です．

Theorem　3．3ρmec励e　m伽加1∂X上の疏g95加π41e（E，θ）が3励↓εであれば，（E，θ）のρ1μrρ

加moη乞c　me仇cんが存在する．

　これをquasi　projectiveに拡張するには，　Xのsmooth　projective　completion　Xで，　D＝X－X

がnormal　crossingになっているようなものをとり，Dにおけるparabolic　structureを考えて

stable　parabolic　Higgs　bundleに良いmetricがとれるかどうかが問題になります．しかし，　D

がsmoothの場合を除くと，結果は知られていないようです．（Dがsmoothの時には，　Simpson
（dim　X＝1）とBiquard（dim　Xは一般）によって，完全に対応がつけられたと言えます．）

3．3　Variation　of　Hodge，　variation　of　twistor，およびharmonic　bundle

SimpsonはVariation　of　pure　twistor　structures（以下，　VPTSと略記）とそのpolarizationを導

入し，weight　OのVPTSがharmonic　bundleに対応することを洞察しました．（weightは適当

にずらせるので，VPTSがharmonic　bundleに対応すると言えます．）VPTSの定義，　harmonic
bundleとの対応について，ここでは詳しく述べず（［91，【5】を参照），次の注意を述べるにとどめ
ます．

Remark　3．3　EをX上の0°°－bundleとし，π：X×P1－→Xをprojectionとし，　pull　b㏄k
π一1 （E）を考えます．各点P∈Xに対して，ズ1（P）＝｛P｝×P1へのπ一1（E）の制限はtrivial
b皿dle　Elp×Op1に自然に同型であり，特にpure　twistor　of　weight　Oです．つまり，π一1（E）を

｛π一1（E）1一、（p）IP∈X｝とみると，これはpure　tw域or　of　weight　Oの0°°・・f㎜ilyを与えている

ことになります．

　Eにさらにholomorphic　structure∂E，　hermitian　metricんとHiggs　6eldθが与えられて
harmonic　b皿dleになっていると，π一1（E）にあるdi価erential　operator　Dが与えられ，‘polarized

variation　of　pure　twistor　structures’になります．このように，　X上のvariation　of　pure　twistor

structuresを考える時はX×P1上のvector　b皿dleやoperatorを考えることに注意します．

4　漸近挙動の研究の方針

4．1　目標と困難

既に述べたように，Variation　of　polarized　Hodge　structures（以下VPHS）で成り立っことを

harmonic　bundleの場合に示すというのが，研究の一つの目標になります．特に，　VPHSの漸近

挙動についてのCattani－Kaplan－SchmidやKashiwara－Kawaiの研究をharmonic　bundleの場合

に拡張することは非常に重要な問題であると考えます．

　しかし，彼等の議論をharmonicの場合にそのまま適用しようとしてもうまくいきません．理

由を二つ挙げておきます．

a．Hodgeの場合にはSdlmidによるnilpotent　orbit　theoremがあり，variation　of　Hodgeの
asymptotic　behaviourの研究はnilpotent　orbitのasymptotic　behaviourの研究に（ある意味で）

帰着されました．そして，これがその後の研究の出発点になりました．一方，harmonicの場合に
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はnilpotent　orbit　theoremをどう定式化すれば良いかもそれほど明らかではありません．（筆者

は知りません．）

Remark　4．1　harmonic　b皿dleのasymptotic　behaviourについては，かなりよく理解できるよ
うになったと思っているのでharmonic　bundleの場合のnilpotent　orbi“heoremが必要だと考

えているわけではありません．

b．また，一般にはHi認s　6eldのresidue固有値や，　parabolic　8tructureが非自明である，という

事実も問題を複雑にします．

£xample△㌧｛z∈ClO＜川く1｝とおきます．α∈皿，α∈Cとし，次のようにおきます．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　由
　　　　　　　　　　　E＝o△・・e，θ＝α・一，ん（e，e）＝lzl一α．

この時，（E，九，θ）は△＊．ヒの』rmonic　bu繊dleになります．　V頭ati◎蕊of　H◎dgeから得られる

Higgs　6eldは必ずnilpotentになりますから，α≠0の時には（E，ん，θ）はVariation　of　Hodgeに

はなり得ないことがわかります．さらに，Variation　of　Hodgeの時にはしばしばsingularityのま

わりの1刀◎n磁◎myがq囎si　u脚otentであるという仮定をして，頑pot孤tの場合に帰着するこ

とをしました．上の例でいくと，m◎n◎d沌myが餌asi蛎p◎もentになるのはαが有理数の時です．

ですから，（α，α）∈IR×C－Q×｛0｝の時，上の例は（普通の）variation　of　Hodgeとは離れたもの

になっています．

　このように，少くとも研究の出発点では古典的な董｛◎dgeの場合の研究の手法を使うことは難

しいように見えます．ですから，Simpsonによって開拓された微分幾何的な手法を用いることに

します．そして，ある段階まで進んだところでHodgeの場合に帰着することを目指します．

4．2　方針の概略

ここでは簡単のために，上で挙げたb．は起こらないという仮定の下で，研究の方針を説明します，

4．2．1　De伽med　holomorphic　bundl巳

X：＝｛（zb＿，Zn）llz4＜1｝，　Di：＝｛ろ＝0｝）D灘U』D5とし，（五），δE，θ，九）をX－D上

のもa題eh碇mo漉bundleで，上に挙げたb．が起こらないようなものとします．κ：＝X×C，
の：＝D×Cとおき，ρ：（X－D）×C－→X－Dを射影とします，λはCの変数をあらわします，
　ε：＝ρ〔1（E）とおくと，これは卍上の0°°－vector　bundleを与えます．εの複素構造として次

のものを考えます．
　　　　　　　　　　　　　　　　　∂1ヨー←λ・θ†十～タλ．

ここで∂λは自然なC一方向のholomorphic　8tructureであり，♂はθのadjoint．この複素構造を

考えた時にεをdeformed　holomorphic　bundleと呼びます．
　ε上の（まamny　of）λ一c◎nnection　1〕が次のように与えられる．

　　　　　　　　　　　　　　】D＝∂E十θ十λ・θ†十λ・∂E．

これは次の性質を満たします．

　・D（∫・・）＝∫・D（u）＋（∂∫＋λ・∂∫）…（L・ibni・・ul・）

　・（D＋孤）2－o．（H・t⇒
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4．2．2　延長のlocal』eness

±afεの増大度による延長を考えます．すなわち，0κ一module◇8を次のように与えます．σCκ

op孤setに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
r（σ，◇ε）・一｛∫d（σ∩（κ一の），ε）1げ1ド・（nl耐）・∀・〉・｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　《叉1

Tbeo搾m　4ユ（【4D◇εはZo◇α鞠弁εε0計mθ翻eであり，肋は搾g蛎rλ一cθ鱈ε頭頒を与える．

すなわち，∫∈◇εに対して，D∫∈◇ε⑧Ω1・°（1◎gD）が成り立つ．　　　　　　　　　　　蘭

Remark　4．2これはb．が起こる場合にはそのままでは正しくありません．

Remark　4．3この定理は，　u碗α¢‘oηo∫μ04geの場合のη吻o¢eη£or蹴£んeoremに近い役割を果

たします．

4．2．3　Limiting　mixed　twi8tor　theorem

vector　bundle◇εとregularλ一connection　1》より，複素平面C上のvect◎r　bundleとnilpot孤t

孤dom◎r抽姪mの組が得られます．

　　　　　　　　　　◇εIC×｛0｝，　　　ノ悟＝Resヵ、〈D）ICx｛0｝，（《＝1，．．・，π）．

　一方，（E，∂E，θ，ん）より，XL　D†上のharmonic　b皿dle（E，∂鋤θ†，ん）が得られます．（ここ

で）ζ†はXの共役．Z）†も1司様．）同様の構成でC×X†上のholomorphic　bundle◇ε†とre四lar

μ一comection】D†を得て，さらに，　C×｛0｝上のvector　bundleとnilpotent　endomorphismの組

が得られます．
　　　　　　　　　◇ε1。．｛。｝，㎏一R・・D・（D†）1。．｛。｝，（づ一1，＿，1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
　これらのはりあわせが与えられ，P1上のvector　bundleとnapotent　mpの組が得られます．

　　　　　　　騨（盈），　人4：5c品（E）一→5領（8）⑭OP1（2），（ε＝1，＿，の．

Remark　4．40p・（2）はTaもe　objectに対応します．

　♪∫（1）：＝Σ1＝1人4とおくと，〈／（1）のweight　61tration　W（1）がvector　bundle　5can（E）上｝こ得

られます．これより丘ltered　vector　bundle（8can（E），W（1））が得られます．

Theorem　42（14D（5c孤（E），W（1））はm江ed励3εor　3¢九c¢u㎎である．　　　　　　　　　O

Limiting　mb（ed　twistor　structureと呼びます．さらにpolarizationも自然に得られます．（151参

照）これは，元のharln◎nic　bUDdleがP◎lar輌zed　var輌ation◎f　Hodge　strw汕esになっている時に

は，古典的な研究で与えられた1輌m泊ng　M圭xed　H◎dge§truc敏eに一致します．

Remark　4．5ただし141で議輪されている1▲miting面xedもwi8も◇x　st斑c知reは上の（5ca翻（君），WI））

とは異なるものです．（同参照）．
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4．2．4　Hodgeへの帰着

Limiting　mixed　twistor（8can（E），既）に対して，次のようにおく．

　　　　　　　γ（°）・一㊥G・r（1）（5c孤（E）），碗゜）・一㊥G・rω（5　（E）），

　　　　　　　　　　任Z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘≦A

（γ〈◎），W（o））は面xedもw蹴or　structureですが，さらに適当なtorus　acもionをとることで，　Inixed

Hodge　structureに対応することがわかります．さらに，この上にnilpotent　map人亭o）やpolar－

izationが誘導され，結果としてnilpotent　orbitが得られることがわかります．（［5】参照）

　こうして得られたnilpotent　orbitから，limiting　mb㈹d　twistor　structureについての情報を

得ることができます（靖xed　tw楓碇s敏c知reではweight§撤a念ionに関するGエをとっても元
の情報があまり落ちなかったことを思い出しましょう．）こうして，h雛m◎nic　buロdleの研究が

Hodgeの場合に帰着されます．

5　Pure　twistor　D－moduleへの応用（Sabbahのプログラム）

5・1　Kashiwaraの予想

X，γを複素数体C上のqua8i　projective　manifoldとし，∫：X－→γをproper　morphi8mとし，

アをX上のsemisimple　perverse　sheafとします．この時，　Kashiwaraは次の分解定理を予想し

ました．その一部を述べておきます．

Conject獣e　5．1∫．∫に関してHα豹“φ¢九εz　7Wεoπmが成り立つ．特に，∫．アはγ上のco九〇－

molog励〃y　coηぶ‡閲c励1¢ωmμeτのd¢W㎡cα吻ory　Dc（Cy）において，㊥㍗冗ゴ仏ア）1－」】と同

型である．

Kashiw匿＆MebkhoutによるRiemann－Hilbert　c◎rresρondenceによれば，　s輌皿simple　reg磁ar　h◎1《〉

蕊◎皿cD改od己eについての予想と見ることもできます．

Remark　5．1καs々ωαmは次の二つの意味でより強いことを予想しています．（［31参照）

　●アegω～αrんolOηom‘c　D．mo4秘↓eだけでなく，より広く8εm観mρ～dO↓onom‘c　D－modulεにっ

　　いて予想しています．

●㈱η泌殉cyε1ε麺励rやρ苗九允獺励をとっても，8ε融編砕という性質は保たれる、

Remark　5．2分解定理やHard　Lefschez　Theoremに関する古典的な研究としては，111，［7】がよ

く知られています．Ka8hiwara予想に関する研究としては，　D血1feldによる仕事［21や，ここで紹

介するSabbahによる仕事161がありますが，完全には解決されていません．

5．2　Sabbahのプログラム

Sabbahは次の方針で解決することを目指しました．

Step　1．㎞m◎nic　b㎜dleとsem垣㎞ρle　lo（滅sy§temの対応をっける。（Corlette，」◎爵t－Zu◎．た

　　だしre§ロem題tが必要）
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Steρ2．　P逗e吃w減oごD－moduleの定義を与え，　dec◇mρositi◎茸癒eo斑mを示す．（Sabbah）

Step　3　harmonic　bundleとtwistor　D－moduleの対応をつける．（［51参照）

　　このうちStep　2，3はPure　Hodge　moduleの理論のTwistor版を作るという問題です．　Step

2．はSabbahによってなされました．

Rem碇k　5．3講演時に繁者が知っていたSabbahの論文では10ca1姐itaryという限定がついて
いましたが，その限定は外したrevisi皿が書かれました，また，［5］のAppendixも参照

　　Step　3．はtame　hamonic　bundleのasymptotic　behaviourの研究をもとにして，［51で示し

たので，詳しい主張等については151を御覧下さい．

　　Steρ1に関しては，　C◎rle乞te，　JosかZuoの仕事でほぼできているともいえますが，　semis輌m－

plicityが保たれることを見るためにも，Jost－Zuoの主張を少し強めることが必要です．（3．2．1節

参照）
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