
Numerical　equivalence　on　Chow　groups　of　local　rings

蔵野和彦（明治大学理工学部）

　この報告に書いてあることは、［61に証明があります。もし興味を持っていただけたなら、

詳しくはそれを見て下さいますようお願いします。

1　序

　複素数体C上スムーズな射影曲面X上の二つの曲線01，C2には、整数値の交点数
く01．伍）が定まる。これによって、X上の二つのヴェイユ因子D1，砺に対して、整数値

の交点数（1）1．z）2）が定まる。すると、ρa垣ng

（1）　　　　　　　　　　　　　　　　Div（X）×Div（X）→Z

が定まり、これにより

（2）　　　　　　　　　　　　　　Pic（X）×P輌c（X）→Z

が誘導される。通常は、Pic（x）は、非常に巨大な群である。実際

　　　　　　　　　　　0→Pico（X）→Pic（X）一→ノV5（X）→0

という完全列があり、N6r◎n．Seゼ頭群N5（X）は有限生成アーベル群であるが、　PicaΣd多

様体Pic◎（x）はg（x）次元のアーベル多様体である。この完全列により、　Xの種数g（x）

が正であれば、Pic（X）Qは連続濃度の基底を持つ◎ベクトル空間であることがわかる。

　ところで、】可∈Pico（X）を満たすD1∈Div（X）は、任意のD2∈Div（X）に対して

（D1．D2）＝◎を満たすことが知られている。よって、主に交点数（D1．D2）に興味がある人

は、この巨大なPic挺d群Pic（X）をまともに扱う必要は無く、（2）から誘導される有限次

限Q一ベクトル空間1V3（X）Q上のpairing

」v3（X）Q×1v8（X）q・→Q

を扱えば十分である。

　任意の非負整数π，mに対して、π＋m次元のスムーズな複素射影代数多様体上のπ次

元のサイクルとm次元のサイクルとの交点数のpairingに対しても、上のような現象が起

こる。（上の例は、n＝m＝1のものである。）

　このような現象は、Xのある一点¢で交わる二つの閉部分多様体y，　Zの点¢での交

点数うx（ジZ；き）を計算する際にも起こるのである。そのことを見ることが、ここでの目標

である。つまり、上で説明した現象の局所環上での類似として、
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●点ξの局所環上で、（1），（2）のようなpairingが定義される（下の（4）と（5））

●このpairiD9によって、　nume驚ical同値が定義できる（下の定義2．2）

・脳ner▲cal同値で割れば、1マS（X）のような有限生成な群ができる（下の定理2．4）

をここで示したい。定理2．4によれば、各点の局所環上で1V5（X）のような有限生成アー

ベル群が定義できて、”局所的なピカール数”が定まることがわかる。

　序章では、（1）に対応する局所環上でのpairing（3）を定め、その幾何学的意味・交点理

論との関連を見ることにする。正確な議論は、次章から始めることにする。

　5＝Ox，z，　M＝0ピォ，2V＝0ヱ，8とおく。　M，2Vは5一加群である。　Xが正則スキームと

仮定すると、Sは正則局所環になる。このときSerre［101により、γとZの点£での交点

数は
　　　　　　　　　　　‘x（｝～z；£）一Σ（－1）n⑫・（T・・£（M，N））

　　　　　　　　　　　　　　　　　π≧◎

と定義されている。ここで、γとZが参の近傍で一点で交わるための必要十分条件はM⑧31V

が、長さ有限であることである。こう仮定すると、加群Tbr烈M，1V）の長さ48（Tor9（M，　N））

は有限であり、またπ＞〉◎に対してr島rξ（M，1V）＝◎であるので、上の恥rの交代和は

整数値を取ることがわかる。

G、：　◎→c秘→Gm＿1→…→Go－→◎

をMの有限自由分解としよう。このとき、竃b苦烈ルf，2V）＝H．（G．㊦s］v）である。1は3

のイデアルで、∬1V＝0かつε5（M／∬M）＜ooを満たすものとしよう。（M⑧s」Vは長さ有

限であるので、例えば、1＝anns1Vとおけばこれを満たす。）すると、　Nは8／∫一加群で

あり、

　　　　　　　　G・⑧8∧r＝G・⑧8（3／∫⑧8／V）＝（G・⑧s　5／∬）⑧8μN

である。ここで、R＝3／∫とおくと、　F．＃G．㊤sRはR上の有界な有限自由複体である。

また、ε8（MμM）＜◇oであるから、F．の全てのホモロジーの長さは有限になる。よって、

任意のR一加群ノVに対してF．⑧RNのホモロジーの長さは有限であり、

2x（ジZ；£）一Σ（－1）Wlb・ζ（M　N））一Σ（－1）”娠（H。（F・⑧・N））

　　　　　　π＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＞0

である。次章以降で、（1）に対応する局所環上のpairingとして、

（3）　　　　　　（F・，N）HΣ（－1）n乏・（H。（F・⑭・N））

　　　　　　　　　　　　　　　　　蔦∈z

を考えたい。

　上の議論でわかったことは、「ネーター局所環R上で（たとえ5が正則局所環として

も、R＝S／1は正則とは仮定できないことに注意）、全てのホモロジーが長さ有限である

R一加群の有界な有限自由複体F．とR一加群」Vに対して定まる（3）のpairingは、交点

数づx（酩Z；りの計算と深い関係がある」ということである。
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　次章以下で詳しく述べるが、上のpairing（正確には、（4）と（5））を使って、複体のグロ

タンディェク群や有限生成R一加群のグロタンディェク群、チャウ群にnumeri¢垣同値を導

入することができる（定義2．2参照）。主定理（定理2．4）は、これらをnumerica1同値で割

ると、同じ階数の有限生成自由アーベル群になるということを主張している。

　以下の章で、正確な定義・主定理・具体例・代数幾何のnumerica1同値との関係を述べる。

2　定義と主定理

　このノートで出てくる局所環はすべて正則局所環の像であるとする。Z，　Q，　Cはそれぞ

れ整数環、有理数体、複素数体とする。

　（R，m）は、4次元ネーター局蕨環としよう。　om（R）は、有限生成昆自由加群の有界な複

体ですべてのホモロジー群が長さ有限であるものからなるカテゴリーとする。（もちろん、

複体のバウンダリー射は昆線型写像であり、複体の間の射はR線型写像のチェインマッ

プと仮定する。）

例2．1K．は、局所環Rのパラメーター系旦に関するコスズル複体であるとする。この

とき、K．∈om（況）であることがわかる。実際、有限生成昂加群Afに対して、

　　　　　　　　　　　　　　Σ（－1）”4・（H。（K⑭・M））

　　　　　　　　　　　　　　n≧0

は、Mの（色）に関する重複度と一致するμ砿

　Kは、om（R）の中ではかなり性質のよい複体である。　om（R）の中にはもっと悪いr？ノ

性質を持つものがたくさんある凪

　M（況）は有限生成蕗加群とR線型写像のカ〉ゴジーとする。このとき、F護om（R）と

2V∈ルf（R）に対して、

　　　　　　　　　　　瓶（N）一Σ（－1）πε・（H。（凪⑳・N））・z

　　　　　　　　　　　　　　　烏∈z

を考えたい。ここで、F．∈om（R）であるので、εR（Hn（F．⑧R　IV））は有限な数であることに

注意。

　有限生成R一加群のグロタンディェク群Go（R）を次のように定義する。

　　　　　　　　　　　　　窃（R）二怠，z・｛珂／Q

ここで、Qは次の集合で生成された部分群とする。

｛岡パL仁問1◎→L→M→N→◎はM（司の中の完全列｝

｛Mlは有眼生成ル加群Mを含む同型類に対応した生成元とする。
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次に、複体のグロタンディェク群K舐R）を次のように定義する。

　　　　　　　　　　　　　Kr（R）一轟z・［R】／P

ただし、【F．】はカテゴリーom（R）に含まれる複体

】F，：…　→凡一→凡＿1→…

の同型類に対応した生成元であるとする、ここで、Pは次の二つの集合で生成された部分

群であるとする。

｛｛G．1－｛司一畑．llO→F．→G．一→皿．→0は（声（R）の中の完全列｝

｛【F．1－［G．l　l　IF．→G．はび（R）内の射でqua8i－isomorph拍m｝

　M（R）の完全列0→L→M→ノV→0があれば、任意のF．∈om（R）に対して
瓶（M）＝x已（L）＋瓶（N）カζ成立する。また、0ヅR）内の完全列0→鼠→G．→H．→0

があれば、任意のM∈ルf（R）に対してXG．（M）＃Xr．（M）＋畑．（M）が成立する。　om（R）内

のquasi－isomorphism　F．→G．があれば、任意のM∈ルf（R）に対してXF．（M）＝XG．（M）

が成立する。よって、ε（剛㊦1λイD＝乃．（M）と定めることにより、

（4）　　　　　　　　　　　　　　　e：K『（R）⑭zGo（R）→Z

が誘導される。

　また、アフィン・スキームSρec（遅）に対して、そのチャウ群A．（R）＝㊧吉◎A‘（R）を

A・㈹一㊥川S・ec（R／朔／ユ（R）・

によって定義する。ただし、上の直和はdim　R／p＝‘を満たすRのすべての素イデアル

タに対して和をとったものである。｛Sρe¢（R／タ）1は素イデアルpに対応する生成元であり、

R磯（R）は有理同値によって生成された部分群とする（｛11のChapter　1参照）。

　肝∈om（R）に対して、

ch（lF。）：A＊（R）→A．（』記／m）o＝Q’［Spec（R／m）1＝Q

は、複体F．∈om（R）のローカライズド・チャーン・キャラクターとする。このとき、

u（［F4⑧7）＝ch（F．）（Wと定めることにより、pairi㎎

（5）　　　　　　　　　　　　　　　砂：K8（R）⑧zA廟（R）一→Q

が得られる。このuとeが、（2）の役割を果たす局所環上でのpairingである。

　ここで、局所環上でのnumerica1同値を次のように定義する。
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定義2．2次によって定義された部分群の各元を、0にnumerica1同値ということにする。

　　　　　　NK8（R）＝　｛α∈Ki『（R）le（α⑧β）＝Ofora其yβ∈Go（R）｝

　　　　　　NGo（R）ニ　｛β∈Go（R）le（α⑧β）＝Ofor孤yα∈K『（R）｝

　　　　　　Nん（R）　＝　｛午∈A輌（R）巨｛α⑧プ）・＝｛）董bΣ8瞼yα∈K激R）｝

ただし乞ぱ0，．．．，4。

n砲磁cal同値で割った群を

　　　　　　　　　　　　　　K｛『（R）エ　K8（R）／NKir（R）

　　　　　　　　　　　　　　Go（R）灘　Go（R）／NGo（R）

　　　　　　　　　　　　　　A‘（R）　≡　A‘（R）／Nん（R）

とおく。ただしi＝0，＿，d。

　定義より直ちに、eは芭（百⑳β）＝e（α⑧β）を満たす写像

　　　　　　　　　　　　　　　芭：K悟R）㊤G◎〈R＞一→Z

を誘導する。ただし、百，βは、それぞれα，βの像であるとする。同様に、uは皆侮⑧可）＝

u（α⑧句を満たす写像

　　　　　　　　　　　　　　　顧：K『（R）⑭A．（R）一→Q

を誘導する。

　Rは正則局所環3の像であると仮定する。すると、Spe¢（S）をbase　regular　schemeと

考えて特異り一マン・ロッホ公式（｛11の1＆2と2◎．1参照）を使うと、Q一ベクトル空間の

同型

　　　　　　　　　　　　　　ηt／s：Go（R）Q－→ん（R）Q

が存在する。（この写像は、RだけでなくSを用いて構成されるので、アR／8と書くことに

する。）このとき、任意の厄∈om（R）に対して図式

　　　　　　　　　　　　　　G。㈹Q鱗A。㈹Q

　　　　　　　　　　　　　　　x，．↓　　　・h（択）↓

　　　　　　　　　　　　　　　　Q　　＝　　　Q

は可換である（111のExample　18．3．12）ので、

　　　　　　　NKぎ（R）＝｛α∈K｛『（R）白（α⑧7＞＝◎fora簸y勺∈A．（況〉｝

としてもよい。（ここで、アーベル群Aに対して、AQ＝AΦzQとおく。）

　次の命題により・Go（R）Qと㊥‘ん（R）Qとの同型示が構成できる。
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命題2．3以上の状況で、

・・ノ・（NG・（R）Q）一㊥NA・（R）Q

　　　　　　　　る＝o

が成立する。

　証明のキーは、G姐et－S◇ul6によるAd灘s作用素｛21とローカライズド・チャーン・キャ

ラクターとの関係を与えるある公式［7】を使うことである。詳しくは固参照。

　A・（R）Q＝＄‘ん（R）Qと定義する。すると・前命題により図式

　　　　　　　　　　　Go㈹Q鱗A、（R）Q

（6）　　　　　　　　　↓　　　　　↓

　　　　　　　　　　　G・（R）◇当A。（R）ゼΦ㌫。ん（R）Q

を可換にする写像示が誘導される。

　写像アR／5はRだけでなく5を用いて定義される。（しかし、実際に写像γR／5が8の

とり方に依る例は知られていない。）ところが、ここの写像扉はSのとり方には依ら

ないことが証明される［61。

　次が主定理である。

定理2．4（R，m）はエクセレント・ネーター局所環で次のどちらかをみたすとする。ωR

は◎を含む。侮ノRは、体、整数環Zまたは完備離散付値環上本質的有限型。

　このとき、K爪R），　Go（R），　A、（R）は、1司じ階数の有限生成自由アーベル群である。

次章で主定理の証明の概略を述べる。

3　主定理の証明の概略

簡単な議論により、

　　　　　　　　　dim　Kr（R）Q＝dim　G・（R）Q＝dim　A・（R）Q＜・。

が証明できれば定理2．4が従うことがわかる。

　よって、以下では、すべてQ上で考えることにする。

　図式く6）の射爾は同型であるので・d輌mGo（R）Q＝dim　A・（R）Qが成立する。また

pairing芭：K『（R）Q⑧Go鉦一→Qはper£ectであるので・もしdim　Go（R）Q＜ooであ

ればdim　K駅R）Q＝磁m　Go（R）Qが直ちに従う。

　よって、定理を証明するにはdim　A．（R）Q＜ooを示せば十分である。

　それを示すために、まずRが整域の場合に帰着させる。（これは、局所環の射がproper

射になるときに、誘導されるチャウ群の射の様子を見ることにより可能になる。）

　以下、Rは整域であるとしよう。定理の仮定により、射影的な正則オルタレーション

π：Z→Spec（R）が存在する（広中［31とde　Jong｛41参照）。つまり、πはgenericaUy丘nite
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なprojective　surjectionでZは正則スキームである。さらに、バ1（m），劔はsimple　normaI

c斑SS輌ng　div加rと仮定してよい。

　　　　　　　　　　　　　　ゲ1（m）r6d＝EIU…u疏

を既約分解としよう。仮定により、各劫は1Z／m上の正則な射影多様体であり、codimz疏＝

1（1＝1，…，¢）である。

　CH』、m（8ξ）Qは、　EIのwmeΣi㈱1同値で割った有理係数のチャウ環（111のChaρted9参

照）とする。このとき、111のExample　19．1．4により、すべての↓に対してdim　CHC。m（兎）1）Q

は有限次限Q一ベクトル空間になる。

　よって、次を証明することにより、主定理は証明される。

主張3ユここで・A・（R）Qは司⇒CH』織（属）Oの路句斑舵箆‡である。

　以下、簡単に証明のアウトラインを述べる。

　π．：A．（Zh→A。（費）◇は全射であるので、《芝ベクトル空聞の射5：A、（R）◎→A．（Z）Q

でπピ8＝1を満たすものがある。

　タ↓：易→Zは、閉じた埋め込みとする（《＝1，…，£）。次の合成射をψとおく。

　　　　　　　ん（R）Q☆A．（2）Q一眩㊥、A、（脳）Q一㊥、CHC。。（働）Q

上の最後の射は自然な射影、∬はCartier　divisor脳との∋intersectionをとる射（Chapter　2

［11）とする。

　主張3．1を示すには、ψの核が、戯Nん（R）Qに含まれていることを示せばよい。7∈

ん（R）Qがψ（7）＃0を満たすとする。このときに、任意のF．∈om（R）に対して、

ch（F．）（め灘◎を示したい。留（分＃0であれば、ξ＝1，＿，εに対して

　　　　　　　　　　　　　ガ・8（7）＝OinCHC。m（昂）Q

が成立する。このことを使って7∈戯Nん〈R）◎を示すのである。詳しくは、囹参照。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．

　ぷmGo（R）Qにっいて、基本的な事実を以下に列挙する。

　1）K．は、局所環Rのパラメーター系色に関するコスズル複体であるとする。このとき、

　　XK（R）＝ε（磁，　R）＞0であるので・｛用¢NGo（R）◎である。よって・dim　Go（丑）Q＞0

　　である。

2）Rは・正則局所環であるとする。このとき・Go（R）0＝Go（R）Q＝Qである。

3）非常に多くの場合、dim　G。（R）O＝OQである。定理2．4によりdim　G奪（R）Q＜ooで

　あるので、この場合NGo（パ）Q≠0となっている。

　Xは、C上スムーズな射影多様体であるとする。　Rは、　Xのアフィン・コーンの原

　点での局所環であるとする。このとき、dim　Go（R）Q≧di㎜Pic（X）Qが示される【51。

　Xの種数が正であれば、dim　Pic（X）Q＝oρであることに注意。よって、　Xの種数が

　正であれば、dim　Go（R）Q＝ooとなる。
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4）Xは、η次元射影空間町iの互いに異なるr点でのblow－upであるとする。ここ

　で、n≧2であると仮定する。　Rを、　Xのあるアフィン・コーンの原点での局所環

　であるとする・このとき・Go（R）q＝Go（R）Q＝Qア＋1である［6］。よって・Rの次元

　η＋1（≧3）を固定しても・dim　Go（R）Qには上限が無いことがわかる。

5）Rが、2次元以下の局所整域であるとする。このとき、Robertsの定理｛81により

　Go（R）Q＝Qであることが示される16】。

4　代数幾何のnumerical同値との関係

　この章では、体上スムーズな射影多様体のアフィン・コーンを扱う。RobeT緬S癒i欄191

の手法と結果を使いながら、局所環のnumerica1同値で割ったチャウ群の様子を調べる。

　んは代数閉体とし、A＝Φn≧0．Anはネーター次数環で．40＝ん，、4＝糺41］を満たすも

のとする。X＝Pr◇」（A）はゐ上スムーズであると仮定しよう。　A÷＝6＞霧〉§Aw，況＝A牟，

m＝A＋Rとおく。π：Z→Sp㏄（R）はmでのブロー・アップとする。このとき、ゲ1（m）

は自然にXと一致する。よって、XはZの閉部分スキームと思える。んは埋め込み
X＝P斑（A）に対応したX上のvery　a灘ρle　div痴rとする。

　Thom卵on－Trobaugh｛111のlocalization　8equencesを用いて、

（7）　　　　　Kr㈹QムCH’（X）QムCH’（X）Q

は、完全列であることが証明できる。を得る。ここで、ψは、次の合成射である。

　　　　　　　　　Kぎ（盈）。2らKざ（Z）QムG。（X）。竺¢CH（X）。

ただし、〆は［21のL5で定義されている射、　Xはホモロジーの交代和をとる射、取！zは

正則スキームZをbase　regulaエsdlemeとしたXのリーマン・ロッホ写像（【11の18．2と

20．1参照）である。

　ここで、

、κcK・・（四（X）臼ムCH（X）◇）

LごK・・（CHC。m（X）Q☆CHC。㎜（X）Q）

MぱCHC。m（X）Q／ん・CH』。m（X）Q

とおく。ただし、（）兀。m（X）Oはnumerical伺値で割ったXの有理係数のチャウ環とする。

このとき、次の可換図式がある。

　　　　K8㈹Q
　　　　　ψ↓

0－・　κ　一CH・（X）QムCH・（X）。⊥・A．㈹Q－・0
　　　　　↓　　　　　　↓　　　　　　　↓　　　　　　↓

0－・　L　－→CH6。m（X）QムCHC。m（X）Q－　M　・－0
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上の図式は、横には完全列である（例えば、｛51参照）。ξはAの斉次素イデアルP（ただ

し、P≠、4÷）に対してξ（｛Pr◎」（ノ1／P）D灘｛Spec（R／．PR）1によって定まる写像である。（7）

の完全性により、ψ：K駅R）Q→κは全射である。写像κ→Lの像をWとおく。これ

から自然に誘導される全射φ：K駅R）O→Wを見よう。Roberts－Sri垣va8［91で行われて

いる議論によって、次のことが証明できる。

　1）W＝K駅R）Qが成立する。すなわち、0→NK駅R）Q→K爪R）◎隅W→0は完全

　　である。

　2）次の図式を可換にする写像ξ：C砥澁（X）◎→A．（R）匂がある。

　　　　　　　　　　　　　　　　CH・（X）QふA．（R）Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　　　CHC。m（X），ムA．（R）。

このとき・自然な全射M→A・（R）Qが誘導される。今・dim　CH三迦（X）Q＜◎◎であるこ

とによりd畑L＝d輌mMが成立する。定理2・4によりdぬW≡d輌mA・（R）◎であるので・

　　　　　　　　　　　　　　　　dim　Vγ　　＜　dim　L

　　　　　　　　　　　　　　　　　‖　　　　　‖

　　　　　　　　　　　　　　　dim　A＊（R）Q　≦　dim　M

が成立する。よって、次の三条件は同値であることがわかる。

a）w＝L、
　b）自然な射κ→Lは全射である、

　c）自然な射CHC。m（X）0／九・CHCum（X）Q→A・（R）Qは同型である。

　このことから、直ちに次の定理がわかる。

定理4・1自然な射CH’（X）Q→CH』。m（X）Qが同型であるとき・A・（R）Q→A・（R）Qも同

型である。

＆）berts－Sriniva8［91では、次のことが示されている。

1）ん＝Cとする。このとき、W≠Lなる例がある。

2）た＝QまたはFρとしよう。もし、スタンダード予想などの予想が正しければ、Wx五

　が成立する。

注意4．2C上のスムーズな射影多様体Xのある斉次座標環Aの斉次極大イデアルでの

局所化を況としよう。ここで、自然な射

（8）　　　　　　　CHも。m（X）ザ→CH三。m（X）Q

は同型であると仮定しよう。ただし、C罵。m（X）Qは、加mo』ogぬ洞値で割った有理係数

のチャウ環σ1ノの0旭ρ‡er　19を見よノとする。この仮定の下で、「」≦dim況／2に対し
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て、A5（R）Q＝旬であることが証明できる。このことを環論の言葉に翻訳すると、「任意

のF．∈om（R）とdhn　M≦dim　R／2を満たす任意のM∈λイ（R）に対して、

Σ（一・）πε・（H・（F・⑧・M））－0

簿∈z

が成立する」となる。

　上の写像ζβノは、次のどれかが満たされれば同型になるσ1ノの飽αmμe19．3．2を見よノ。

θノdim　X≦3．侮ノXはアーベル多様体，声ノスタンダード予想が正しい。
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