
Higher　arithmetic　intersection　theory

竹田　雄一郎　（九州大学大学院数理学研究院）

　本文は、2003年10月の代数幾何学城崎シンポジウムにおける、筆者の講演

の報告です。講演ではκ群とチャウ群の両方について話しましたが、κ群に

関する講演の内容は2003年度代数学シンポジウムで話したものと同じなので、

ここではチャウ群に関する結果だけを記します。κ群については代数学シンポ

ジウムの報告集同をみてください。

　”Higher　arithmetic　intersection　theory”とは、　Goncharovによって定義され

た高次算術的チャウ群の、交叉積のことです。筆者がそのことについて考えは

じめたとき、それはこのシンポジウムでの講演を依頼されたときとほぼ重なる

のですが、GilletとSou16の算術的チャウ群の交叉積の定義と筆者による高次

算術的κ理論の積の定義の手法を応用することによって、この交叉積は簡単

に構成できると思っていました。なので、今年（2003年）の夏にその問題を考

えて、できたところまでを講演で話すつもりだったのですが、実際計算してみ

ると、収束しそうもない積分が頻出して収拾がつかなくなり、カレントの積の

理論のちょっとした拡張しかできませんできた。これをつかうと、算術的交叉

理論のCH＊（X，1）への拡張ができると思います。（現段階では、そこまでも到

達していませんが。）

　ということで、講演のタイトルとは全然つりあわない内容なので、あまり期

待せずに読んでください。

　まずはじめに、高次チャウ群のcubeを用いた定義を復習する。基礎体んを

固定して、多様体はすべてん上定義されているとする。射影直線P1の座標関

数zを固定しておく。口＝P1－｛z＝1｝とし、ロπを□のπ個の直積とする。

zをロπの各成分に引き戻すことによって、η個の関数z1，…，zπがえられる。

｛z‘＝0｝または｛z‘＝。。｝のいくつかの共通部分で表されるロnの部分多様体

を口πの面（f㏄e）とよぶ。

　Xを準射影的な多様体とする。輪（X，m）を、　X×口nの余次元mの整部分多様

体で、すべてのロnの面とproperに交わるもので生成される自由アーベル群と

する。また似（x，m）を、　x×ロπ一1の整部分多様体の射影x×ロπ→X×ロn－1

による引き戻しで生成されるら（x，ηz）の部分アーベル群とし、

Zn（X，　m）＝Cn（X，　m）／〔L（X，　m）
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とする。余次元1の面への制限の交代和をとることにより、アーベル群の複体

　　　　　…一㌔。（X減」し銅（X，m）上・…」㌧・。（X，m）

がえられる。そのホモロジー群

　　　　　　　　　　CH伽（X，η）＝Hれ（z．（X，　m））

を、Xの高次チャウ群とよぶ。

　Xがん上滑らかなとき、高次チャウ群は、モチヴィックコホモロジーとよば

れる代数多様体の普遍的なコホモロジー理論と同一視できることが知られてい

る。っまりz＊（X，m）＝z2m＿．（X，m）とおくと、

　　　　　　　　　　峨（x，z（m））＝亙n（プ（x，m））

は、Xのモチヴィックコホモロジー群とみなすことができる。

　次に、Goncharovによるexplicit　regulator　mapについて説明する［4｜。ここ

ではん＝Cとし、多様体Xは滑らかで射影的とする。殴（X）をX上の次数η

の実カレントのなす空間、eρぺX）を（p，g）型の複素カレントのなす空間とし、

一；1㌫　寵∴；；；；

微分晦：eη（X，m）→en÷1（X，　m）を、

　　　　　　　　　一｛三㌶iii三：

で定義する。つまりe＊（X，m）は、［3］にでてくる微分形式の複体の＊（X，m）と

双対なカレントの複体とする。微分形式ωに対し、それから自然にきまるカ

レントを㈲と表す。この対応により、の＊（X，7π）はe＊（X，πりの部分複体で、

そのうめこみはquasi－isomorphismになる。したがって、　e＊（X，　m）のコホモロ

ジーは、XのDeli堅eコホモロジーと同型になる。

　Explicit　regulator　mapは、モチヴィックコホモロジーからDeligneコホモロ

ジーへの賠頭zat迦fUnctoτを与えるような、複体の写像

¢）＊（γη）：z＊（x，7π）一→e＊（x，π↓）
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のことである。Exp1輌磁というだけあって、この写像は具体的に次のように与

えられる。WをX×ロπの余次元mの整部分多様体で、すべての□πの面と

properに交わるものとする。このWからきまるzπ（X，　m）叉z2m一九（X，　m）の

元の像7）2m一η（m）（W）を、

　　　｛ρ2…（m）（w）・妨一（2頑）m－L兵（・・一み）〈づψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア69
で定義する。ここで、〈，〉はX上のカレントと微分形式のペアリング、慨靱

はWの非特異な部分、πx：X×□n→Xは射影、兵（z1，…，苫のは高次Botレ

Chem形式の定義にも登場する次のようなび上の1◎g　p◎】eをもつ微分形式と

する：

　　　　　　　鬼（Z1，’”　，　Zπ）一（認η】≧（－1牌（・・，…，み）

　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
ただし、

躯…・砺）一蔦（一恥蜘P芸1）〈…∧慧∧鶏一鴛）

である。η＝0のときは7b＝1とするので、　IP2m（m）（W）はWに沿った積分

の（2πV⊂丁）m倍である。

　ここまでは複素数体上の話だったが、Xが有理数体上で定義されているとき

には、次のように考える。まず、XをCに係数拡大してそれに付随する複素多

様体X（C）を考える。X（C）には複素共役が反正則に作用しているが、微分形式

やカレントはすべて複素共役で不変なものだけを考える。つまりXがQ上の多

様体のとき、e本（X，m）は複素共役で不変なカレントからなるe＊（X（C），m）の部

分複体とする。するとこの場合にも、Xのexpl▲cit　regula加Σmapを♂（X，　m）

からe＊（X，m）への写像として定義することができる。これ以降は基礎体につ

いて断わらないので、ん＝Cまたはκ＝Qのそれぞれの場合に応じて、適宜

読みかえてほしい。

　Gonchaτ◎vは、ρ＊（m）のmappi塗g　c◎neのコホモロジー群として高次算術的

チャウ群を定義した［41が、ここでは算術的κ群とのcompatibilityを見越し

て、次のように定義する。

De§nition　1．　Xをk上滑らかな射影多様体とする。　e＊（X，　m）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　がe＊（X，m）／lm血とする。　Xの高次算術的チャウ群CH（X，2m－⇒を、次の

アーベル群

｛（ω，η）・ωピ（Xm），η・苺か1撫）・アwω）＋d・η◎”（元m）｝

3



を、部分群

｛（∂z，一ρn　1（m）（z））；託♂　1（x，m）｝

でわってできる群として定義する。

　上の定義の条件Pπ（m）（ω）－deη∈のπ（X，　m）をアn（m）（ψ）－deηニ0で

おきかえると、G皿charovが定義した群がえられる。っまり、上で定義した
商㍗X，m）は、彼が定義したものよりもずっと大きい群である。また、π＝2m

のときの条件芦Wm）（匂）一蝸∈の2m（X，　m）は、ηが租に関するGre籠カレ

　　　　　　　　　　　　　　みがントであることと同じなので、CH（X，◎）はGU蹴とSoul6による算術的チャ

ゥ群と一致する。

　これまでXはQ（またはC）上の多様体として話を進めてきたが、Gilletと

Soul6の算術的チャウ群は、整数環Z上で定義される多様体に対して定義され

ている。整数環上の多様体の高次チャウ群は、多様体の上の代数的サイクルか

らなる複体のホモロジーではなく、代数的サイクルからつくられる整数環上の

Zariski層のコホモロジー群という形で、　Levineによって定義されている［5」。

したがって、もし彼の定義にあうようにexplicit　regulator　mapを拡張するこ

とができたら、整数環上の多様体の高次算術的チャウ群を定義することが可能

になる。

　　　　　　　　ハれ　算術的チャウ群CH（X）や高次チャウ群CHη（X，　m）には、交叉積が定義さ

れている。したがって、6繭㍗x，m）に交叉積を導入することは、興味ある問

題である。しかしチャウ群はホモロジー的にふるまうものなので、それに積を

導入するには困難がともなう。筆者はこれまでに、GilletとSoul6による算術

的チャウ群の交叉積の定義の方法を応用するという、誰でも思いつく方法でこ

の問題を解決しようとしてきたが、今までのところ、完全な解決に至ってい
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ネない。そのうまくいかない点は最後に述べるとして、この章では、CH（X）と
ムゆCH（X，1）のペアリングに向けての筆者の結果について述べることにする。

　はじめに、GilletとSou16による算術的チャウ群の交叉積について思い出そ

う。算術的チャウ群の交叉積は、部分多様体の交叉とそれらに関するGreenカ

レントの＊積によって定義される、WをXの余次元mの整部分多様体、9w∈

e2m－1（X，　m）をWに関するGre斑カレント、つまりdegw＋7）2m（m）（W）∈

の2m（X，　m）をみたすカレントとする。　Wとproperに交わるXの余次元んの

整部分多様体Zに関するGreenカレントを9zとするとき、9wと9zの＊積は
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次のように定義される：

w・9z＝9w〈ρ2k㈹（z）＋［ωwl〈9z．

ここでωwは、degw＋ア2m（m）（W）＝［ωwlをみたすザm（X，　m）の元である。

しかし、上の式のカレントの外積9w〈ρ2掩㈹（Z）は定義できないので、この

式は意味をなさない。

　Wに関する任意のGreenカレントは、　modulo　Im　deでWに沿ってlog　pole

をもっX－W上の滑らかな微分形式にとりかえることができる。以下これを、

Wに関するGreen形式とよぶことにする。9wをGreen形式とし、それにより
きまるカレントを｛伽｝∈e伽一1（X，m）と表す。すると｛9wl∧ρ2粂㈹（Z）は

戸（2π～肩）膓9w
　　　　　　　　アε9

により意味をもち、これにより［9wl＊9zは定義できる。一般のGreenカレン

トの＊積は、9wをGree蕊形式でとりかえることにより、mod司o　Iln屯で定義

できる。このようにして得られた［9w］＊9zは、　WとZの交叉に関するGreen

カレントになることがわかる。

　ここで注意をふたつ。ここで示したGreenカレントやその＊積の定義は、

G輌11etとS◎ul6のものとは2π戸のべきの分だけ違っているが、それは、高

次算術的チャウ群の積を定義に2πV⊂了のべきが現れないようにするためであ

る。それからここでは、Greenカレントの定義として、　B碇g◎sによるもの｛21

を採用する。彼の定義だと、blow－upでない固有な全射X’→Xがでてこない

し、log　poleをもつ滑らかな微分形式の理論｛1｝や混合Hodge理論が使えるの

で、Gil蹴とSou▲6のものよりも便利である。
　　　　パポ　さて、CH（X，　m）に交叉積を定義するためには、上記の＊積の理論を拡張す

ることが必要不可欠である。WをX×1コπの余次元mの整部分多様体、厩を

そのX×（Plpでの閉包とする。蹄をWに沿ってlog　poleをもつGreen形式

とするとき、次がなりたつ。

Lemma　2．5；＝S；（z1，’”　，2九）、71＝璽（z1，…，z。）とする。η≦3の

とき、

蹄・鬼＋・）・（∂9方一∂館）∧恥吉聯∧（∂隈＋（一・慨）

はX×（P1ピ上の局所可積分な微分形式になる。

20

5



　以下、η＝1とする。

　　　　　　　　　　・w－（2・・ロ）竜蹄・w

とする。Lemma　2とFubiniの定理から、　GwはX上の局所可積分な微分形式

になる。これをカレントとみなすと、［Gw］∈e2m　2（x，　m）であり、

礎［Gw］一ρ一（m）（w）－2（2π岩）L至・9｛嗣一［鱗一一鯨L・・］

をみたす。ここで、ωWは屯lg栖＋（2πV⊂T）mδ塀＝｛wlをみたすX×P1上

の（m，η1）形式である。論み、　logレ12ω▽はX上の滑らかな微分形式であ

ることに注意する。

ω＝Σ凶閲白帆（X，⇒とする。各吻まX垣の余次元mの整部分
多様体である。的＝Σ仰gπ、ωψ＝Σるημπとする。さらに∂ω＝0を仮

定する。

　　　　　　　　己　Σ輌一（2頑）一㍗・鍛

　　　　　　　　　　　偏
とすると、上の等式から、

d・1∂・］一アー（m）（ω）一
［2（2。嵩）L1・g同・ω…［・・L－・－9・1司

がなりたつ。ところが、gωL＝o－gωL＝。。は∂ω＝0に関するGreen形式なの

で、Burgosの定理［2】により、これはη＋dのη’の形にかける。ただし、η6

の2m－1（X，　m）かつη’はUl∂昭で10g　poleをもつの伽　2（X－ul∂叱1，m）の元

である。したがって、η’もX上で局所可積分になる。

　　　　　　　　　　　　　θ匂＝－G憩一η’

とおくと、これはX上局所可積分な微分形式で、これをe2m－2（X，m）の元と

みなすと、

d・［G司一一P…1（m）（ω）＋［2（2。詰）Ll・gl・12ω・＋η

となる。以下、

　　　　　　　　　Ω・－2（　　12π～肩）Ll・gレ12ω・＋η

とおく。しかし実際、G初とΩψは、祖に関する伍㈱n形式命と、分解g苗L⇒－

gψピ　。。＝η＋d甥’に依っていることに注意する。
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Pmp◎sitioロ3．ψ∈z2m…1（X，　m）を∂祖＃0をみたす元とすると、　X上

の局所可積分な微分形式（んで、次をみたすものが存在する：GωはR（m－1）

に値をもち、（m－1，m－2）形式と（m－2，m－1）形式の和で表せ、かつある

ΩΨ∈の2m－1（X，ηりをつかって、

　　　　　　　　　　壷［G初1伊2m－1（m）（初）＝1Ω秘］

と表すことができる。

　次に、＊積の拡張について述べる。ZをXの余次元んの整部分多様体とす

る。初＝Σぷ｛例∈毒2祈一1（X，m）を∂題＝◎をみたす元で、各呪はZ×田と

pr◎perに交わると仮定する。このとき、　Zに関するGreen形式9zとωに関す

るGreenカレント（んの＊積を以下のように定義する：

　　　　　　　19zl・Gω＝一｛9Z］・ρ2m－1（m）（ω）＋［吻1〈G切．

ここで左辺に現れる｛9z］●7）為ひ1（m）細）は、

　　　　　ψ一（2π与）ユbgbl2（∂9・一痴・）〈蜘

　　　　　　　＋（2πき孚嗣友・・∧（÷一÷）∧ちψ

で与えられるカレントである。

　また、Prop．3のように与えられるωに関するGreen形式（んと、　Zに関す

るGre頭カレント9zの＊積を

　　　　　　　　｛G祖1＊9z＝｛Gみ∧ρ2鳶㈹（z）÷1Ω匂1●9z

で定義する。ここで［Ω司●9zは、

　　　　　ψ怜く9・，一（∂Ωゾ∂Ω。）〈カ＋〈∂9・－1㍉・，Ω。〈の

で定義されるカレントである。

Pmposition　4．これら二つのカレントはe2m＋2★－2（X，m十ん）の元であり、

ω・（Z×口）∈z踊＋2k－1（X，　m＋問に関するGreenカレントになる。

　　　　　　　バホ　　　　　　　　　ハぴ　このように、CH（X）とCH（X，1）のペアリングに関係するカレントの＊積

を定義することができる。これを用いて、上記のペアリングを構成することも

可能であると、筆者は思っている。しかし、この方法をより高次の状況に適用
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しようとすると、収束しない積分がでてきてしまい、うまくいかない。この困

難を回避するための方策として、κ理論を利用することが考えられる。高次

算術的κ理論には積が導入されているので、モチヴィックコホモロジーがκ

理論のAdams作用素の固有空間としてえられることの算術的なアナロジーが

存在すれば、それをつかって高次算術的チャウ群の積を定義することができる

はずである。
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