
ミラー対称性とトーリックdel　Pezzo曲面

植田一石

　正則関数の孤立臨界点に対し、そのMiln◎rファイバーの中間次元のホモロジー群と交叉形

式の組をMilnor格子と呼ぶ．例えば単純特異点のMilnor格子は，対応するLie環のルート格

子になる．［46J及びそこの参考文献を見よ．

　深谷圏はMilnor格子の圏論化（categori丘cation）であり，消滅サイクルを単にホモロジー類

としてではなく，Lagrange部分多様体と見ることによって，より深い情報を引き出す．ここで

言う圏論化とは，この圏のGrothendieck群にEuler　pairingを入れたものがMilnor格子を与

えることを指す．

　特別な正則関数Wに対しては，Wの有向深谷圏の導来圏がWから決まるある複素射影多

様体Xの連接層の導来圏と同働こなるという不思議な現象が我々の主定理（定理4．4きである．

その応用として，このXのぴom◎v－Wi桂en不変量から決まるモノドロミー保存変形のSt◎kes

行列とXの連接層の導来圏の特別な生成元の間のExtのEu三er数との関係（定理4．3）を得る．

1　有理曲線の数え上げ

　整数ηと4に対し，射影平面帆の一般の位置にあるη点を通る次数がdの有理曲線が何本

あるかというのは数え上げ幾何学の興味深い問題である．例えば次数dが1だと，本数が数え

られるためにはπは2でなければならず，この時異なる2点を通る1次曲線は1本しかない．

次数が2でも，一般の5点を通る2次麹線はちょうど1本である．面白くなるのは次数が3以

上の場合で，例えば次数が3の曲線は滑らかだと種数が1になって有理曲線ではなくなるので，

有理曲線になるためには特異点が必要である．ここで，特異点としては通常二重点だけを考え

ることにする．すると，3次曲線が有理的になるには通常二重点が1つ必要なことが分かり，

それに伴って3次曲線のパラメーターの個数が一般の場合の9から1つ減って8になる．従っ

て，本数を数えるには8個の点を指定すればいいことになり，問題は次のようになる：

問題1．1．IP2の一般の8点を通るnodal　cubicの本数を求めよ．

　これは次のようにして12本であることが分かる：P2の斉次座標を［∬o：町：エ2］とする．8

点が一般の位置にあるので，適当な3次式了1鞠，¢1，琢2），g（苫◎，忽1，苫2）が存在して，上の8点を

通る任意の3次式F（忽◎，¢1，忽2）は（λ，μ）∈C2＼｛｛0，◎）｝を用いて

F（苫◎，政，ヱ2）ニλ了（鞠，司，苫2）÷μ9（司，鍛，苫2）

と表される．このFで定義される曲線が通常二重点を持つための条件は

・農（¢0，出1，⑳2）＋・農（…町…）一い≦・≦・
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を満たす［エ0：町ぱ21∈呼が存在することである．そのようなλ，μが存在するための必要十

分条件は，3行2列の行列
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（難）

の階数が2未満になる様な｛¢◎：町：勾が存在することであるが，これは

糞闇曇曇一ぴ（∂∫　∂9∂∬o’∂¢⑪）≠（軌・）　　（1）

と同値である．ただし，最初の8点が一般の点にあって，上の行列の階数が落ちる点と，（畿，～鶏）＝

（0，0）となる点が一致しないと仮定した．（1）の左の条件を満たす［エo：¢1ぱ2］は2つの4次式

の交点なので16個あり，そのうちで（1）の右の条件を満たさないものは2つの2次式の交点な

ので4つある．従って，炉の一般の8点を通るn◎dal　c1戯cは16－4＝12本である．より一

般に，

欲斉次式のパラメーターの数）一（4＋ 半1L1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　（〔i－1）（d－2）

（滑らかなd次曲線の種数）＝
2

であり，さらに曲線の通常二重点の個数が1つ増えるごとにパラメーターの数と種数が1つず
つ下がるので，次数dの曲線の種数が零になるためには通常二重点がd　12d－2）個必要で，こ

の時パラメーターの数は3d－1個になる．従って，本数を数えるには3∂－1個の点を指定し

てパラメーターの数を零にする必要がある．これを踏まえて，

的＝（一般の位置にある34－1点を通る4次の有理曲線の本数）

とおく、例えば

‥
（　一般の位置にある11点を通り，通常二重点を3つ持つ4次曲線の本数））

　　＝　62◎

となることが，やや長い計算の結果分かる（例えば［10］を見よ）．さらに，

凡＝873孤

となることなども初等的に（つまり，安定写像のモジュライやGromov－Witten不変量の理論

を使わずに）計算されているが，その計算は次数dが上がるにつれて急速に難しくなる．

Gζ◎砲v－W撞孤不変量の理論はこれらの数を効率的に計算するアルゴリズムを与えるのみ

ならず，これらの数が全体としてどういう構造を持っているかを明らかにする．その過程でモ

ノドロミー保存変形や超幾何級数，可積分系などとのつながりも見い出された．それを理解す

る鍵になるのがFmbe滋us多様体の理論である．
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2，Frobenius多様体とモノドロミー保存変形

　Frobenius多様体はDubrovinによって1990年代初頭に定義された対象で，大雑把には接空

間に複素双線形かつ平坦な内積と結合的な積が定義された複素多様体である．Dubrovinは理論

物理学者によって研究されていた2次元の位相的場の理論を公理化することによってFrobenius

多様体の概念に到達したのだが，同様の構造はすでに1980年代から斎藤恭司によって原始形式

の研究において孤立超平面特異点の普遍開析のパラメーター空間の上に見い出されていた［40］．

Frobenius多様体の参考文献としては［111，［13］，［35］，［25］，［26】等がある．

定義2．1．以下の性質を持つ組（M，o，e，E，9）をFrobenius多様体と呼ぶ：

　1．Mは」V次元の複素多様体．

　2．g17万⑭7泌→OMはOM双線形形式．

　3．。：7万⑧7万→OMは万に可換で結合的な積を定義する．

　4．9（Xo｝～Z）＝9（X，γoZ）．

　5．gは平坦，すなわち，　gに対するLevi－Civita接続▽は平坦．

　6．（3，1）階のテンソル▽。は完全対称（ポテンシャル条件（potentiality））．

　7．e∈F（万）は積。の単位元．

　8．eは平坦，すなわち，▽e＝0．

　9．あるD∈Cが存在して，E∈r（7んf）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽▽E　＝　0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　LieE（o）　＝　o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　LieE（9）＝Dg

　　を満たす．

ここで，OMはMの構造層（structure　sheaf），7万は接層（tangent　sheaf），LieはLie微分

である．gを計量（metric），EをEulerベクトル場，　Dを荷電（charge）と呼ぶ．

　上の定義において，全ての構造はMに正則に依存することに注意．例えば，計量gは正則

かつ複素双線形であり，sesquilinearなKahler計量とは異なる．　gの平坦性より，平坦座標と

呼ばれるMの座標｛舌α｝農1がアファイン変換を除いて一意的に存在して

　　　　　　　　　　　　　　　　　9（∂α，∂b）＝ηαb

を満たす．ここで，ηαbはM上の定数関数であり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂・＝死
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である．積。の平坦座標系における構造定数をc；bとおく，ポテンシャル条件は平坦座標系で

書くと，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ∂・（η・・c6、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　丘＝1
がα，b，　c，4に関して完全対称であるという条件である．このことから，あるΦ∈OMが存在

して

　　　　　　　　　　　　　　　　Ση。・・ま。一δ・∂・∂、Φ　　　　　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　兎＝1

が成り立つことが従う．このΦをFrobenius多様体のポテンシャルと言う．

　～ノ，Vξ…r（επd（7云））を

　　　　　　　　　　　　砥x）：＝　E。x，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D
　　　　　　　　　　　　　v（x）・＝▽xEつx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D
　　　　　　　　　　　　　　　　＝▽EX－［E劃一ずx

で定義する．π：C××M→Mを第2成分への射影とする．Mの接束TMのC××Mへの
引き戻しπ寧丁ルfの接続

　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　▽：π㌘M→〆TM⑧r（c××M）

を

　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　▽xγ　　＝　　▽Xγ一zXoγ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　＾　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　▽∂zγ　　＝　　∂zγ一一一ソ（γ）－Zイ（γ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

で定義し，Frobenius多様体の第一構造接続（丘rst　8tructure　comection）と呼ぶ．ここで，　X，γ

はTMの切断の引き戻しで，　zはC×のアアァイン座標である．次の定理2．2はFrob飽ius多

様体の理論の要石である．

定理2．2．▽は平坦．

　証明は略すが，それを見ると▽の平坦性がFτobenius多様体の公理の多くを言い換えている

ことが分かる．この節の最初に挙げた参考文献などを見よ．

　（4）はMをパラメーター空間とするP1上の有理型接続の族と考えることができ，▽の平坦

性（すなわち（3）との整合性（compatibiiity））はそのモノドロミーが保存されていることを表

している．（4）を見ると，この有理型接続は原点に確定特異点，無限遠にP◎incar6　rank　1の

不確定特異点を持つことが分かる．

　ρ∈Mが半単純であるとは，その点における接空間の◎で決まる環構造が半単純である（巾

零元がない）ことを指す．半単純な点の周りでは，局所座標咀，＿，Ψが存在して

＆◎∂5＝δ巧∂」，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

‥Σ畦　　　　　　　　　　　　（6）
　　　i＝1
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が成り立つ（Dubrovin［11］（3．47），（3．57）参照）．ただし，仇＝☆とおいた．τ≠ゴに対し，

　　　　　　　　　　　　　　9（∂s，∂の　　＝：　9（∂‘，∂）06㌧）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　口（銭◎巧，巧）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　◎

より，∂元と防は直交している．この座標μ1，＿，叫を正準座標（canonical　coordinate）とい

う．正準座標の取り方は叫たちの入れ替えを除いて一意的である．（5），（6）より，叫たちはμ

の固有値として特徴づけられる．0≦φ＜πなるφに対し，原点を通る直線

z＝｛zξ≡…Cla主9（z）＝φ，φ一π｝

は，任意のゴと」に対し，吻とμゴを通る直線が」と直交していないとき，許容できる（admi88ible）

と言われる．許容できる直線Zに対し，十分小さな実数ε＞0を取って，原点を通り，↓とのな

す角が一εから÷ξの間にある全ての直線が許容できるようにできる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

図1：角領域

ここで，

　　　　　　　　　Dごig鯖　＝　｛之∈c｛φ一π一ε＜arg｛彦）〈φ十ε｝，

　　　　　　　　　　Dl，f・＝｛パqφ一ε＜a噺彩）＜φ＋π＋ε｝，　　　　（7）

　　　　　　　　　　D＋ニ｛パClφ一6＜arg（z）＜φ＋ε｝，

　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

と定義し（図1），▽に対する平坦切断の方程式▽γ綴◎を考える：

　　　▽xγ一zX◎γ　＝　0　　　　　　　　　　　　　（8）

仇y－ ；・（γ）一μ（γ）一・　　　（・）
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　Frobenius多様体Mの半単純な点p∈Mを一つ固定し，その点において，方程式（9）をP’1

上の微分方程式として考える．ρにおける平坦座標を｛£。｝㌫1，正準座標を侮｝廷1とすると，

こ抽は接空間の基底｛轟｝島と｛轟｝是1を定める・ここで・行獅を，前者の基底と後者

を正規化した基底の筒の変換行列とする：

，（顯）☆ξ鴫・

Ψはρの関数で，zには依らない．

補題2．3（Dub宮ovin［13］るem頁1a　4．3）．微分方程式（§）の形式基本解簸◎ma▲（⇒で，

　路。，m。1（・）＝ΨRe仇，

　　　丘（・）＝（1＋色幸誓＋・・・，

　　　　　　　　　　　z　　　z
RT（一2r）R（z）＝　1

を満たすものがただ一つ存在する．ここで，びは正準座標陶たちを成分に持つ対角行列び＝

diag〈晦，＿，匂めで，・Tは行列の転置を表す．

　微分方程式（9）が無限遠で不確定特異点を持つので，この形式解｝争。rmal（Z）は収束しない．に

もかかわらず，角領域D，lg抽とD1ぬでそれぞれ定義された真の解玄1§祉（z）と｝7砲（z）で，各々

の定義域において彩式解y観㎜al（z）に漸近するものがただ一つ存在する：

耳ight／1，ft～y｝・・m・l　a3　z→。。　in　D，ight／1，ft・

これら二つの真の解は共通の定義域D＋において同一の線形微分方程式を満たすので，線形変

換で互いに移り含う：

　　　　　　　　　　　　　巧。ft（Z）＝鷲ighも（Z）5，　Z∈D＋・

この行列5「をSt◎kes行列という｛131．モノドロミ～保存変形はPainlev6方程式と深く関係し

ているので，Frobenius多様体もPainlev6方程式やその一般化と関係がある．特に，　Painlev6

VIとの関係については｛351が詳しい．

3Gromov－Witten不変量
　XをC上の滑らかな射影的多様体とする．（（o恒，＿み）），ψ）が種数gの抱点付き曲線

からXへの安定写像であるとは，0が算術種数gの高々通常二重点のみを持つ完備な代数曲

線で，（z1，＿，Zn）がその上の順序付けられたη点，そしてψlC→Xが正則写像であって，

（（〈フ，（z1，＿，z抱）），ψ）の自己同型群が有限であることを指す．このとき，ψ。｛0］∈、酌（X；Z）を

ψの次数という．》豆g，π（X；β）を種数gのn点付き曲線からXへの次数βの安定写像のモジュ

ライ空間とし，

　　　　　　　　　ev・　旭パx；β）　一→　　 xπ

　　　　　　　　　　　　　　　w　　　　　　　　　　　　　　　　　　w

　　　　　　　　　　　　（c，（z1，…　　，zη），ψ）　ト→　（ψ（z1），＿．，ψ（zη））
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を評価写像とする．京鯉（X；β）が次元

（1－・）（・・m・X－・）十＋・

の滑らかな多様体になる時，Gr◎m◎v－W蹴頭不変量は

　　　　　　　　　　　　　　〈∫o，π，β〉：∬＊（x；Q）⑳n→Q，

　　　　　　　　〈石，。．β）（・1⑭…⑧・・）一ら，，綱）・v＊（・・⑭…⑭・・）

で定義される．ここで，K瓢登e癒同型澄＊（X；⑨働ざ遅事（X羅；◎）を使ってα1⑭…⑧輪を

∬＊（Xπ；Q）の元と見なした．一般にル｛g，n（X；β）は滑らかではなく，その次元は（1－g）（d三mcX－

3）一万ωx＋ηより高い．そのような場合でもGromov－Witten不変量は上と類似の式で定義され

るが，積分すべきサイクルが万g，π（X；β）の基本類ではなく，仮想基本類（virtual　fundamental

cl品s＞と呼ばれるホモロジー類になるなど，技術的により複雑になる．詳しくは間，｛341等を

見よ、

　｛鶏｝±言を富（x；（c）の基底，｛婦縫61を対応するぼ＊（X；C）の座標とする．宅∈1fk（X；C）

の時degち＝丘とおく．ここで，乃がHO（X；C）の基底になるように｛百｝錐言を取っでおく．

　　ハしユ

ツーΣ級
　　輌＝§

とおいて，次の｛‡《｝さ61に関する形式巾級数Φ（7）をGromov－Wittenポテンシャルと言う：

Φ（7）＝£Σ撒〈転β〉（γ・・）．

　　　鶏撫oβ∈」晦（尼z）

以下，符合による煩雑さを避けるためにXの奇数次のコホモロジーは零とする．α＝（αo，＿，αN＿1）

を多重添字，回＝α・＋…＋α牛・，α！＝α・！…α礼1！，Tα＝婿゜⑧…⑧字品壼α＝

堵o－・‡㌃巴1とおくと，

：〈転β〉（⑧九）一Σ（｛ぷβ〉（T・））三

　　　　　　　國＝π

となり，ΦがGrom⑪v－Witten不変量の母関数であることが分かる．

定理3．1（例えば［471定理6．94）．Φをポテンシャル関数としてH＊（X；◎の原点の形式近傍

｛こ路◎beniu§多様体の構造が定まる．

　つまり，Gromov－Witten不変量は写像の次数ごとにばらばらに存在しているのではなく，全

体として（つまり母関数を考えることによって）Xのコホモロジー群ぼ＊（X；C）に構造を与

える．特に接空間に積構造が入るが，コホモロジー群H＊（X；（C）がベクトル空間なので，点

ρ∈甜（X；C）における接空間もH宰（X；C）自身になり，結局H＊（X；C）にH＊（X；◎でパラメ

トライズされた積構造の族が存在することになる．Gr娠ov－Wi洗n不変量の公理を使うと，こ

の積構造がコホモロジ～群に入る通常のカップ積の変形になっていることも分かる．コホモロ

ジ～群にこの積構造を入れたものを量子コホモロジーと呼ぶ．さらに，Frobenius多様体の計
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　　量gはコホモロジー群のPoincar6　pairingで与えられ，そのことからコホモロジー群のC上の

　　ベクトル空間としての座標が平坦座標であることが従う．単位ベクトル場は

．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eニ1縞・

　　Eulerベクトル場は

　　　　　　　　　　　　　鴫（1一竿暁▲憶

　　荷電はz）＝2＿磁mぐ2ζとなる．ここで，匂∈Zは

　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（TX）一Σ明

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　degち＝2

　　で定義される．ただし，¢1（TX）はXの接束TXの第1Chem類である．

　　　勉：炉の場合，万墳（X；C）は3次元であり，その座標を

　　　　　　　　　　　　　　　君o　＝完　［皿））2］，　　　ε1　＝　［‘］，　　　‡2　＝　［P司

　　とする．ここで，［P2］は基本類，［ηは直線，［p司は点のホモロジー類であり，ホモロジー群の

　　元をコホモロジー群の座標と見なした。この時，Gr◎m◎v－Witte旦ポテンシャルは

　　　　　　　　　　　・（・・醐＝；（堵・・＋…1）＋曇ぽ（、…；1），，

　　荷電はD＝0，Eulerベクトル場は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　∂　　　∂
　　　　　　　　　　　　　　　　8＝参・砺一z・莇＋3冨

　　となる．ここで，1陥は（1）に現れた一般の3d－1点を通るd次の有理曲線の本数である．量

　　子コホモロジー環の結合律をGromov－WittenポテンシャルΦについて書くと，

　　　　　　　　　　る轟抽晶ザる∂轟諸，蒜

　　となる．これをWDVV（Witten－Dりkgraa£Ver1三ndeMrlinde）方程式と言う．ここで，（ηαb）α，6

　　は（ηαb）α，bの逆行列であり，ηαbはコホモロジー群のPoincar6　pairing（η02＝η20＝1，η11灘1，

　　残りは零）である、これを展§§すると1陥に関する漸化式

　　　　　　　面∵怠硫（吋盤）一・1吻（当）

　　　　　　　　　　d1，d2＞0

を得る．ここから1陥は帰納的に求まる．Φが求まると，（2）によって灘子コホモロジーの積の

構造定数が決まる．ここで，句＝ら＝◎と特殊化すると，量子コホモロジーは

　　　　　　　　　　　　　　Q∬＊（］P2）＝c四／（丁卜・‘1）
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と単純になる．一般に万2（X）に対応するパラメーターだけを残して残りを零にした時の量子コ

ホモロジーを小量子コホモロジ～（small　quantum　cohomology）と言い，これに対応して，全

てのパラメーターを残した量子コホモロジーを大量子コホモロジ～（big　quantum　cohomology）

と言う．Kontsevich－Maninのreconstruction　theorem［30］により，全コホモロジー環∬＊（X）

がH2（X）で環として生成されているとき，大量子コホモロジー｛ま小量子コホモロジーから復

元できる．

G蹴nov－W能nポテンシャルは種数が零のG’灘ov－Wi絶n不変量の母閲数であるが，全て

の種数についての母関数を取ることもできる．ここでさらに，2次元の位相的重力理論との結

合（gravitational　descenda漁tの理論．例えばCox－Katz［91の10章を見よ）も込めて考えると，

KdV階層や戸田階層などに代表される独立変数（時間）の個数が無限大の可積分系や行列積

分との関係が生じる．江ロ堀一Xi皿gによるVirasoro予想もこのことと関係する．例えば［43］，

［311，［18］，［17］，［161，｛14］，〔231，｛221，［36］，［371等を見よ．

4　連接層の導来圏とStokes行列

　シンブレクティック幾何を前面に押し出さず全く代数幾何的に定義することもできるが，

Gτom◎ピW三出n不変量は実はシンプレクテイック幾何的な不変量であり，考えている多様体

の複素構造には依らない．すなわち，今まで議論してきたのはシンプレクティック幾何であっ

た．さて，XをC上の滑らかな射影的代数多様体とすると，1億hler形式によってXをシンプ

レクティック多様体と思うこともできるが，Xを複素多様体と思、って連接層の導来圏を考える

こともできる．連接層の導来圏は多様体の複素構造に強く依存し，特に多様体の正準束もしく

は反正準束が豊富なときは，連接層の導来圏から元の多様体が復元できる（つまり，複素構造

が一意に定まる）ことが知られている［8］．ここで，射影空間やGrassmann多様体を含む特別

なクラスの多様体に対しては，以下で定義されるexceptional　collectionと呼ばれる非常に特別

な性質を持った連接層の導来圏の三角圏としての生成元が存在することが知られている（例え

ば｛41，｛391，12§］，｛38］等を見よ）。

定義4ぼ．　1．三角圏の対象εは以下を満たすときexceρぴona茎と呼ばれる：

　　　　　　　　　　　　　　　醐・）一｛㌫3：

　2．三角圏の対象の順序づけられた集合（ε‘）江1がexceptional　collectionであるとは全ての

　　亀がexceptionalでExtKぴ，εゴ）＝0が任意のτ〉ゴとんに対して成り立つことを指す．

　連接層の導来圏と量子コホモロジーのStokes行列に関して，　Kontsevich，　Zaslow［45］，　Dubrovin

｛121らによる次の予想がある：

予想4．2．滑らかな射影釣代数多様体Xの量子コホモロジ～が一般の点で半単純であること

の必要十分条件はXの連接層の導来圏D占c◎11（X）のexceptめnal　c◎1至ect輌◎n（己）塁1が存在し

て，がcoMX）が（εc）是1で生成されていることである．この状況で，　Xの量子コホモロジーの

Stokes行列5は乙たちの間のExtのEuler数で与えられる：島ゴ＝Σた（－1）㌔im　Ext㌣ε‘，ち）．

　この予想は，Xのシンプレクティック幾何とXの複素幾何の間に不思議な関係があることを

主張している．この予想は，Dubrovin［131とGuzzetti［24］によって射影空間の場合に成り立
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つことが知られていた（Dubrovinは次元が2以下の場合，　Guzzettiは一般次元）．彼らの証明

は射影空間の量子コホモロジーから定まる謬方向の微分方程式（9）の解である超幾何級数に対

するBame§型の積分表示

　　　　　　　　　　£工蝿戸㌧・味1一

を使う解析的なものである。我々の結果は以下の通り：

定理4．3．予想4．2はトーリックdel　Pezzo曲面とGrassmann多様体に対して成立する．

我々の証明は幾何学的であり，ミラー対称性を本質的に使う．実際，上の定理4．3のトーリッ

クde▲Pezzo曲面に関する部分は次のホモロジー的ミラー予想（［321を見よ）の系である．

定理4．4．トーリックdel　Pezzo曲面Xに対し，そのミラーをWとすると，三角圏の同値

Dbc・hX竺D6趾→W．

が存在する．

　定理43のGrassmann多様体に関する部分はトーリックdel　Pezzo曲面の場合とは違い，

Ho’i－Va£a予想128］（Be蹴am－Ciocan－F◎砿a垣蕊e－Kimの定理［5Pを使う．これによって，予

想4．2はA．N．　Kirillovによって証明されたYoung図式の組み合わせ論的な恒等式に帰着する．

5　トーリックFano多様体のミラー対称性

　Σ⊂2v竺zπを扇，　xを対応するトーリック多様体とする．　xはコンパクトで滑らかなFano

多様体であると仮定する．Σの1次元錐の生成元を侮｝窪『，仇＝（仇1ジ・・，um）∈znとする．

ルfニHom（N，　Z）とおくと，完全列

0→M→Z九＋「→∬2（X，Z）→0．

がある．ここで，写像M→ZπヤはM∋m・→（m（uτ））雲『∈Z爲靭で定義される．百2（X，Z）

に適当な基底を入れてZ「と同一視し，これによる（5）の三つ目の矢印を行列要素を砺、とお

く．ただし，《は㌘甘の添字で，ぴは丘2（X，Z）の添字である．

　さて，代数的トーラス2r＝（C×）n＝SpecCb剖ぴ1上の正則関数Wを

　　　　　　　　ひさア
w（・1，…，・・）・一Σ4・・｛三1…・算｛・　　　　　　（10）

　　　　　　　　‘ニ1

で定義し，Xのミラーと呼ぶ．硲∈C，　i＝1，．．．，η十アを一般に選ぶことによって全ての臨

界点が非退化になっていると仮定すると，Wの臨界点の数NはKOuchnirenkoの定理［331に

よって魁｝二1の凸包の体積のが倍（つまり，n単体の体積を1と数えたときの凸包の体積〉，

すなわちΣたdim　H㌣X，町に等しい．　Wの臨界点を｛PI｝農1とおく．　Zの完備なK5hler計量

（例えばΣ》dlog　bd〈darg∂を一つ固定し，一般の屍∈Cに対し，兜e（W／庵）のρiに対す

る不安定多様体（つまり，残く卿旬の勾配ベクトル場で流したときに，時間が一。。での極限

がρ、になるような点の集合）をEと呼ぶ．島のWによる像は臨界値W（ρ∂から出る偏角が
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π＋arg㈹の半直線であり，この半直線上の点pにおけるファイバーは，この半直線に沿って

消滅するW－1（ρ）のサイクルである．図2はある臨界値W（pけの付近でのWのファイバーの

様子を表している．臨界点が非退化なので，この周りでWを2次式で近似すると，臨界値の

上のファイバーは特異な2次超曲面であり，その近くの正則値の上のファイバーはそれを変形

した滑らかな2次超曲面である．滑らかなファイバーの上の点線で書かれたサイクルは，特異

ファイバーまで平行移動すると潰れる消滅サイクルであり，位相的にはη一1次元球面と同相

になっている．この消滅サイクルをW（p∂から出て澱e｛▽周が小さくなる方向に伸びる半直

線に沿って並べたものがFiである（図3）．

図2：W（P∂の近くでのWのファイバ～　　　　図3：p‘に対する不安定多様体ri

この巳を用いて，｛¢け控rと力の関数毛，‘＝1，＿，Nを

毛一
∫，・紳確旨ill念妬

　　　ε

で定義する．測度
d佑1〈…　〈（壮π

¢ズ“ε灘九

がトーラス（C×）nのぴへの自然な作用

（C×）n∋（α1，．．．，απ）：（苫1，．．．ぼπ）吟（α1¢1，．．．，αrのπ）

で不変なので，戊＝1，＿，πに対し

とおくと，

　　　　　　　　　　　　　　　易1《＝◎，　1≦∫≦η，　　　　　　　　　　　　（11）

を満たすことが分かる，さらに，α＝1，．．、，rに対し，

叫一
蕊（・晶）㌻蕊（・姦）w

と定義すると，任意のi＝1，＿，」Vに対し，毛は

〔コατ2＝0，　　α＝1，．．．，r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
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を満たす．（11），（12）はGelfand－Kapranov－Zelevinskiによるメ超幾何微分方程式系［20］と密

接に関係している．

　さらに，変数姦と宥，工＝1，＿，nに次数1を，変数債，毫＝1，＿滉＋アには次数deg佃）＝

一〃i1－…－umを与えると，汐声は次数が零の同次多項式になるので，

1・鑓軸晶14－・

が成り立つ．変数‡1，．．．，¢．を

・xρ｛老。］づ㍗・…¢撫「冷

で定義する．（11）より，毛はτ、たちを通してしかα6たちに依存しないので，以下では万をε。

たちの関数と思うことにする、

定理5戊（Give砿己［21D．　Xを上のようなトーリックFano多様体とすると，」v個の2ア÷1

変数多項式｛几｝ぱ三1が存在して，i＝1，＿，1Vに対し，

　　　　　　　　　　儀一（兀（互晶・…，方貴・・¢㍉…・・㌔・乃）り：

と定義すると，｛Φ元｝±石1はXの小量子コホモロジーに対する第一構造接続の平坦切断のなす

ベクトル空間の基底を与える．

　ここで，！1・量子コホモロジーに対する第一構造接続とは，H串（X，　Z）をGromov－Wittenポテ

ンシャルによって駈obenius多様体と考えたときの第一構造接続▽を∬事（X，　C）×C×の部分

多様体日2（X，C）×C×に制限したものを指す．また，接束を平坦座標によって自明化して切断

を］V個の関数の組で表しており，さらにここでの方は（4）でのzと克＝V彩で関係している．

これらの平坦切断たちからXの小量子コホモロジ～は復元でき，さらに3節の終りで言及し

たKontsevich－Maninの定理によりトーリック多様体の大量子コホモロジ～は小量子コホモロ

ジーから復元できる、大量子コホモロジーの構造定数は種数零のGmmov－W垣e嚢不変量の母

関数から決まっでいるので，結局（10）で与えられる代数的ト～ラス（C×）π上の関数Wから，

Xの種数零のGromov－Witten不変量が全て求まることになる．これがGiventalの定理の意味

であり，Xのシンプレクティック幾何的な不変量をXのミラ～Wの複素幾何的な量で表すと
いう意味でのミラー定理になっている．｛21，｛441，｛15］，｛281及び［27］も見よ．

　このGiventa1の積分表示からStokes行列を求める方法を議論しよう．簡単のため，臨界値

はコm［W（ρ1）1＞コm［W（p2）］〉…〉コm｛W（ρN）1を満たすとする．ωαを

　　　　　　　　島（福，…，・晶…㍉一・，・・，・）・細一輌桝・

で定義すると，

転㈹一
ム㈲・ξ腺ぬ（・）血1£1；；竺

となる、鞍点法（停留位相近似）によって，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

転㈹ぷ・
煮隠伽）6［也・（δ蒜ω）硫（1＋・㈹）・
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である．ここで，W（ρ∂がFrobenius多様体の正準座標である（すなわち，　Ui＝ワγ（ρのであ

る）ことから，右辺の展開を先まで続けると，まさに補題2．3に現れる形式解を与えることが

分かる．

　さて，上の積分Φαε㈹の積分サイクルは不安定多様体rゴ㈹であるが，r，㈹はz（あるい

は庵瓢1／z）を動かすと，i番目の臨界値W（p∂から出る偏角π＋arg㈹の半直線が他の臨

界値W（p∫）を横切るとき不連続に変化し，大域的には正則関数を与えない．そこを越えて正

則な積分表示を得るには，相対ホモロジ⇒こ対するGau§s－Ma証接続を使えば良い．積分に

使うサイクルF‘㈹は中間次元の相対ホモロジー仏（（C×）π，施［W／司《0）の元であるが，

Hπ（（C×）π，質¢［W周《0）をzに関して並べたものはz上の局所系を与え，この局所系に対

応する平坦接続をGau§s－Mamn接続という．このG領§§－M餓m接続に関して平燈な切断を

積分サイクルとして使うと正則な関数を得るが，Gauss－Manin接続はモノドロミーを持つの

で，大域的な平坦接続は存在せず，z平面を適当な領域に分割しなければならない．また，鞍

点法によって漸近展開を得る事ができるのは積分するサイクルが不安定多様体の場合だけで

ある．それ以外のサイクルにおける積分の漸近展開は，不安定多様体たちを相対ホモロジー

の基底に取って，積分サイクルをそれらの線形結合で表すことによって求められる．ここで，

党¢［W（ρ‘）／司く鰍e｛W（ρ」）／司の時，ΦαiはΦαゴに比べて指数的に小さいので，漸近展開におい

て無視できることを考慮にいれると，z＝1における不安定多様体を，左半平面を少し大きくし

た角領域｛z∈C×1π／2一ε＜arg（z）＜3π／2＋ε｝にGauss－Manin接続に関して平坦に延長し

たものは，虚軸が許容できる限りにおいて，補題2．3にある形式解に漸近する．同様に，z＝－1

における不安定多様体を右半平面を少し大きくした角領域に平坦に延長したものも，その角領

域で同じ形式解に漸近する．彩＝1における不安定多様体をGauss－Manm接続でz＝vqま

で平行移動したものをFゴ，，lght，忽＝－1における不安定多様体をGauss－Manin接続でβ＝百

まで平行移動したものをr畑ftとおく（図4）．

㌦・ight「3，㊥F2，・ight　r1，・三gh毒℃1，】・f凸，！・ft　F3，1・ft「Nぷ

コm

’　　　ξ
怖・）／　’　　，〆　　　　　∫

で『晒、）　～

’

・　ノ　琉
゜　　　　ノ
・　　　ノ

ノノ

w（Plv）

図4：z＝vqにおけるサイクル

一 104一

13



この時Picard－L¢fschetz理論により，X＝1，．．．，1Vに対し，

　　　　　　　rτ，left＝F元，right－（oε，ぴ＿1）F‘＿1，right－・一一（C‘TO1）F1，ri葛ht，

が成り立つ．ここで，（G，（扮はぴと陽の交点数である．被積分関数にモノドロミーがない

ので，Stokes行列はこれら二組のサイクルたちの変換行列で与えられる：

場一

6　深谷圏

　WをC上の滑らかなアファイン代数多様体Z上の正則関数とする．このようなWの臨界点

の近傍での振る舞いの研究は特異点論の重要な一分野をなす．典型的な研究対象としては，置

の消滅サイクルや，Milnorファイバーのコホモロジーの混合Hodge構造，対応する周期写像

等がある．例えば国を見よ．通常は消滅サイクルを単にホモロジー類としてしか考えないが，

ZにK紘呈er構造が入っているときには，　KahleΣ計鍛に関する勾配ベクトル場を使って消滅サ

イクルを部分多様体として実現できる．このとき，消滅サイクルはK訪泌形式がW　1繊に

誘導するシンプレクティック構造に関してLagrange部分多様体になっており，　Floerコホモロ

ジーを考えることによってより精密な情報を得ることができる．これがSeidel｛411らによる完

全M◎どseファイブレーションの深谷圏の理論である．特異点のシンプレクティック幾何的な研

究はArnoldに始まる．

　シンプレクティック多様体とその高々可算個のLagrange部分多様体が与えられたときに，

対応する深谷圏とは，対象の集合がこれらのLag頚nge部分多様体たちで，それらの問の射が

Lagrange部分多様体のFloer複体であるような、4。。圏である．｛191．まずA。。圏の定義を思い

出そう．

定義6．1．．4が、4。。圏であるとは，対象の集合ξ）§｛W）が与えられていて，任意の対象c1，　c2∈

◎b（ぷ）に対し射の空間と呼ばれるZ次数付き複素ベクトル空聞homメ（C1，C2）が定まり，任意

のん＋1個の対象｛q｝乞oに対して射の合成と呼ばれる線形写像

m為：加m．4（句，¢ζ）｛薄⑭…Oh◎m逓（c妄1，c女）｛1］→h◎mA（（袖，c女）［11

があって，任意のん個の射α↑∈homメ（（X＿1，め，α＝1，＿沸に対してA。。関係式

　　　　　　　　とぽ　　た
　　　　　　　　ΣΣ（－1）de＋…＋deg隅m・ぷ・1（・・o…⑭

　　　　　　　　‘＝oゴ＝ξ十1

　　　　　　　　　　⑧mゴーi（αi＋・⑧…Φα」）⑭αゴ＋1⑧…⑧αん）＝0・

を満たしているものを言う．ここで，庵の次数を数えるときのベクトル空間の次数は，ずら

したあとのものを取る．つまり，α∈びにたいし，αのγ［1］での次数はdegα＝↓－1である．

m1の2乗は零なので，それのコホモロジーを考えることができる．これを

H㈱え（c1，e2）：＝♂（homA（c1，ε2），w）

と書く．
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．4。。圏の典型的な例は次数付き微分圏（di眠rential　graded　category）である：

定義6．2．Cが次数付き微分圏であるとは，　Cが圏で，任意の2つの対象c1，c2∈Db（のに対

し，射の集合homc（c1，c2）がZ次数付き複素ベクトル空間で，微分と呼ばれる次数1の線形写

像d：homc（c1，c2）→homc（c1，c2）で2回合成すると消える（∂。∂＝0）ものが定められてお

り，任意の3つの対象c1，c2，c3∈Ob（のと，任意の射τ∈homc（c1，c2）とy∈homc（c2，c3）に

対し，Leibniz則

　　　　　　　　　　　　　d（四）＝d⑳・y＋（－1）deg苫苫・吻

を満たすものを言う．ここで，¢・y∈homc（c1，c3）は射猛とyの合成である．このようなCは

m、（の）ニ（－1）deg瑠，

m2（・，　y）＝（－1）deg¢（deg・＋1）四，

　　m鳶　＝＝　0，　fbrた＞2

によってA。。圏になる．

　さて，ZをKahler構造を持つアファイン代数多様体，　W：Z→Cをその上の正則関数とす

る．（Cの中の経路c：［0，11→CとW（p）＝c（0）を満たすような任意の点ρ∈Zに対し，pから

始まるcの持ち上げε：10，1】→Zが，ZのKahler構造を使って，微分が常にWのファイバー

の接空間の直交補空間に入っているという条件によって定義される．

　臨界点の集合に適当な順序を入れたものを（p∂江1とする．原点はWの正則値であると仮定

する．（Q）江1がdistinguished　set　of　vanishing　pathsであるとは，各烏：［0，1］→CがCの滑

らかな経路であって以下を満たすことを指す：

1．c6（0）＝0，　c6（1）＝W（ρ∂．

2．窃は自己交叉を持たない．

3．Ciとcゴの像は原点でのみ交わる．

4．c；（0）≠0．

　5．arg（・）の適当な分枝をとるとarg　c；＋1（0）くarg　c；（0），‥1，＿1V－1，とできる．

distinguished　set　of　vanishing　paths（勾廷1に対し，対応する消滅サイクル（vanishing　cycles）

（0τ）2⊆1カざ

　　　　　　　　　　　　o－｛P∈W－1（0）囎ら（¢）－P・｝・

によって定義される．これらはW－1（0）にZのKahler形式の制限によってシンプレクティッ

ク構造を入れたとき，W－1（0）のLagrange部分多様体になる．

　深谷圏を定義するには，Zと各消滅サイクルに余分の仮定と構造を付け加えなければならな

いが，技術的になるので省略する．従って，次の定義はそのままでは不正確である．詳細は［41］

を見よ．

定義6．3．アファインKahler多様体のZ上の正則関数Wの有向深谷圏（directed　Fukaya

category）3uPWとは以下を満たすA。。圏である：

一 106一
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●対象の集合は消滅サイクルである：

◎b（害uゼw）＝（（フ1，＿．CN），

●αとqlの間の射は

㎞　醐）一
｛ζ㌫一i三；

で与えられる．

●対象の集合（G。，…，α、）と射の集合ρzξ（㌃、∩（％に対し，射の合成叫は

叫（ρ・，…，煽一　Σ　　孝双・÷・（α。，…，〈吉、；P・，…疏）P・

　　　　　　　ρo∈Ozo∩C％

で与えられる．

　ここで，刀k＋1（αo，＿，0‘k；Po，＿，pDは以下を満たす組（（D2，（20，＿，2k）），ψ）のモジュラ

イ空間M女÷1｛0‘◎，＿，C柘卸，＿，ρ司の安定コンパクト化である：（D2細，＿蚕））は閉円盤

X）2＝移∈C川zl≦1｝とその境界∂D2の上の反時計回りに並んだん＋1個の点の組で，

ψ：D2→W－1（◎）はψ債D2）（：αξ及びψ（ZD＝ρ1を任意の1に対して満たす正則写像であ

り，組》豆丘＋1（CgO，…　，0玩；PO，…　，ρκ）の自己同型群は有限である．ここで，勾とz‘刊で挟まれ

た∂D2の区間（ただし，ぴ＋1＝20とする）を∂μ）2とおいた．

　概正則写像のモジュライ空間の定義には微妙な点があり，μ糾1（C輌◎，＿，C痴麹，＿，ρ∪は

一般には多様体ではないが，「角付き倉西構造」を持ち，その上の「点の数」

券ルt糾1（α。，＿，（ア拒ρo，＿，ρのには意味がある．孝ル｛糾1（己。，＿，白見；ρ◎，．．．，ヵ勾は

ぶmフぼ解1（αo，＿，C玩；Po，＿，秩）≠0の時零になる．

　「有向」と呼ぶのは，イ〉ゴに対しhom3uわw（¢，（弓）ニ⑪であることによる．　Seidel［411は

消滅サイクルの逝s甑gu融ed　ba話の取り替えによる有向深谷圏痴ピ壬Wの変化がRばakovら

（｛391を見よ）の意味でのmutationであることを示した．特に，有向深谷圏の導来圏は消滅サ

イクルのdistinguished　basisの取り方によらずに定まる．

7　トーリックdel　Pezzo曲面のホモロジー的ミラー対称性

　φ：γ→P2をP2の一般の位置にある3点ρ1，ρ2，ρ3における爆発，」ワ1，　E2，　E3を対応する

例外曲線とする．yはトーリックdel　PeZZO曲面で，しかも他の全てのトーリックdel　Pezzo曲

面はyのbl◎w－downで得られる．

・－ 107一
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u4

η2　　　　　U6

ぴ3　　　　　ガ5

U1

u1　＝　（1，0），

u2　＝　（0，1），

u3　＝　（－1，－1），

り4　＝　（－1，0），

u5　＝　（◎，－1），

U6　＝　（1，1）．

図5：γの扇の1次元錐の生成元の凸包

　Beilinson［4］とOrlov［38］の定理を組み合わせることによって次が得られる：

定理7．1．

　　　　　　　　　　　　　　C＝（ε1，ε2，ε3，ε4，ε5，ε6），

　　　　　隻：賜認5エL2：舞認一11’㍍：il（－1）同’　（・・）

とおくと，εはexεeρ毒i◇刀a茎¢磁ecti◎且であり，　D参coh｛γ）を生成する．

　ここで，OE，1－1）は疏を禽に持ち，易≡騨上では超平面層OPI（1戊の双対，砕2〈1）は炉

の余接層に，呼の超平面層Op2（1）をテンソルしたもの，　Op2（－1）はOp2（1）の双対，同は複

体の次数をずらす作用素，そしてφ＊は引き戻しの左導来函手である．CがDbcoh（γ）を生成す

るとは，Cを含むがcoh（γ）の最小の部分三角圏が全体と一致することを指す．　Cの元の間の

Extは，米田積の構造も込め℃全て具体的に計算できる．

　次にミラーの深谷圏を計算する．Yのミラーは代数的トーラス（C×）2＝Specq¢，ヅ1，y，　y｛1］

上の正則関数

　　　　　　　　　　晦，y）＝q、。＋¢，y＋旦＋坐＋隻＋卿　　　　（15＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　露y　　ヱ　　y
である（（拍）および図5を参照〉。Wの有向深谷圏害滋→Wは一般の亀の選び方によらない．

我々は以下の図を書くのに（91＞《Z2参く～3，44，〈海う（Z6）＝（1，1，1，0．2職O．25，0．3）を使った．　W－1（0）

はアファイン楕円曲線であり，無限遠点を6つ付け加えることによってコンパクト化できる．

図6にWの臨界値と我々の使った消滅経路のdistinguished　setを記す．図7は対応する消滅

サイクルである．

　図7において，向かい合う辺は同一視されて全体としてトーラスをなす．白丸は（C×）2がコ

ンパクトでないために抜けている点である．mたはk＝2の時のみ零でないことが図7から分
かる．

定理7．2．任意のτ，フニ1，．．．，6に対し，Cベクトル空間としての同型

　　　　　　　　　　φ炉H◎mD白ぬIY）｛εε・亀）→H◎叫縫ピw（Cε・〈ろ）

が存在して，以下の図式を可換にする：

　　　　　｝1◎mD6coh（γ）（ε《，ε戊）×H◎mDbcoh〈γ）（ε」，ε鳶）　一一一一今　｝｛omDbcoh（Y）（εε，εん）

　　　　　　　　　　　　　　1…×φ・・　　　　⊥・・　　（16）

　　　　　H・m3．セ→レγ（α，（万）×H・m3．ε→w（0ゴ，σん）一一→Hom31、ξ→w（α，Cた）・

一 108一
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　　C4

¢3 句

C2

Cl

　　　　　　　　　C6

図61消滅経路のdistinguished　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／　　＼　O　．／　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　、㌧　　　　，／

◎　　／　　．〉ζ　　／
　　　　　　　　　　　　　　　／　　　　　　，／　　　’、　　　　　　1

　　　　　㌔　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　／　　，／
　　　　　　　㌧、　／　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！　，／

　　　　　　　　　酩　　　　o　　　！♂／

　　　　　　　　　／　㌧　　　　　　　　　　　　　　，／　ノ
　　　　　　　　！　　　㌔⑱　　　　　　　　　，／　　　ノ

　　　　　　　ノ　　　　　＼　　　　　　　，／　　　　1

　　　　　／　＼／／　／　　・
　　　　ノ　　　　　　　，／・、　　　　　　　1

　　　ノ　　　　　　．／　　　㌔　　　　　　！　　　、
　　！　　　　，／　　　　　　　㌧、　　　　！

／　　．／　　　　　　　　　　＼　　　！
　　　φ／　　　　　　　　　　　　　㌔〉　／
シ

03

σ1

α

図7：W－1⑩〉の中の消滅サイクル
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　証明は「塗り絵」である．［42］を見よ．

通常，．4。。圏の導来圏はtwisted　complex［6］を使って構成される．しかし，我々の苫uセ→W

はた≠0に対してhom‖uピpγ（q，防）＝0かつ丘≠2に対してmん＝0という強い条件を満た

しているので，そうする代わりに以下の定義を採用できる：

定義7．3．AニΦ垣H◎m碑Wγ（Q，（沿を加t垣m◎rphlsm魂ebraとする．有向深谷圏の導来

圏D恒漣→Wを代数、4上の有限次元右加群のなすアーベル圏の導来圏D参（mod－A）として定

義する．

我々の主定理は以下である：

定理7．4．三角圏の同値

Dbcoh（γ）竺Db｛ヲuセ→W

がある．

Proo壬定理7．2により，

　　　　　　　　　　　　　　但㊥溺・mD・C。h（γ）（㊧，ぴ）

である．これとBondaパ71の定理Dムc◎h（y）≡排（mod－（鋤，声om（C，4）））から定理7．4は直

ちに従う．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

系7．5．予想4．2はトーリックdel　Pezzo曲面に対して成立する．

実際，深谷圏の定義から，

（α，（万）＝一Σ（－1）κdimH・m8．w（α，（ろ）

　　　　　　　允

であるのだが（Hom3．官wの次数の定義をしていないが，それを見ると上が成り立つことが分

かる），これと（13）を併せると

5毒　＝　べα，〈ろ・き

　　一Σ〈－1）烏dimH・m§。w（（羨，（ち）

　　　　鳶
　　＝Σ（－1）kdimE・tた（鍋）

　　　　ん

が得られる．
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