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0をC上の種数gの非特異射影曲線，ε1，．．．，輪を0上の相異なるη点とする．このとき

リーマン・ヒルベルト対応により，

｛　　　　E：「ankγ’vector　bundle　OI10（E，▽）　　　　▽：・θ→」Z⑧Ω6（¢1十…十胡lIOgarithmiC　ConneCtiOn｝／一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　重1・1

　　　　　　　　｛GL．（C）－representations　ofπ1（（撒＼｛‡1，．＿，彦れ｝，＊）｝／…峯

という一対一対応ができる．ここで，上の集合は（瓦▽〉をup加elementary　t臓nsfbぎmで考え

ている．8輻くコで佗玩（▽）（弓⊂ξを満たすもの1こ対し，

E：cker（E→司‡ノ↓）

とおくと，▽は君上の接続

▽；E→8⑧Ωε（‡ビト…十‡π）

を誘導する．Eや89C）cぽ）を8のち｝こ沿ったパこよるeleme碇ary仕孤s＆）捻と言い，

（E，▽）～（E，▽）～（E，▽）⑧0ε（ち）と見なしている．

　上記の一対一対応はDeli騨eの理論（14〕）から従うものであるが，これをモジュライ理論的観

点から捉えるのがここでの目的である．つまり，ベクトル束とその上の接続のモジュライ空間

というものと，基本群の表現のモジュライ空間を然るべく定式化してその間の関係を見ること

を目的とする．その記述からある種の微分方程式を導き，特にパンルベ第6型の方程式が得ら

れることについて述べる．

　この内容は齋藤政彦氏、岩崎克則氏との共同研究の一部分である．

1　Definition　of　the　moduli　spaces

　まず接続のモジユライについて考えるが，Riemann－Hilbert対応の記述をわかりやすい形に

するためにも，elementary　transfbrmをモジュライ空間の間の（双有理）変換として捉えたい．

その際，elemantary　transfbm1が自然に定義されるためにベクトル束にparabolic　stmctureと

いう構造を入れることが必要となる．以上を踏まえて以下のような定義をする。

　ηは正の整数，rは2以上の整数とし，　Lは0上のline　blmdle，

▽ジ五→乙⑭ΩL（ち＋・・＋㌔）
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はlogarithmic　connectionとする．

　　　　　　　万：＝｛（¢1，…，旬∈0×…×qむ≠‡ゴ数）r‘≠ゴ｝

　　　　　　　・㍗・一｛（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ一1λ｛‘））；建．、∈c　・e・・（▽・）一Σλ1‘）劔・獅　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ鰍o｝

とおく・（・，・）一（（・・，…み），（・1‘）））・駆A㌍）〈・）をとる・

De6nition　1．1．以下の条件を満たす組（E，▽・，｛ll勾｝；き｝§《，ψ）のことを（t，λ）－parabolic　con－

n㏄tion　with　the　determinat（《1，▽L）と言う：

　1．Eは0上のrankアのベクトル束

　2．▽ε・E→E㊧Ω施＋…刊。）はc・nnecti・n

　3．ψ：（let　E二‡Lは加ri加n栖hs◎mor換ism

4．扉一llちξ㌧…⊃z繧⊃ξ≦‘〉一臆命繭・で，顧バついてd輌mげ／ξ劉＝
　　　・と（…，、1▽・）一λ1？id）（獅⊂ξ異を満たす．

　上の（4）で出てくる61trationのことをparabolic　structureと呼ぶ．これがあるとelmentary

transfbrmationがparabolic　conllectionの間の変換として自然に考えることができる．

　さて，parabolic　connecti⑪n全体のモジュライ空間を考えたいわけであるが，文字通りparabolic

conn㏄tionを全部を考えてしまうと良いモジュライ空間の構造は入らない．まともな空間とし

てモジュライ空間を構成するためには以下の安定性の定義が必要となる．
α一（・｝‘））｛き；き：∈Q・アで，o・・｛’）・…・・舞）・1を硫すものを9・n・・i・に取る・

D・6頑。・・．2．』加U・c鰯ec・i・・（E，▽8，｛茗］‘〉｝，ψ）がα一・t・bl・』．α一semi・t・b菱・）と

1ま，▽8（F）⊂F⑧Ω6（ち十…＋㌔）を満たす任意の§u勒猟dleぶ〈：βに対して

deg　F÷Σ駕戸ξ）di蝋（F輻∩ξ巴1）／（Fiε担撰〉）　く　deg　E＋Σ幻α劉dim（ξ巽1／ξ｝ら

ran鰍（」口　　　　　　　　　　　　　　　　（resp．≦）　　　　　　　　　rank　E

を満たすことを言う．

Theo爬m　1・1・ヨル磐（r，ちゐ）．・αβηe励掘‘3Cんεmθq伽m励CC醐θ顕π3・ル培（ア，t，L）ゴ3

・m・・伽…A［n）（L）吻泌τ・・伽・・拠（・－1）（2（・＋1）（9－1）＋m）．

Remark　1．1．　parabolic　counectionのモジユライスタックについでは｛1］，［21，13］で導入されて

いる．また，モジュライ空間の解析的構成は間でされている．ただ，ここでは代数多様体とし

てモジュライ空間を構成しておくことは重要であること1こ注意しておぐまた｛§iでも類｛以の

モジュライ空間が構成されているが，後のThe荏em　2．1を述べるためにρ叙ab◎転stwetureを

上記に定義した形で導入しておく必要がある．

次に基本群の表現のモジュライ空間について考える．
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Definition　L3．　Rep（0，　t，SLr）：＝正｛om（7r1（0＼｛£1，＿，¢n｝，＊），5Lr（C））／／Ad（5Lr（C））（cat．

eg◎rical　quotie姉〉とおき，これをW（c＼｛毒b＿，‡肴｝，＊）のSLア（C）ii受現のモジュライ空聞と

見なす、

　さて，ちの周りを回るloopを万とする．写像

　　　　　　　　　　　　　Rep（σ，　t，5Lr）一→．4［π）：＃Cπ（「－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔・一（・｝｛））1き；き二、

をdet（忽・id一ρぴ〉）＝ピ÷σ［琶ズづ＋…÷α［㌔＋（－1）7で定義する．

2　Riemann－Hilbert　correspond¢nce

　以下簡単のため（刷c＼｛・、，＿，・。｝，▽る｛c＼｛・、，．．ぶ）竺くo，d）（もτ滅al）とする．　paTab◎滋c◎砿e¢．

6◎n（玖▽8，｛1野Lψ）∈A培〈τ，t，勾に対し，対応するanalyt輌c　e◎nnec鍼◎n▽管を考えると

ker▽穿1c＼｛・、，＿，輪｝はo＼｛‡・，…，㍍｝上のlocally　constant　sheafとなり，π1（0＼｛亡1，＿，ら｝，＊）

の5Lア（C）表現ρと対応する．よって写像

　　　　　　　　　　　　　R」ぼ：ル但（r，t，　L）一→ReP（C，　tβLr）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（刀▽ε，｛ξ1毫〉｝，ψ）ぷρ

が定まる．RHはhobmorphicであるが，　algebraicではないことに注意しておく．写像

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A5π）（L）一→．毎η）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λHa

をn算拒一・xρ（一飯戸獅〉一〆ぬ巴〆一バー＋・P・÷（一・）・で麟する．す在

作り方より図式
　　　　　　　　　　　　　M8（r，　t，L）　一一旦→　Rep（C，　t，5Lr）

　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　！

　　　　　　　　　　　　　　A㌍）（L＞　一一→　　焉n）

は可換となる．

Theorem　2．1．　rど2，η＞0とし，9＝0のときはm－2（ア十1）＞0，9＝0のときはη≧2

と仮定する．さらにαを十分ρεηε仇にとって，α一3励∫8⇔α一se旭3励28力減り立つように

しておく．λト→aと対応しているとき，

　　　　　　　　　　　　　　M8（パ，　L）λ聾Reρ（ρtβ乙。）a

はpmρεr　8uηed⑫¢bimeアoη↓oアρmc　morp厄3mとなる．

Remark　2．1．　1．　aの値により，Rep（0，t，5、乙r）aは特異点を持つことがある．正確に言う

　　　と特異点集合は

　　　　　・桓・〈鞠（鋼擢一｛｛・1；、：蕊奪鷺隠芸ξ）））．、｝
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となり，R劃況H－、（狂⑳（σ，tぷ島）試Sing〈Reρ（σ．t，鋤．）。））は解析的同型となる．

2．Theorem　2．1のη＝0に対応する場合は｛101，μ11で扱われている．

3　　1§◎xnon◎d’◎mic　defbrmat　i◎n

　Xを，n．pointed　curvesのモジュライの適当なcoveringとし，（C，ε1，．．．，ε∂をX上のulli－

versal　f己milyとする．砲（r，も0）をC上のαstable　parabolic　connect三〇n8のrelaCive　moduli

spaceとし，

　　　　　　　　　　　　R・p（c，t，　SLr）・－IJ　R・p（c。，ξ。，鋼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ∈x

を基本群の表現のrelat輌ve　mod磁§ρaceとする．すると，以下の可換図式ができる．

　　　　　　　　　　　　　M8（r，t，o）里　Rep（c，ξ，5L．）

　　　　　　　　　　　　　　　π＼　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

を定める．xを適当なcgvermgに取り替えることにより，Rep（C，モ，5L．）はx上のtrivial

6brationになrっでいるとしてよい、するとこのtrivializationに関するconstant　sectionσたち

が定まる．これθ〉引き戻し

　　　　　　　　　　　　　　　｛RH　1（σ）⊂M8（r，ξ，0）｝　　　　　　　　　　　（1）

を考えると，雌（ア，t，0）のZariski　open　set上のfbliationを定める．これをisomonodromic

恥wと言う．Xがgenus◎の4p◎輌琉ed　curveのモジュライの¢Ove地gで，ア＝2のとき，こ

れはア度Painlev6第6方程式の解になっている．（これは本質的には｛51で確かめられている．）

（1）に対応するtangent　distriblltionは

e玲（戊θ〉一→π＊8x→o

の＄pUtting

　　　　　　　　　　　　　　　・・π＊9x一θM8（。切）　　　　　　（2）

で定まるsllbbund▲e　5（π＊9x）⊂eM8〈WOIに対応する．ここで、θκはXのtange就bundle

を表す．splitting　3は構成から解析的であるが，実は代数的であることがわかる．また，モジュ

ライ空間全体M8（r，t，0）の上で定義できていることもわかる．特に種数が0でπ＝4，　r＝2

のとき，このspU垣og　5がPa面e遠第6方程式そのものになっている．実際このとき適当な

weightαに関するモジュライ空間M品（2，　t，0（一古4）〉は191で構成されている岡本初期値空聞

に一致していることが確かめられる．そして，RHのpropernessから，以下の幾何学的パンル

ベ性の性質が成り立つことは明らかとなる．

De6nition　3．1．（by　K　Iwasaki）任意の点エ∈M8（r5，0）とπ（¢）を出発する任意のpatlU

が与えられたとき∬を通るγのlif師で隅⊂s（θx）bを満たすものが取れるとき微分方程式

5は幾何学的パンルベ性を持つと言う．ここでTラは㌣のtange就bu磁leを表す．
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　　もともとパンルベ性は関数論的に定義されていたものであるが，上の幾何学的パンルベ性を

満たせば従来のパンルベ性が成り立つことがわかる．パンルベ性はもともとパンルベ方程式を

特徴付けるための重要な性質であった．その証明は多数あるが，上の幾何学的パンルベ性の形

から導くのが最も簡明に見える．
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