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1　序

　体κ上のη変数多項式環珂X｝二項X1，＿，Xπ｝の商体をκ（X）とする．中間体

κ⊂五⊂預X）に対し，κ｛Xlの頁部分代数五ひ醐刈の有限生成性を問う問題はヒ

ルベルトの第挺問題と呼ばれる．1954年にザリスキ｛181は，Lの頁上の超越次数が2

以下ならばこの問題の答えは肯定的であることを示した．一方，永田115｛は1958年に

初めての反例をη＝32の場合に超越次数が4の中間体Lとして与えた．ヒルベルトの

第14問題に対するあるηにおける反例は，それより大きなηにおける反例にもなる．

また，より大きな超越次数を持つ反例の存在も容易に従う．そこで，どれだけ小さなη

における反例が，またどれだけ小さな超越次数を持つ反例が存在するかが問題となる．

　1990年にロバーツ［171はη＝7の場合に超越次数が6の新しい種類の反例を与えた、

これを改良することで，フロイデンバーグ圏はη＝6で超越次数が5の反例を，さら

にデイグルとフロイデンバーグ｛11は捻＝5で超越次数が4の反例を構成した．ヒルベ

ルトの第接問題は，これまで抱＝3，4の場合と，Lの超越次数が3の場合だけが未解

決のまま残されていたが，筆者11qが以下の反例を与えてこれらを否定的に解決した．

なお，ロバーツの反例の高次元化や一般化には，小島と官西固や筆者｛81によるものが

ある．

　η＝3とする．正整数7と輪（1≦Z，」≦2）に対し

　　　　　　　　　　ハ＃xl2・1X≡δ2・2－xrδ1・1X；1・2，

　　　　　　　　　　乃一X仁xrδ”1X；1・2，　　　　　　　（1．1）

　　　　　　　　　　烏一2xl2・1一δ1・1xξ13一δ・2－x；2δ1’1x；δ1・2

と定める．このとき次が成り立つ．

定理L1（｛10，　Theorem　1．11）κの標数は零とする．このときδi。（1≦τ3≦2）が

　　　　　　　　　　　　　δ、1㌔1＋φ，荒く；　　（12）

を満たすならば，κ代数κ（Fい馬，烏）∩∫ζ［Xlは有限生成でない．
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　なお，δ1，1δ2，2≠δ1，2δ2，1のとき，κ（X）はκ（F1，花，烏）の代数拡大であり，その拡大

次数は2午1δ1，1δ2，2一δ1，2δ211である．実際，M＝κ（X「δ1・1X＞1・2，xl2・1X；δ2’2，Xξ）に対し，

Mのκ（Fb易，盈）上の拡大次数およびκ（X）のM上の拡大次数は，それぞれ2およ
びWδ1，1δ22一δ1，2δ2，1｛である・

　ところでηニ3の場合，ヒルベルトの第14問題の答えは様々な条件の下で肯定的であ

り，反例の存在する余地はかなり限られる．例えば，多項式環κ［X］への群作用による

不変式環の有限生成性の問題は，ヒルベルトが第14問題を考えるきっかけとなったそも

そもの問題だが，その答えは鋤≦3では肯定的である．なお，永田の反倒は多項式環へ

の線形な群作用による不変式環として与えられた．線形な群作用による不変式環に対す

るヒルベルトの第14問題は向井［141によって研究され，様々な新しい事実が明らかにさ

れている．また，多項式環1（｛Xlにおける微分0の核1ぐ｛XIDの有限生成性の問題も，

ヒルベルトの第14問題の重要な場合の一つだが，ザリスキ［181よりη≦3ならばその

答えは肯定的である、ここで，一般に可換なκ代数、4に対し，κ線形写像D：A→A
は任意のα，δ∈Aに対してD〈α5）＃D（α）b十αz：）（b）が成り立つとき，、4における微分と

いう．κ部分ベクトル空間γ⊂、4に対して

yD＝｛α∈ylD（α）＝o｝

はγのκ部分ベクトル空間となるが，さらにVがκ部分代数ならばγDはVの1ζ

部分代数になる．Dは，任意のα∈Aに対しぴ（α）＝0となるr∈Nが存在すると
き，局所幕零であるという．1ぐ［Xlにおける微分Dはκ（X）における微分に拡張でき，

碩X］D＝κ（X）D∩κ［Xlが成り立つ．κ（X）Dはκを含むκ（X）の部分体なので，　D

の核項X戸の有限生成性の問題はヒルベルトの第14問題の一部である．

　ロバーッの反例｛171や，それに端を発して構成された反例固，閥，同，固は，1ζ因

における局所幕零微分の核として得られる．特に，デイグルとフロイデンバーグ団か

ら，η≧5では核が有限生成でないκ［刈の局所幕零微分が存在する。1ζ［X｜Dの有限生

成性の問題は，局所幕零性を仮定しない一般の微分Dに対してもこれまでη＝4の場

合は未解決だったが，以下により否定的に決着した．

　n叉4とする．整数γと輪（1≦Z≦3，1≦ゴ≦4）は午，δ∪≧1およびδτ，4≧0

（1≦2，元≦3）を満たすとする．このとき，ローラン多項式

G1＝壕一亘δ1・1魂㌢11・3エ；1’4，

G、づ一・｛㌔許冷3・㍗・4，　　　　　（1．3）

G、司叫㌦；3・2石δ3・3己3・4

に対して次が成り立つ．

定理t2（［9，　Theorem　LIDκの標数は零とする．このとき∪（1≦乞3≦3）が

δ。＋m誌1，δ。1｝＋δ。、＋m㍑㍍，，δ、、｝＋δ。、＋m轟、，，δ。，｝＜1（幼
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を満たすならば，κ代数κ（G1，G2，G3）∩κ［X｜は有限生成でない．また，κ［X】にお

ける零でない局所幕零微分の核はκ（G1，G2，G3）∩κ［刈を含まない．

　一方，1且，T至ユeo任m　1．4iから次が従う．

定理1．3ベクトル（一δ1，1，δ1，2，δ1，3），（δ2，1，一δ2，2，δ2，3），（δ3，1，δ3，2，一δ3，3）が1次独立ならば，

κ［Xlo＝κ（G1，G2，G3）∩κ［X］を満たすκ［X］における微分Dが存在する．

　不等式（1．4）が成り立つとき（一δ1，1，δ1，2，δ1，3），（δ2，1，一δ2，2，δ2，3），（δ3，1，δ3，2，一δ3，3）は1次

独立なので，定理L2とL3からη＝4の場合に核が有限生成でない1ζ領の微分の存
在が従う．例えば，

　　　　　　　　　　D（∬1）一妬d＋1＋τ・・、弓＋1＋（1一亡）鵬＋2，

　　　　　　　　　　D（エ2）一妬オ1＋紘、鵬＋1＋（1一君）畦＋2，

　　　　　　　　　　D（。、）一紘、糾罐・◇（、一，）罎・，　　（L5）

　　　　　　　　　　D（94）＝（2渉2＋ト1）鵬か；

から定まるκ［Xlにおける微分の核はオ≧3ならば有限生成でない．実際，κ［刈oは，

7＝1とし，δロを2＝ゴのときは1，ゴ＝4のときは0，それ以外のときは君とした場合

のκ（GもG2，G3）∩珂x］と等しし・．

　筆者の現在の技術で構成可能なn＝4における反例五では，1ぐIXIにおける自明でな

い任意の局所幕零微分によって0に写らない元がL∩κ［X］に必ず含まれ，κ区】にお

ける局所幕零微分の核としては実現できない．κ〔川における局所幕零微分の核の有限

生成性の問題は，η＝4ではいくつかの部分的な肯定解｛21，固，｛131はあるが完全な解

決には至っていない．

　ヒルベルトの第14問題に対する反例のうち，ロバーツ［171に端を発する［1］，｛41，［51，［8］

や定理1．1や1．2で与えたものと同種のものは，実はこれら以外にも非常にたくさん存

在し，現在知られているものは特殊な具体例に過ぎない．本稿では，こうした反例を全

て包括でき，様々な反例を統一的に記述し，また組織的に構成することが可能な一般的

な枠組みについて説明する．

2　反例の構成

　以下，κの標数は零とする．項γ］＝κlyi，＿，石｝をW上のm変数多項式環とす

る．1ζ部分代数Bc1（［γ1と整数成分のη×m行列Ω＝（ωi，フ）τ」，部分群M⊂Zれから

なる三つ組の＝（β，Ω，M）を考える．珂Ml＝㊥、wκe（8）をMの群環とする．ただ

し，記号e（3）（5∈M）に対し，積をe（5）e（8’）＝e（3＋3’）（8，5’∈ルf）により定める．準

同型φΩ：醐yl⑧κ1ζ｛M］→κ（X）を，ち⑭1榊X㍗…Xご旬（5＝1，＿，m）および

1⑧e（3）＝X3（3∈ルf）により定義する．ただし，　Zπの元α＝（軌，＿，απ）とzmの元

b＝（61，＿，bm）に対し，それぞれXα＝Xf1…X㌃およびγb＝γ『1…y㍗と定める．

そして，κ｛のエ＝ΦΩ（β⑧κ1（｛MI）の商体をκ（の）と表す．このとき，三つ組のが条件
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　　　（1°）κ（の）∩κ［Xl⊂κ｛Z）1および　（2りκ｛別∩κ｛X｝は有限生成でない

を満たすならば，κ（の）はヒルベルトの第14問題の反例となる．

　κ岡における微分Dは，D（均∈1ζ匿，＿形一11（τ＝1，＿，m）を満たすとき三角で

あるという．1）は三角ならば局所幕零である．また，κ1γ1の三角微分DがD（㌃）≠◎

を満たすとき，核κ［γ］Dは

　　　　　　　　　Ψター嵩D警）礒））㌦一2，，m）　（21）

によって生成される（例えば［3，Corollary　L3．23］を見よ）．

　我々が反例を構成するために実際に用いるのは，8＝1ζlylD＝1ζ巨タ，．．．，繰｝の場

合の三つ組である．ここで，DはD（均≠0（X＝1，＿，πりを満たすκ［γエの三角微分

とする．このような三つ組Z）＝（κ｛γ1ρ，Ω，M）をうまく選ぶことで，ヒルベルトの第

14問題に対する実に様々な反例をκ（の）として得ることができる．

　例えば，定理1．1で与えた反例は，この構成法により次のようにして記述できる．

（γn，η）＝（4，3）とし，D（均＝1＠＝・1，2，3），　D（ぬ）＝ちから定まるκ｛γ1の三角

微分を考える．1ζ｛γ1欝はΨP＝璃一巧（τ＝2，3）とΨ7＝M－Y2／2によって生成され

る．このとき，定理L1で与えた反例κ（F1，昂，掲）は，三つ組みつ＝（1ζ1γ｝P，Ω，｛0｝）

に対するκ（の）と等しい．ここで，

　　　　　　　　　　Ω一（一δ1，1　　δ2，1　　◎　　一δ1，1÷δ2，1δ1，2　　　一δ2，2　　0　　　δ1，2一δ2，2（）　07　◎）　ρ）

とする．実際，冗＝ΦΩ（Ψ瓢⑭1）（匡＝1，2）および掲＝2ΦΩ（鰐⑭1）が成り立つ．

　以下では（1°）や（2°）が成り立つための三つ組つに関するいくつかの十分条件を与

える．

　準同型zm×M∋（6，3）博Ω・b＋5∈Zπが単射のとき，（Ω，　M）は単射的であると

いう．（Ω，醒）が単射的であることとΦΩが単射であることは同値である．上の例では

（Ω，｛0｝）は単射的でない．（Ω，M）が単射的でないと様々な難しさが生じるので，本稿で

は主に（Ω，Af）が単射的な場合を扱う．

　Frac　8をκ代数8の商体とし，κ｛γ±11をyl，＿，塩のロ～ラン多項式環とする．

このとき，（1°）に関して一般に次が成り立つ．

命題2ユ（Ω，」14）は単射的であるとする．このとき，（F品cB）ひκly土11⊂8ならば

κ（の）∩κIXI　Cκ［の｜が成り立つ．

　一般に，D（γの≠0（τ＝1ジ．．，γγL）を満たすκ［γ］における局所幕零微分Dに対し，

（Frac　K［γID）∩κ［γ判＝1ζ｛y｝Dが成り立つ．よって，命題2．1より次が従う．

系22DはD（酩）≠0（τ＝1，＿，m）を満たすκ［Wの局所幕零微分とする．このとき

（Ω，M）が単射的ならば，三つ組の＝（κ田P，Ω，　M）に対しκ（⑳）∩司Xl⊂珂τ）1が成

り立つ．
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3・ニュートン多面体とイニシャル形式

　κ1γ士1｝の元g＝Σb∈zmレb廼に対し，　Z郷の部分集合s囎p（g）＝｛川〃b≠◎｝をgの

台と呼ぷ．1（IY土11の部分集合γに対し，　supp（γ）＝Ugw　supp（g）と定める．1ζ｛Wの

微分Dに対し
　　　　　　　　　supp（D）＝supp（｛ピー1D（陥）12＝1，，．．〉γπ｝）　　　　　　　　　　　　（3．1）

をDの台と呼ぶ．また，8upp（D）のRmにおける凸包New（D）を0のニュートン多

面体と呼ぶ．Rmの部分集合5に対し，　s旦ρρ（g）⊂Sを満たすg∈V全体をV3と表

す．Rmの部分集合の列S＝（S1，＿，3。）に対してはγ5弍∩二1レ’5・と定める．

　ニュートン多面体の概念は，ヒルベルトの第14問題の研究において非常に重要である．

例えば，微分の核の有限生成性に関して次が成り立つ．

定理3．1（［6，Theo陀m　1．3］）New（D）が2次元以下であるようなκ［γ］の微分の核

κ［γIDは有限生成である．

　なお，！もぺD）が3次元以上では碩笥Dが有限生成でない項ylの微分Dは多数存

在する．例えば（1．5）のように定めた微分の場合，核は有限生成でないが

supp（D）＝｛（舌十1，0，0，0），（0，£十1，0，0），（0，0，‡十1，0），（£，古，6，－1）｝

であり，New（0）は3次元である．

　さて，各8∈Mに対し理・＋＝BP・と定める．ここで，

巳＝｛b∈RWΩ・6十5∈（R≧o）n｝　　　　　　　　　　（3。2）

とおいた．すると，鴫＋＝㊥，醐B夢∩⑧e（3）はB⑧κ1ζ期のM次数付きκ部分
代数となる．また，一般にΦΩ（B藩づ⊂κ［1）1∩κ［Xlが成り立つ．

命題3．2（Ω，M）が単射的ならば，ΦΩ（B紘＋）＝κ1割∩κ閲が成り立つ．特に，この

ときκ［別∩∫ζ［Xlは．B爵＋と同型である．

　命題3．2より，（Ω，M）が単射的な場合には（2°）の成立とB財が有限生成でないこと

は同値である．8爵÷はBの元の台の概念を用いて定義されており，（2°）の成立を調べ

るためにRm内の図形の組合せ論的な議論を使うことが可能となる．

　～般に，P⊂R？πとω∈Rmに対し，任意の旋Pに対してω・（α一b）≦0となる

Ω∈1）全体の集合を£aceパP）とおく．Q⊂Pは，あるω∈Rmに対してQ＝ξac％（P）

となるとき，Pの面であるという．

　部分集合ψ≠1⊂｛／，＿，η｝とu∈su停（8＞に対し，パΩ・u）÷5の全ての成分が非

負であり，第τ成分◎∈∫）が0であるような正数rと3∈Mの組（r，3）全体を砺，加

とおく．
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命題3．3（Ω，M）は単射的であるとする．次を満たすの≠∫⊂｛1，＿，η｝とu∈Supp（万）

が存在するならばB㍊＋は有限生成でない．

　（a）（R≧o）uはsupp（8）が生成するRm内の錐の面である．

　（b）任意の（r，8）∈砺」，uに対し，　ruはSupp（80・＋）に含まれない．

　（c）ある（ア，5）∈碗，∫，uと（δ，ε）∈zm×Mが存在し，任意の～∈Nに対してピu＋δ

はSupp（β雛）に含まれる．

　u∈suρp（8）がRmの座標単位ベクトルe1，＿．，emのいずれかと等しければ，条件

（a）は任意のBに対して成り立つ．

　次に，DをD（玄）∈κ｛苗，＿，y二＿1］（乞＝1，＿灘）およびD（塩）≠Oを満たす1ぐIY｝

の微分とし，三つ組つ＝（κ［γID，Ω，M）と部分集合∫⊂｛1，＿，m｝およびu＝emに

対して（b）と（c）が成り立つための条件について考える．

命題3．4（Ω，ルf）は単射的であるとする．三つ組の＝（κ［γ］の，Ω，ルf）と部分集合∫C

｛1，＿，m｝およびu＝emに対し，（b）が成り立つための必要十分条件は，ア＝1である

全ての（r，θ）∈ひわ，∫，uに対してuがsupp（B？・＋）に含まれないことである．特に，　D（F）＝

D（石）を満たす任意のF∈醐ち，．．．，Yら＿11に対し，ωピb＜0となるb∈Supp（y三1F）

と乞∈1が存在すれば（b）は成り立つ．

　微分Dに対し，さらにD（F）＝D（塩）を満たすF∈1ζ［巧，．．．，塩パの存在を仮定

する．（c）が成り立つためには，ある（r，3）∈砺，∫，uとG∈κ匿，＿，γふ1］ρ＼｛0｝お

よびe∈Mが存在し，各1∈Nに対しGy㍑＋（塩について低次の項）という形の元が

（κ図D）ぴ÷・に含まれればよい．これが成り立つためには色々な条件が必要になるので，

詳細は割愛する．ここでは凸多面体P⊂Rmと／∈N，0∈（κ｛γi，．．．，｝㌦一11D）P…」em＼｛0｝

に対し，Gy∴＋（塩について低次の項）という形の（κ〔γID）Pの元の存在を証明するた

めの方法を説明する．

　κ｛y｝の元φ＝Σ参∈酔％γbとRmの部分集合5に対し，φ3＝Σ婿括爪鞠γbと

定める．Rmの部分集合の列S＝（51，．．．，5。）に対しては，φ3＝φぷ、∩＿∩5．と定める．

ω∈Rmに対し，　inω（φ）＝φひ（σ＝faceω（New（φ）））をφのωに関するイニシャル形式

と呼ぶ．1ζ部分ベクトル空間γ⊂κIYIに対し，｛inω（φ）1φ∈v｝が生成するκベクト

ル空間をi恥（γ）と表す．ω∈Rm＼｛o｝とRmの半空間の列∬＝（H1，＿，∬，）に対し，

φ∈碩Y］＼項y］Hのωに関する亙イニシャル形式inζ（φ）を，　in款φ）ニinη、（iん（翰））

により定義する，ここで，τは8upp（φ）¢∩三正防を満たす最小の番号とし，η輌∈R㎜

はある斑∈Rに対して私＝但∈RW宿山≧αぱを満たすとする．　il己（φ）は犠の選

び方に依らずに定まる．

　次の性質を満たす部分集合β⊂γ＼γHを，ωに関するγのH集合という．

　（1）各φ∈βに対し，inω（φ）≠inω（φ）Hが成り立つ．

　（ii）任意のψ∈γ＼γκに対し，　in8（φ）＝in5（ψ）を満たすφ∈βが存在する．

補題3．5γをκ｛γ1の有限次元κ部分ベクトル空間とする．このとき，ωに関するレ

のH集合が存在するならばinω（VH）＝inω（γ）”が成り立つ．
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　補題3．5の証明は構成的であり，ωに関する〃のH集合が明示的に与えられれば，

各φ’∈inω（γ戸に対してφ’＝inω（φ）を満たすφ∈γ∬を具体的に構成することが可能

である．

　さて，凸多面体P⊂Rmに対し，∩；司」馬＝Pを満たす半空間の列∬＝（∬い．，、ぽ）

をとる．このとき，G（γ竺一F）1を含み一emに関するH集合を持つような有限次元κ部

分ベクトル空間V⊂醐y］Dが存在するならば，の晶÷（】ムについて低次の項）という形

の（κ岡D）Pの元は存在する．実際，in－。m（G（】〆－F）り＝0瑠はin－。m（γ）Pに含まれ

るので，補題3．5よりin＿。仇（φ）＝G批を満たすφ∈V’Pが存在する．　in－。凧（φ）＝G｝エ

だからφはG］焔十（］ムについて低次の項）と表せる．このようなVの存在は，微分の

ニュートン多面体の組合せ論を駆使した巧妙な方法を用いて示される．

4　斉次三角微分

　この節では，1ぐ［γ】Dの構造をより詳しく分析するために幾つかの概念を定義する．

　描γ1の局所幕零微分Dは，P（玄）≠O（る≡1，＿，m）を満たしNew（D）の次元が

m－1以下のとき斉次であるという．

命題4．1Dは項γ］の斉次な三角微分とする．このとき，　New（D）の次元はm－1であ

る．また，任意のδ，δ’∈New（D）に対して〃・（δ一δり＝◎となるNmの元〃＝（〃1，．．．，レm）

でレ1＝1であるものが唯一つ存在する．

斉次な三角微分Dに対し，m－1個の自然数の組（ジ2，＿，〃m）をかの型と呼ぶ．

予想4．21ζ［γ1の斉次な局所幕零微分のニュートン多面体の次元はm－1である．

次の命題から，同じ型を持つ斉次な三角微分の台は有限種類しか存在しない．

命題4．3D（酩）≠0（X＝1，＿，m）を満たすκ｛Wの微分Dと自然数物，。，．，μmに対

し，次は同値である．

　（i）Dは三角かつ斉次で型が（μ2，．．．，μm）である．

　（ii）各乞∈｛1，＿，m｝に対し，任意の（b1，＿，bm）∈supp（D（酩））はbゴ＝o（ゴ≧z）か

つムド巧＋1÷Σ㌶∂ジ⇒を満たす・

　一般に，κ［γ】の微分Dに対し，｛δ一δ’1δ，δ’∈supp（D）｝が生成するzmの部分加群

をMDとおく．各字∈zm／MDに対し，　zm／MDにおける像が7と等しい旋（Z≧。）m

に対するγ6全体が生成するκベクトル空間をκ岡7と定める．このとき，珂γIDに

自然なzm／MD次数付けκ｛Y】D＝㊥午∈Zm／MD（κ［y］7）が定まる．　Dを型が（μ2，＿，〃m）

である斉次な三角微分とし，〃1＝1とおく．このとき，e，齢ジう（う二1，＿，m）から定ま

る準同型zm→Zは同型zm／、MD→Zを導く．この同型によりzm／MDをZと同一
視したとき，各2＃1，．．．，mに対し酩のzm／Mo次数は功と等しい．
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　κ｛γ1の三角微分Dは，D（％）∈κ匿，＿，均＼｛0｝（τ＞r）を満たし，さらにDの

κ匿，＿，耳1への制限が斉次となるようなr∈｛1，恒．．，ml｝が存在するとき，半斉次であ

るという．半斉次な三角微分Dの型を次のように定義する．Dの1ζ恒，＿，略1への制

限D．の型を（〃2，＿，〃。）とする．各τ＃r＋1，＿，mに対し，　D（均をZソ妬．斉次成

分ムパ頚yi，＿，綱マ（プ∈ZワMb．）の和Σvふの形に表す．前の段落で述べたよう

にZソル砺．はZと同型である．九γ≠0となる7∈Zワルら．に対応する整数を小さい順

にジi，1，＿，〃栖偏とおく．このとき，Dの型を

（”2，…・”ア；”外1，b…，”ア＋1，α婦；・一；”m，1・…，”m，α耽）　　　（4．1）

と定める．各τおよび戊に対し，整数〃初は正である．また，α。＋1＝1ならばDを
1ζlyi，．．．，耳＋11に制限したものも斉次であり，その型は（ユノ2，ヴ・・‘”r，L！r－←1｝1）となる．

5　応用

　m＝4とし，κ［｝りにおける半斉次な三角微分Dで型が（〃2，レ3；レ4，1，＿，〃4，α）である

ものを考える．α＝1ならばDは斉次である．この節では，κ（D）∩1ζIXIが有限生成
でないための三つ組Z）＝（κ図〃，Ω，」匠）に関する十分条件を与える．証明は略すが，前

節までの議論の応用として得られる．

　D（巧）∈κ＼｛0｝なので，DをD（巧）－iDと取り替えることでD（M）＝1と仮定す

る．自然数5と整数3－1≦3’≦（〃3－1）／レ2，およびμ1，μ2，τd（＠＝3－1，＿，3〃）で

μ1，μ2，、＿1，μ2，、，≠◎を満たすものが存在し

　　　　　　　　　　　　　　　　ピ
D（又）一μ1r1，　D（聡）一準一1Σμ・，・（yrち）ε　　（5・1）

　　　　　　　　　　　　　　　‘＝3－1

と表せる．このとき，Ψξにおけるγ73の係数は

偽一主（一煤づ嵩嵩灼　　國

となる．

　各」∈｛1，2，3｝に対し，偽ω初くりω妬（Z∈｛1，2，3｝＼｛」｝）を満たすん∈｛1，＿，η｝全

体の集合をちとおく．ただし，〃1＝1とする．各鳶∈為U輻∪∫3に対し，有理数顧を

砺一

と定める．各パ｛1，＿，α｝に対し，eんくレ4，乞砺／〃2ほ∈∫1）およびぴく〃4，乞軌（ん∈万，

ゴ＝2，3），εk≦レ4，i　min｛叫3／〃」け＝1，2，3｝（それ以外のた）を満たす（ε1，＿，ε」∈Rn
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全体を△iとおく，各z∈｛1，＿，α｝とε＝（ε1，＿，εの∈△iに対し

相…x（｛元云竺鎧帽・｝・｛・｝）・

弓（・）一・x（｛”㍍警2巨ち｝・｛・｝）・

弓（司一一（｛㌘き3ぽ｝u｛・｝）

とおき，

　　　ぐ（・）一、，d（。、，器謬§（，）＋1）＋（“、一耀，）＋“、）＋句6（2“，（53）

と定める．

　εを△1∩△αの元とする．このとき全ての乞に対し，6は△iに含まれる．各τ∈

｛1，＿，α｝に対し，ゴ〃2＋妬＝レ4，元かつ

　　　　　　　　“、（〃4誘（ε）ア］（6）＋〃3）≦ゴ≦蒜（ち（，斉“、づ

を満たす（ゴ，勧∈（Z≧o）2に対する（重タ）」（重ま）丘全体が生成するκベクトル空間をVエ（ε）

とおき，Ψ㌘一万＋Σ二1γi（ε）の元の台全体の集合をΣ（ε）と定める．κベクトル

空間Σ㌫1び（ε）は有限次元なので，Σ（ε）は有限集合である．α＞1のとき，有理数

η1（ξ），．．．，η4（ξ）をη1（ε）＝五α（ε）およびη2（ε）＝皇α（ε），η3（司＝（シ3－〃25畑1（ξ）＋3η2（ξ），

η4（ε）＝〃4，1〃4μ（γ～（ε）一ぜ（の）により定義する．ただし，組∈｛1，α｝に対し

　　　　　　　お（ε）＝〃4．，γ｛（ε）一〃4乏寸くξ）＋〃2丁｛（ε）承ε）（μ4蓬一燭），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）
　　　　　　　閲・）一〃、ザ〃、，沽〃、（・、，ゴτ｛（ε）一・、，、ヨ（・））

とおく．また，ξ＃（12ε，ε）∈（△1∩△α）2に対し，

　　　　　　　　　　　㎡（司一鞠η1（ε鵠繕（♂）　　（55）

と定める．ただし，2は元∈｛1，α｝＼輻｝に対して五α（～）g多パ～）≧g1，α（～）ん（～）となる

｛1，α｝の元とする．

定理5、1（Ω，M）は単射的であるとする．また，　gcd（物，〃3）は戦1，．．．，咋αを割り切り，

c3≠oであるとする．このとき，次を満たすξ＝（♂，～）∈（M⑧zQ）2が存在するなら

ばκ（の）∩Z（［X｜は有限生成でない．

　（輌）～灘くε｛，＿揚）とおく．このとき，ω題≧誌区＝1，＿．，n）が成り立つ。

　（ii戸＝1，αに対し，～と～は4に含まれξi（♂）≦1およびξ《（～）＜1が成り立つ．

　（iii）各ん∈∫2　u∫3とb∈8upp（Ψ7－yi）に対し，　w・b≧ξ1が成り立つ．
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　（iv）各（b1，＿，b4）∈supp（0（ぬ））に対して次が成り立つ．

α＝1のときはb2一ア～（61）b1互婦（ε1）（1－〃2）－1．

α＞1のときは（b1＋1－〃2）η1（ε1）＋（b2＋1）η2（♂）＋b3η3（e1）一η4（∈1）≧0および

（61十1－〃2）η1（e2）十（62－←1）η2（～）十63η3（ε2）一η’（ξ）≧α

　（V）各3∈Σ〈ε1）に対し，砕泊く誌およびω妬＝鵬を満たす嵩∈∫1と6∈5が存

在する．

　ロバーツ｛171やフロイデンバーグ｛41，デイグルとフロイデンバーグ｛1｝による反例

や，定理1．2で与えた反例は，定理5．1から得られる．ロバーツ［171の場合，Dの型は

（1，1，1）で，Ωは4×4単位行列に3行付け加えて得られる7×4行列，MはZ3と同

型であり，∫1，∫2，∫3はそれぞれ1つずつ元を持つ．フロイデンバーグ｛4］ではDの型は

（2，3，1）で，Ωは4×4単位行列に2行付け加えて得られる6×4行列，MはZ2と同型

であり，∫1と∫3はそれぞれ1つずつ元を持ち12＝のである．また，デイグルとフロイ

デンバーグ［11ではDはフロイデンバーグ圏と同じだが，Ωは4×4単位行列に1行付

け加えて得られる5×4行列で，MはZと同型であり，∫1は1つ元を持ち∫2＝13＝0

である．Dの型が（1，1，1）の場合には，定理5．1の条件（iのと（v）が成り立つために

ム，ち，τ3はいずれも空ではならないが，Dの型が（2，3，1）の場合は11≠＠であれば（滋）

と（v）が成り立たつようにできる．フロイデンバーグ141では∫3≠のとなっているが，

これは小さいηの反例を作るという観点からは無駄である．実際，この無駄を省くこと

でデイグルとフロイデンバーグ［1］はπ＝5の反例を得ている．このように，4×4単

位行列にr行付け加えてΩを定め，MをZ「と同型にとる方法は，η＝4ではうまく

機能しない．定理1．2で与えた物＝4の反例は，型が（1，1，1）のDを使うが，4×4行

列Ωを任意に指定しM＝｛0｝とすることで得られる．

　小島と宮西固や筆者｛81による反例を構成するには，m＞4の場合も考える必要が
ある．m＞4でも様々な反例が三つ組り＝（頂γ］D，Ω，M）を用いて構成でき，　m＝4

のときには見られない現象も生じるので大変興味深い．しかし，自由度が増す分，考慮

すべき事柄も増え，定理5．1ようにκ（∂）がヒルベルトの第14問題の反例になるため

のすっきりした十分条件はまだ得られていない．
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